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ΔΠΙΣΡΟΠΗ ΓΙΑΓΩΝΙ΢ΜΩΝ 

74
ος

 ΠΑΝΔΛΛΗΝΙΟ΢ ΜΑΘΗΣΙΚΟ΢ ΓΙΑΓΩΝΙ΢ΜΟ΢ 

΢ΣΑ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ 

“Ο ΘΑΛΗ΢” 

19 Οκηωβρίοσ 2013 

 

Δνδεικηικές λύζεις 

 

Β΄ ΓΤΜΝΑ΢ΙΟΤ 

 

Πρόβλημα 1 

Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

                                       
16 1 74

32 12 : 4 53 3 4 :
9 8 9

           . 

 Λύζη 

        

16 1 74 16 74
32 12 : 4 53 3 4 : 32 3 53 12 8

9 8 9 9 9

128 74 54
32 3 53 12 94 94 6 100.

9 9 9

              

          

                  

Πρόβλημα 2 

Έλαο νηθνγελεηάξρεο πήξε από ηελ ηξάπεδα έλα πνζόλ ρξεκάησλ. Από απηά μόδεςε 

ην 20% γηα ηελ αγνξά ελόο θνξεηνύ ειεθηξνληθνύ ππνινγηζηή.  Σηε ζπλέρεηα, από ηα 

ρξήκαηα πνπ ηνπ έκεηλαλ μόδεςε ην 15% γηα αγνξά ηξνθίκσλ ηεο νηθνγέλεηαο. Αλ 

ηνπ έκεηλαλ ηειηθά 1360 επξώ, λα βξείηε: 

(α) Πόζα ρξήκαηα πήξε από ηελ ηξάπεδα ν νηθνγελεηάξρεο. 

(β) Πόζα ρξήκαηα ζηνίρηζαλ ηα ηξόθηκα. 

(γ) Πνην πνζνζηό ησλ ρξεκάησλ πνπ πήξε από ηελ ηξάπεδα μόδεςε ζπλνιηθά. 

 

Λύζη 

(α) Μεηά ηελ αγνξά ηξνθίκσλ έκεηλαλ ζηνλ νηθνγελεηάξρε 1360 επξώ. Απηά ηα 

ρξήκαηα απνηεινύλ ην 85% ησλ ρξεκάησλ πνπ ηνπ έκεηλαλ κεηά ηελ αγνξά ηνπ 

ππνινγηζηή. Άξα ην 85% αληηζηνηρεί ζε πνζόλ 1360 επξώ, νπόηε ην πνζόλ πνπ ηνπ 

έκεηλε κεηά ηελ αγνξά ηνπ ππνινγηζηή είλαη 

100 16 100
1360 1600

85 1


    επξώ. 

Σύκθσλα κε ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο:  

ην (100 20)% 80% ηνπ πνζνύ πνπ πήξε αληηζηνηρνύλ ζε 1600επξώ  . 

Άξα ηα ρξήκαηα πνπ πήξε από ηελ ηξάπεδα είλαη:  

100
1600 2000

80
   επξώ. 



(β) Τα ηξόθηκα ζηνίρηζαλ ην 15% ησλ ρξεκάησλ πνπ έκεηλαλ κεηά ηελ αγνξά ηνπ 

ππνινγηζηή, δειαδή 

15
1600 240

100
   επξώ.      

Τν πνζό απηό κπνξεί λα βξεζεί  θαη κε ηελ αθαίξεζε: 1600 1360 240  . 

(γ) Ο νηθνγελεηάξρεο από ηα 2000 επξώ πνπ πήξε από ηελ ηξάπεδα μόδεςε 

2000 1360 640   επξώ, δειαδή πνζνζηηαία επί ηηο εθαηό  

640 64
100 32

2000 2
   . 

 

Πρόβλημα 3 

Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ ζην νπνίν ε γσλία ̂  είλαη δηπιάζηα ηεο γσλίαο ̂ . Ζ 

κεζνθάζεηε ηεο πιεπξάο ΒΓ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΓ ζην ζεκείν Δ θαη ε επζεία ΒΔ 

ηέκλεη ηελ επζεία  , πνπ πεξλάεη από ην ζεκείν Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο ηελ 

πιεπξά ΒΓ, ζην ζεκείν Ε. Να απνδείμεηε όηη: 

(α)    ,        (β) ˆ ˆ  .  

 

Λύζη 

 
Σρήκα 1 

 

(α) Δπεηδή ην ζεκείν Δ αλήθεη ζηε κεζνθάζεηε ηεο ΒΓ έπεηαη όηη  , νπόηε 

από ην ηζνζθειέο ηξίγσλν  πξνθύπηεη ˆ ˆ   .Δπεηδή   έπεηαη όηη: 

ˆ ˆ   (εληόο ελαιιάμ γσλίεο). Από ηε ζρέζε ηεο ππόζεζεο ˆ ˆ2   , έρνπκε: 
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ
2


        . 

Άξα ην ηξίγσλν ΑΒΕ είλαη ηζνζθειέο κε ΑΒ=ΑΕ. 

(β) Ζ γσλία ˆ είλαη εμσηεξηθή ζην ηξίγσλν ΔΒΓ, νπόηε 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 .     

 

Πρόβλημα 4  

Ο ιόγνο δπν θπζηθώλ αξηζκώλ είλαη  
7

5
.  Γηαηξώληαο ηνλ κεγαιύηεξν αξηζκό κε ην 

18, ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο είλαη ίζν κε ηνλ αξηζκό 8, ελώ δηαηξώληαο ηνλ κηθξόηεξν 

αξηζκό κε ην 12 ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο είλαη ίζν κε ηνλ αξηζκό 9. Αλ γλσξίδεηε όηη 

ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ κεγαιύηεξνπ αξηζκνύ κε ην 18 είλαη πεληαπιάζην ηνπ 



ππόινηπνπ ηεο δηαίξεζεο ηνπ κηθξόηεξνπ αξηζκνύ κε ην 12, λα βξείηε ηνπο δπν 

αξηζκνύο. 

Λύζη (1
ος

 ηρόπος) 

Έζησ ,   νη δπν θπζηθνί αξηζκνί κε ,    Τόηε ζα είλαη 
7

5




   θαη επηπιένλ 

18 8 5 θαη 12 9         . 

Δπνκέλσο, έρνπκε  

7
5 7 (ηδηόηεηα ίζσλ θιαζκάησλ)

5


 


   , νπόηε έρνπκε: 

   5 144 5 7 108        (από επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα) 

720 25 756 7     18 36 2,     νπόηε ζα είλαη 154 θαη 110   . 

 

2
ος

  ηρόπος.   

Έρνπκε: 1 1 2 218 8 , κε 0,1,2,...,17 θαη 12 9 , κε 0,1,2,...,11             . 

Τα δεύγε γηα ηα νπνία κπνξεί λα ηζρύεη ε ηζόηεηα   είλαη ηα :           
 

θαη από απηά κόλν ην δεύγνο  10,2  καο δίλεη 154 θαη 110    θαη ην θιάζκα 

154

110
 πνπ είλαη ηζνδύλακν κε ην 

7

5
. 

 

 

Γ΄ ΓΤΜΝΑ΢ΙΟΤ 

Πρόβλημα 1 

Αλ ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο     είλαη ε κηθξόηεξε δεθαδηθή πξνζέγγηζε δέθαηνπ ηνπ 

άξξεηνπ αξηζκνύ  5  , λα βξείηε ηελ αξηζκεηηθή ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

   3 3 4,6 2 0,2        . 

 

Λύζη 

Έρνπκε:  4 5, νπόηε 4 5 2 5.     Δίλαη 

,  νπόηε ε δεηνύκελε ηηκή ηνπ   είλαη  
2,2  . 

Με αληηθαηάζηαζε βξίζθνπκε: 2   

 

Πρόβλημα 2 

Αλ ν ζεηηθόο αθέξαηνο   ηθαλνπνηεί ηηο αληζώζεηο  

4 1 2 5    , 

 λα ιύζεηε σο πξνο άγλσζην  x  ηελ αλίζσζε: 

                                                            
3

2 1 1
2

x
x x


      . 

Λύζη 

Έρνπκε 
4 2 5 5

4 1 2 5 5 2 4 2
2 2 2 2


  

 
                

 
. Δπεηδή ν 

  είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο, έπεηαη όηη 1 ή 2   . 



 Γηα 1   ε αλίζσζε γίλεηαη:    
3 1

2 1 1 1.
2 2

x
x x x x x


         

 Γηα 2   ε αλίζσζε γίλεηαη:  

   
3 1

2 1 1 0 1
2 2 2 2

x x x
x x x


          , ε νπνία είλαη αδύλαηε. 

 

Πρόβλημα 3 

Σην νξζνθαλνληθό ζύζηεκα αλαθνξάο ρOς  κηα επζεία (ε) ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα ρ ρ  

γσλία   θαη επίζεο δηέξρεηαη από ην ζεκείν  2, 6  . Τν ζεκείν Α αλήθεη ζηνλ άμνλα 

ρ ρ  θαη ζηελ επζεία   , ελώ ην ζεκείν Β αλήθεη ζηνλ άμνλα ς ς θαη ζηελ επζεία    . 

(α) Βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο   . 

(β) Βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ Α ,  Β θαη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ  . 

(γ) Βξείηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΑΜ.    

 

Λύζη 

α) Ζ δεηνύκελε εμίζσζε έρεη ηε κνξθή ς αρ β  , όπνπ α εθ45 1  . Δπεηδή ε 

επζεία πεξλάεη από ην ζεκείν  2, 6   έρνπκε όηη 6 2 β β -8     . Άξα ε 

εμίζσζε ηεο επζείαο    είλαη : ς ρ 8   

 
Σρήκα 2 

 

β) Τα θνηλά ζεκεία  ηεο επζείαο    κε ηνπο άμνλεο ρ ρ θαη ς ς   είλαη ηα  8,0  θαη 

(0, 8)  , αληίζηνηρα. Άξα έρνπκε 

                                  
1 1

OAB OA OB 8 8 32
2 2

        ηεηξ. κνλάδεο. 

γ) Αλ Κ είλαη ην ζεκείν κε ζπληεηαγκέλεο  2,0 , ηόηε ην ηξίγσλν ΚΜΑ είλαη 

νξζνγώλην ζην Κ θαη νη θάζεηεο πιεπξέο ηνπ έρνπλ κήθε 6 θαη 6   . Από 

ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ιακβάλνπκε  
2 2 2 26 6 36 2 6 2.          

Οκνίσο, από ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην ηξίγσλν ΟΑΒ ιακβάλνπκε: 

                                  2 2 2 28 8 64 2 8 2.         

Δπεηδή ηα ηξίγσλα θαη ΟΑΒ  έρνπλ θνηλό ύςνο από ηελ θνξπθή O , έζησ  , 

έρνπκε:       



 

 

1
ΟΑΜ 6 2 32

1ΟΑΒ 48 2

2








    




 

   
3 3

OAB 32 24 ηεηξ. κνλάδεο.
4 4

      

Παραηήρηζη 

Τν εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ   κπνξεί λα ππνινγηζηεί παξαηεξώληαο όηη ην   

είλαη ην ύςνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πιεπξά   (ηνπ ηξηγώλνπ  ). 

Οπόηε: 2486
2

1

2

1
)(   . 

 

 

4. Σε θύθιν ( , )c R (θέληξνπ Ο θαη αθηίλαο R ) δίλνληαη ζεκεία Α, Γ θαη Β ηέηνηα 

ώζηε ˆ 10    θαη ˆ 30   . Τα ζεκεία Α θαη Γ βξίζθνληαη ζην ίδην εκηεπίπεδν 

σο πξνο ηελ επζεία ΟΒ. Από ην ζεκείν Ο θέξνπκε επζεία θάζεηε πξνο ηε ρνξδή ΓΒ 

πνπ ηελ ηέκλεη ζην ζεκείν Γ, ελώ ηέκλεη ηνλ θύθιν ( , )c R  ζην ζεκείν Δ. 

(α) Βξείηε ην κέηξν ηεο γσλίαο ˆ  θαη ην κέηξν ηνπ ηόμνπ   ζε κνίξεο. 

(β) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΟΒΔΓ είλαη ξόκβνο θαη λα ππνινγίζεηε ην   

      εκβαδό ηνπ. 

 

Λύζη 

 
Σρήκα 3 

 

(α) Δπεηδή ην ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη ηζνζθειέο  R   , έπεηαη όηη:   

                                                    ˆˆ 10   . 

      Δπεηδή ην ηξίγσλν ΟΓΒ είλαη ηζνζθειέο  R   , έπεηαη όηη:   

                                                    ˆ ˆ 30   . 

     Άξα έρνπκε: ˆ ˆ ˆ 30 10 20       θαη  40   . 

(β) Τν ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ ΟΓΒ είλαη θαη δηάκεζνο θαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ˆ , 

νπόηε  ˆ ˆ90 90 30 60         , νπόηε ζα είλαη  θαη ˆ 60   . Άξα   ην 

ηξίγσλν ΟΓΔ είλαη ηζόπιεπξν, νπόηε R   . Δπεηδή ε επζεία ΟΔ είλαη 



κεζνθάζεηε ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΒ ζα είλαη R  , νπόηε ην 

ηεηξάπιεπξν ΟΒΔΓ έρεη ηηο ηέζζεξηο πιεπξέο ηνπ ίζεο , δειαδή είλαη ξόκβνο.  

Δπηπιένλ, έρνπκε 
1

30
2 2

R
R      , θαη 

2

3R
60   νπόηε 

2

3R
)(

2

 . 

Παραηήρηζη 

Ο ξόκβνο  , απνηειείηαη από δύν ηζόπιεπξα ηξίγσλα πιεπξάο R  πνπ ην θάζε 

έλα από απηά (ηα ηξίγσλα) έρεη  εκβαδό 
4

3R2

. Άξα ην εκβαδό ηνπ ξόκβνπ ζα είλαη: 

2

3R

4

3R
2)(

22

 . 

 

 

Α΄ ΛΤΚΔΙΟΤ 

Πρόβλημα 1 

Αλ ηα ζπζηήκαηα 

                            1

1 1 1

4
( )

3 4 1

2

x y

x y

 
  

 
  

  
  

   θαη  2

4

2 3 8

x y

x y

 

 

  
  

   
 

έρνπλ ηελ ίδηα ιύζε  ,x y , λα βξείηε ηελ ηηκή ησλ παξακέηξσλ   θαη  . 

 

Λύζη 

Αλ ζέζνπκε  
1 1

θαη
x y

   , ην ζύζηεκα  1 γίλεηαη: 

              

11 1 1

44 4 2

1 11 1 3 1
3 43 4

4 22 2 4 4

     

    

                        
         

                             

, 

νπόηε ην ζύζηεκα  1  έρεη ηε ιύζε:    
1 1

, , 2, 4x y
 

 
   
 

. 

Όκσο από ηελ ππόζεζε ηελ ίδηα ιύζε έρεη θαη ην ζύζηεκα  2 , νπόηε ζα έρνπκε; 

           
2 4 4 2 2 2 2 10

4 12 8 3 2 4 4

      

     

             
         

                
. 

 

Πρόβλημα 2 

Γηα ηνπο ζεηηθνύο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο , θαηx y z ηζρύεη όηη: 

   2 θαη 3z x y z x y    . 

(α) Να απνδείμεηε όηη: y x z  . 

(β) Να βξείηε ηελ ηξηάδα  , ,x y z  γηα ηελ νπνία: 
2 2 2 680x y z   . 

 



Λύζη 

(α) Δπεηδή  3 0 0z x y x y      , έπεηαη όηη x y . 

Δπίζεο από ηηο δεδνκέλεο ηζόηεηεο έρνπκε:  

             2 3 2 2 3 3 5z x y x y x y x y x y          , 

νπόηε πξνθύπηεη: 2 2 12z x y y   , νπόηε 12 5 7 0z x y y y     , νπόηε z x . 

Άξα έρνπκε:  z x y y x z     .     

(β) Από ηηο πξνεγνύκελεο ζρέζεηο, δεδνκέλνπ όηη είλαη 0,y   έρνπκε:            

   2 2 2 2 2 2 2 2680 25 144 680 170 680 4 2x y z y y y y y y             .   

Άξα είλαη:    , , 10,2,24x y z  .      

                                         

Πρόβλημα 3 

Να βξεζνύλ νη αθέξαηνη x  γηα ηνπο νπνίνπο νη αξηζκνί 8 1A x   θαη 2 3B x   

είλαη θαη νη δύν ηέιεηα ηεηξάγσλα αθεξαίσλ. 

  

Λύζη 

Έζησ 28 1A x     θαη 22 3B x    . Τόηε ιακβάλνπκε όηη: 

                                                
2 21 3

8 2
x

  
                                        (1) 

θαη   

                                                     2 24 13    .                                         (2) 

Από ηε ζρέζε 92) έρνπκε: 

  

               

2 24 13 2 2 13

2 13 2 13 2 1 2 1
ή ή ή

2 1 2 1 2 13 2 13

, 7,3 ή , 7, 3 ή , 7, 3 ή , 7,3 .

     

       

       

       

     

                
        

                

        

 

Από όια ηα παξαπάλσ δεύγε, από ηηο ζρέζεηο (1),  πξνθύπηεη όηη: 6x  . 

        

Πρόβλημα 4 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  κε 0ˆθαη 20 .     Θεσξνύκε ζεκείν Γ 

πάλσ ζηελ πιεπξά ΑΓ ηέηνην ώζηε   . Από ην ζεκείν Α θέξνπκε επζύγξακκν 

ηκήκα ΑΔ ηέηνην ώζηε ,      θαη κε ηα ζεκεία Δ θαη Γ λα βξίζθνληαη 

ζην ίδην εκηεπίπεδν σο πξνο ηελ επζεία ΑΒ. Σηε ζπλέρεηα θαηαζθεπάδνπκε ην 

παξαιιειόγξακκν ΒΑΔΕ. Να βξείηε ην κέηξν ηεο γσλίαο ˆ . 

 

Λύζη 



 
Σρήκα 4 

 

Δπεηδή είλαη ˆ 20    θαη    έρνπκε όηη:  

180 20ˆ ˆ ˆ 80
2


      

 
 . 

Άξα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΔΑΓ είλαη ίζα, αθνύ έρνπλ δύν πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο 

κία  ,       θαη ηηο πεξηερόκελεο γσλίεο ίζεο  ˆˆ 80     . 

Δπνκέλσο , έρνπκε:      ,  ˆ 20   . 

Δπεηδή ην παξαιιειόγξακκν ΒΑΔΕ έρεη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ίζεο     , 

είλαη ξόκβνο, νπόηε    , δειαδή ην ηξίγσλν ΔΓΕ είλαη ηζνζθειέο. 

Δπηπιένλ, ηζρύεη: ˆ ˆ 80   
. Δπνκέλσο ˆ ˆ ˆ 80 20 60       

, 

νπόηε ην ηξίγσλν ΔΓΕ είλαη ηζόπιεπξν. 

Τόηε είλαη: ˆ ˆ ˆ 100 60 40       , νπόηε από ην ηζνζθειέο ηξίγσλν 

        πξνθύπηεη όηη: 
180 40ˆ 70

2


  

 
 . 

        

Β΄ ΛΤΚΔΙΟΤ 

 

Πρόβλημα 1 

Γηα θάζε ζεηηθό πξαγκαηηθό αξηζκό x  λα απνδείμεηε όηη: 
2

2

9 3 1 27
6

9 3 1

x x x

x x x

 
 

 
. 

Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x  ηζρύεη ε ηζόηεηα; 

 

Λύζη 

Δπεηδή είλαη 0x   ζα είλαη θαη 29 3 1 0x x   , νπόηε αξθεί λα απνδείμνπκε όηη: 



   

   

  

 

   

2
2 2 2

2
2 2 2

2 2 2

2
2 2 2

2 2
2 2 2

9 3 1 27 6 9 3 1

9 3 1 6 9 3 1 27 0

9 3 1 9 3 1 27 0.

9 1 9 27 0

9 1 36 0 9 1 0, πνπ ηζρύεη.

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x

x x x

     

       

      

    

      

 

Ζ ηζόηεηα ηζρύεη όηαλ 2 2 1 1
9 1 0 , αθνύ 0.

9 3
x x x x        

Πρόβλημα 2 

Να ππνινγηζηνύλ νη αθέξαηνη ζπληειεζηέο , ,    ηεο εμίζσζεο 2 0x x      κε 

0  , αλ απηή έρεη ξίδεο 1 21 θαη .x x    

 

Λύζη 

Αθνύ νη αξηζκνί 1 θαη   είλαη ξίδεο ηεο εμίζσζεο, έρνπκε: 

                                                         0     ,                                               (1) 

                                                      2 2 0.                                                 (2) 

Με αθαίξεζε θαηά κέιε ησλ (1) θαη (2) ιακβάλνπκε                 

      2 1 1 0 1 0 1 ή 0.                          

Αλ ππνζέζνπκε όηη είλαη 1,   ηόηε 1 θαη 0        , αδύλαην. 

Άξα είλαη 1  , νπόηε ζα είλαη: 

                                     
1

0 1
1 1


   

 
        

 
 . 

Δπεηδή   πξέπεη:  
1

2,0
1




   


 . Δπνκέλσο, έρνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

 0  , νπόηε έρνπκε: 0 θαη 0 0,           ην νπνίν απνξξίπηεηαη 

αθνύ από ηελ ππόζεζε έρνπκε 0  . 

 2   , νπόηε έρνπκε 2 θαη 4 4 2, 4              . Δπνκέλσο 

πξνθύπηεη ε ηξηάδα ζπληειεζηώλ    , , 2, 2,4      . 

 

Πρόβλημα 3 

Να βξείηε όιεο ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ x  γηα ηηο νπνίεο αξηζκεηηθή ηηκή 

ηνπ θιάζκαηνο 
2

2

2 4

2

x x

x x

 

 
 

είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο. 

 

Λύζη 

Θέινπκε λα βξνύκε γηα πνηνπο ζεηηθνύο αθεξαίνπο  έρεη ιύζε σο πξνο x  ε εμίζσζε   

     
2

2

2

2 4
2 1 2 2 0

2

x x
x x

x x
   

 
       

 
. 

Αλ 2   πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε ε ιύζε 
8

3
x  .           



Αλ 2  , ηόηε ε εμίζσζε είλαη δεπηέξνπ βαζκνύ θαη έρεη ιύζε σο πξνο x , αλ, θαη 

κόλνλ αλ, ε δηαθξίλνπζά ηεο είλαη κε αξλεηηθή. Έρνπκε 

       
2 2 2 2 21 8 4 7 2 33 2 33 6                    , 

Παξαηεξνύκε όηη γηα 3   θαη νη δύν παξελζέζεηο είλαη αξλεηηθέο, νπόηε 0  . 

Δπνκέλσο, αθνύ ν  είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο, δηάθνξνο ηνπ 2, έπεηαη όηη: 1  . Τόηε ε 

εμίζσζε γίλεηαη 2 2 6 0 1 7x x x       . 

Άξα γηα 
8

3
x   ην θιάζκα παίξλεη ηελ αθέξαηα ηηκή 2 θαη γηα 1 7x    παίξλεη ηελ 

αθέξαηα ηηκή 1. 

 

Πρόβλημα 4 

Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν AB  (κε   ) εγγεγξακκέλν ζε θύθιν 

)R,O(C  (κε θέληξν O  θαη αθηίλα R ). Ο θύθινο )AB,B(CB  (κε θέληξν B  θαη 

αθηίλα AB ), ηέκλεη ηελ A  ζην ζεκείν   θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . 

Ο θύθινο )A,(C   (κε θέληξν   θαη αθηίλα A ), ηέκλεη ηελ A  ζην ζεκείν 

  θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν πνπ 

νξίδνπλ ηα ζεκεία   ,,,  είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

Λύζη 

Έζησ   ην δεύηεξν θνηλό ζεκείν ησλ θύθισλ C  θαη C . Θα απνδείμνπκε όηη ηα 

ζεκεία  ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Οη ρνξδέο   θαη   ηνπ θύθινπ C  είλαη ίζεο κεηαμύ ηνπο, δηόηη είλαη αθηίλεο ηνπ 

θύθινπ C , νπόηε νη εγγεγξακκέλεο (ζην θύθιν C ) γσλίεο πνπ βαίλνπλ ζηα 

αληίζηνηρα ηόμα, ζα είλαη ίζεο κεηαμύ ηνπο, δειαδή  

ˆ ˆ ˆ (1)ΒΓΑ= ΒΓΛ= Γ . 

Ζ   είλαη δηάθεληξνο ησλ θύθισλ C  θαη C , νπόηε ζα είλαη κεζνθάζεηε ηεο 

θνηλήο ρνξδήο   θαη ζα δηρνηνκεί ηε γσλία  ˆ , δειαδή 

ˆ ˆ ˆ (2)ΒΓΑ= ΒΓΤ = Γ . 

Άξα ηα ζεκεία  ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

 
Σρήκα 5 

 

Με όκνην ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη θαη ηα ζεκεία  ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 



Τν ηξίγσλν   είλαη ηζνζθειέο (   ). Άξα  ˆˆ  , νπόηε ηα 

αληίζηνηρα ηόμα   θαη   (ηνπ θύθινπ C ) είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο.  

Από ηελ ηζόηεηα ησλ ηόμσλ    θαη   , πξνθύπηεη ε 

ηζόηεηα ησλ ηόμσλ   θαη  . Άξα ην ηεηξάπιεπξν   είλαη ηζνζθειέο 

ηξαπέδην κε  // . 

Με αλάινγν ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη ην ηεηξάπιεπξν   είλαη ηζνζθειέο 

ηξαπέδην κε  // . Άξα  //  θαη θαηά ζπλέπεηα ην   είλαη 

ηξαπέδην θαη ε   είλαη θνηλή κεζνθάζεηε ησλ παξάιιεισλ πιεπξώλ ηνπ. 

Τα ηξίγσλα   θαη  είλαη ίζα. Άξα ην   είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

Γ΄ ΛΤΚΔΙΟΤ 

 

Πρόβλημα 1 

Να ιύζεηε ζηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ηελ εμίζσζε 

2 22 5 2 5 1x x x x x    . 

 

Λύζη 

Πεξηνξηζκόο:  2 5 0 5 0 0 ή 5.x x x x x x         Ζ εμίζσζε, γηα 

0 ή 5x x  ,  είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε 

   
   

2
2 2 2 2

2 2

1 2

5 2 5 1 5 1

5 1 ή 5 1

x x x x x x x x x

x x x x x x

        

         

 

      2 2

1 : 5 1 1 5 , ,0 5, , 1x x x x x x x x              

2 2 1
2 1 5 , κε 5 , 5, απνξξίπηεηαη.

3
x x x x x x x           

      2 2

2 : 5 1 1 5 , ,0 5, , 1x x x x x x x x                

                        

2 22 1 5 , κε 1 0 ή 5

1 1
, 1 0 ή 5 .

7 7

x x x x x x

x x x x

        

         
 

 

Πρόβλημα 2 

Αλ ,   αθέξαηνη θαη ν αξηζκόο 2 2     είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν αθεξαίνπ, λα 

απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο 2     ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα δύν ηέιεησλ 

ηεηξαγώλσλ αθεξαίσλ αξηζκώλ. 

 

Λύζη 

Έζησ όηη 2 22 ,x      όπνπ x . Τόηε 
2 2

.
2

x 



  Δπεηδή   , πξέπεη ν 

αξηζκεηήο 2 2x   λα είλαη άξηηνο αθέξαηνο, ην νπνίν ζπκβαίλεη κόλνλ όηαλ  νη 

αθέξαηνη θαη x  είλαη ή θαη νη δύν άξηηνη ή θαη νη δύν πεξηηηνί. 

Έηζη έρνπκε                                   

     
   

2 2 2 22 2 2 2
2 2 ,

2 2 4 2 2

x xx x x x    
  

        
         

   
 



όπνπ νη αξηζκνί θαη
2 2

x x  
 είλαη αθέξαηνη, αθνύ νη αθέξαηνη θαη x  είλαη ή 

θαη νη δύν άξηηνη ή θαη νη δύν πεξηηηνί. 

        

Πρόβλημα 3 

Βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηεο πξαγκαηηθήο παξακέηξνπ a  ε εμίζσζε 

     4 3 2 2 3 24 8 4 8 4 8 0x a x a a x a x a          

έρεη όιεο ηηο ξίδεο ηεο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο.  

 

Λύζη 

Έρνπκε 

     

     

     

  

4 3 2 2 3 2

4 3 2 2 3 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 8 4 8 4 8

4 8 4 8 4 8

4 8 4 8 4 8

4 8 1 .

x a x a a x a x a

x x a x ax ax a x x x a

x x x a ax x x a x x a

x x a x ax

       

        

        

    

 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε έρεη όιεο ηηο ξίδεο ηεο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο, αλ, θαη κόλνλ 

αλ, θαη ηα δύν ηξηώλπκα 2 1x ax   θαη 2 24 8x x a   έρνπλ πξαγκαηηθέο ξίδεο  
2 2 2 2

2

4 0 θαη 64 16 0 4 0 θαη 4 0

4 2 ή 2.

a a a a

a a a

         

     
 

 

Πρόβλημα 4 

Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν AB  (κε   ) εγγεγξακκέλν ζε θύθιν 

)R,O(C  (κε θέληξν O  θαη αθηίλα R ) θαη επζεία )(  πνπ πεξλάεη από ηελ θνξπθή 

  θαη είλαη παξάιιειε ζηε πιεπξά  . Ο θύθινο )AB,B(CB  (κε θέληξν B  θαη 

αθηίλα AB ), ηέκλεη ηελ )(  ζην ζεκείν   θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . 

Ο θύθινο )A,(C   (κε θέληξν   θαη αθηίλα A ), ηέκλεη ηελ )(  ζην ζεκείν 

  θαη ηνλ θύθιν )R,O(C  ζην ζεκείν  . Οη θύθινη )AB,B(CB , )A,(C   

ηέκλνληαη ζην ζεκείν   θαη  ε )(  ηέκλεη ηνλ )R,O(C  ζην ζεκείν  . 

(α) Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία  ,,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

(β) Να απνδείμεηε όηη νη  ,,  πεξλάλε από ην ίδην ζεκείν. 

 

Λύζη 

(α) Τν ηξίγσλν   είλαη ηζνζθειέο (    σο αθηίλεο ηνπ θύθινπ C ). Άξα 

 ˆˆ  . 

 



 
Σρήκα 6 

 

Από ηελ παξαιιειία  //)(  (κε ηέκλνπζα ηελ ΑΓ)  έρνπκε:  ˆˆˆ  . 

Από ηηο πξνεγνύκελεο ηζόηεηεο γσληώλ, πξνθύπηεη: )1(ˆˆ   . 

Από ηελ ηζόηεηα ησλ ρνξδώλ   θαη   ηνπ θύθινπ )R,O(C  (νη ρνξδέο   θαη 

  είλαη αθηίλεο ηνπ θύθινπ BC )  έρνπκε: )2(ˆˆˆ   . 

Από ηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) ζπκπεξαίλνπκε όηη:  ˆˆˆ  , δειαδή ηα ζεκεία 

 ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Ζ δηάθεληξνο   (ησλ θύθισλ BC  θαη C ) είλαη κεζνθάζεηε ηεο θνηλήο ρνξδήο 

ηνπο  . Άξα  ˆˆˆ  . Από ηελ ηζόηεηα ησλ γσληώλ  ˆ  θαη  ˆ , 

πξνθύπηεη όηη ηα ζεκεία   ,,  είλαη ζπλεπζεηαθά, νπόηε ζε ζπλδπαζκό κε ην 

πξνεγνύκελν ζπκπέξαζκα έπεηαη όηη ηα ζεκεία  ,,,  είλαη ζπλεπζεηαθά. 

(β) Με αλάινγν ηξόπν απνδεηθλύνπκε όηη θαη ηα ζεκεία  ,,,  είλαη 

ζπλεπζεηαθά, νπόηε ηα ζεκεία   θαη   είλαη κέζα ησλ πιεπξώλ   θαη  , 

αληίζηνηρα,  ηνπ ηξηγώλνπ  . 

Θα απνδείμνπκε όηη ην ζεκείν   είλαη ην κέζν ηεο πιεπξάο   (νπόηε νη 

 ,,  ζα ζπληξέρνπλ ζην βαξύθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ  ). 

Πξάγκαηη, ην ηεηξάπιεπξν   είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην εγγεγξακκέλν ζηνλ 

θύθιν )R,O(C , νπόηε ηζρύνπλ νη παξαθάησ ηζόηεηεο γσληώλ: 

 ˆˆ   (από ην ηζνζθειέο ηξαπέδην ) 

 ˆˆ   (από ην ηζνζθειέο ηξίγσλν  ). 

Άξα ε   είλαη παξάιιειε πξνο ηελ  , δειαδή ην   είλαη ην κέζν ηεο  . 

 

Παραηήρηζη 

Γελ είλαη απαξαίηεην (γηα ηελ απόδεημε ηνπ δεπηέξνπ εξσηήκαηνο) λα απνδείμνπκε 

όηη ην ζεκείν   αλήθεη ζηελ ίδηα επζεία κε ηα ζεκεία  ,, . 

Χξεηάδεηαη όκσο γηα λα απνδείμνπκε όηη θαη  ,,  ζπληξέρνπλ θαη λα 

ζπκπεξάλνπκε όηη ηα ζεκεία ν θύθινο )R,O(C  είλαη ν θύθινο Euler ηνπ ηξηγώλνπ 

 . 

 




