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ΟΔΗΓΙΕΣ ΠΡΟΣ ΤΟΥΣ ΠΡΟΕΔΡΟΥΣ ΤΩΝ ΤΟΠΙΚΩΝ ΝΟΜΑΡΧΙΑΚΩΝ 
ΕΠΙΤΡΟΠΩΝ, ΠΡΟΕΔΡΟΥΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΩΝ ΚΕΝΤΡΩΝ ΚΑΙ ΕΠΙΤΗΡΗΤΕΣ 

 
1.  Παρακαλούμε να   διαβάσετε προσεκτικά τις οδηγίες στους μαθητές. 
2.  Οι επιτηρητές των αιθουσών θα διανείμουν πρώτα κόλλες αναφοράς, στις οποίες οι μαθητές θα 

πρέπει απαραίτητα να γράψουν ΕΠΩΝΥΜΟ, ΟΝΟΜΑ, ΣΧΟΛΕΙΟ, ΤΑΞΗ, ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ 
ΚΑΤΟΙΚΙΑΣ και ΤΗΛΕΦΩΝΟ, τα οποία θα ελεγχθούν σε αντιπαραβολή με την ταυτότητα 
που θα έχουν οι εξεταζόμενοι,  πριν καλυφθούν και μετά θα γίνει η υπαγόρευση ή διανομή 
φωτοτυπιών των θεμάτων στους μαθητές. 

3.  Να φωτοτυπηθεί και να μοιραστεί σε όλους τους μαθητές η επιστολή που σας 
αποστέλλουμε μαζί με τα θέματα. 

4.  Η εξέταση πρέπει να διαρκέσει ακριβώς τρεις (3) ώρες  από τη στιγμή που θα  γίνει η 
εκφώνηση των θεμάτων (9-12 περίπου). Δε θα επιτρέπεται σε κανένα μαθητή ν' αποχωρήσει 
πριν παρέλθει μία ώρα από την έναρξη της εξέτασης.  

5.   Οι επιτηρητές των αιθουσών έχουν το δικαίωμα ν' ακυρώσουν τη συμμετοχή μαθητών, αν 
αποδειχθεί ότι αυτοί έχουν χρησιμοποιήσει αθέμιτα μέσα, σημειώνοντας τούτο στις κόλλες των 
μαθητών. Η επιτροπή Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε. έχει δικαίωμα να επανεξετάσει μαθητή αν έχει 
λόγους να υποπτεύεται ότι το γραπτό του είναι αποτέλεσμα χρήσης αθέμιτου μέσου. 

6.  Υπολογιστές οποιουδήποτε τύπου καθώς και η χρήση κινητών απαγορεύονται. 
7.  Αμέσως μετά το πέρας της εξέτασης, οι κόλλες  των μαθητών πρέπει να σφραγιστούν εντός 

φακέλου ή φακέλων, που θα έχουν την υπογραφή του υπεύθυνου του εξεταστικού κέντρου και 
ν' αποσταλούν στην Επιτροπή Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε., Πανεπιστημίου 34, 106 79 
Αθήνα, αφού πρώτα στα παραρτήματα , εφόσον είναι εφικτό, γίνει μία πρώτη βαθμολόγηση, 
σύμφωνα με το σχέδιο βαθμολόγησης της επιτροπής διαγωνισμών. 

8.  Τα αποτελέσματα του διαγωνισμού θα σταλούν στους Προέδρους των Τοπικών Νομαρχιακών 
Επιτροπών (ΤΝΕ) και τα Παραρτήματα της Ε.Μ.Ε. και δεν προβλέπεται Αναβαθμολόγηση 
(διότι γίνεται εσωτερικά). 

9.  Η Εθνική Ολυμπιάδα Μαθηματικών «ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ» θα γίνει στις 23 Φεβρουαρίου 2008 στην 
Αθήνα. Από τους διαγωνισμούς αυτό και επί πλέον από ένα τελικό διαγωνισμό στην Ε.Μ.Ε. και 
μια προφορική εξέταση με προκαθορισμένη διαδικασία  θα επιλεγεί οι εθνικές ομάδες, που θα 
συμμετάσχουν στην 25η Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα (ΠΓΔΜ, Μάιος 2008), στην 
12η Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα Νέων (Αλβανία, Ιούνιος 2008) και στην 49η 
Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα (Ισπανία, Ιούλιος 2008). 

10. Με την ευκαιρία αυτή, το Δ.Σ. της Ε.Μ.Ε. ευχαριστεί όλους τους συναδέλφους που 
συμβάλλουν αφιλοκερδώς στην επιτυχία των Πανελληνίων Μαθητικών Διαγωνισμών 
της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας.  

 
11. Παρακαλούμε τον Πρόεδρο της ΤΝΕ μαζί με τα γραπτά να μας στείλει το 

ονοματεπώνυμο και την ταχ. Δ/νση όλων των επιτηρητών για να τους σταλεί 
ονομαστική ευχαριστήρια επιστολή από το Δ.Σ. της ΕΜΕ. 

 

ΓΙΑ ΤΟ Δ.Σ.   ΤΗΣ  Ε.Μ.Ε. 
Ο Πρόεδρος 

Καθηγητής Νικόλαος Αλεξανδρής 
Ο Γενικός Γραμματέας 

Ιωάννης Τυρλής 
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 Αθήνα, 19 Ιανουαρίου 2008 
 
 
 
Αγαπητοί μαθητές, 
 
 Σας καλωσορίζουμε στο διαγωνισμό της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας (ΕΜΕ) 

“ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ”. Σήμερα δεν δίνετε τις συνηθισμένες εξετάσεις. Συμμετέχετε σε έναν αγώνα 

του πνεύματος. Και μόνο η απόφασή σας για συμμετοχή είναι μια επιτυχία. Με την ευκαιρία 

αυτής μας της επικοινωνίας θα θέλαμε να σας πληροφορήσουμε για τα εξής : 

 Στα περιοδικά της ΕΜΕ Ευκλείδης Α΄ και Ευκλείδης Β΄ δημοσιεύονται εκτός των 

άλλων θεμάτων ανά τάξη και θέματα  με τις λύσεις τους από Διεθνείς Μαθηματικούς 

Διαγωνισμούς. 

Επίσης έχουν εκδοθεί βιβλία της ΕΜΕ με τα θέματα των Διεθνών Μαθηματικών 
Ολυμπιάδων, Βαλκανιάδων, Θεωρίας αριθμών και τα βιβλία με τα Θέματα των Ελληνικών 
Διαγωνισμών 1997-2007. 

 
Για το νέο έτος το Δ.Σ. της ΕΜΕ σας εύχεται ολόψυχα καλή χρονιά, προσωπική και 

οικογενειακή ευτυχία. 
 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
 
ΓΙΑ ΤΟ Δ.Σ. 
ΤΗΣ  Ε.Μ.Ε. 

 
 

Ο Πρόεδρος 
Καθηγητής Νικόλαος Αλεξανδρής 

Ο Γενικός Γραμματέας 
Ιωάννης  Τυρλής 
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B΄ τάξη Γυμνασίου 
       
Πρόβλημα 1. 

      Αν ισχύει ότι 8 10 1x y+ = , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

( )2008 4 4 5 48 60 .x y x yΑ = − + − −  
        
Πρόβλημα 2. 
       Σε μία ατελή διαίρεση ενός τριψήφιου φυσικού αριθμού a  με τον αριθμό 5, το πηλίκο είναι 
μεγαλύτερο κατά 5 του εξαπλάσιου  του υπολοίπου. Ποιες είναι οι δυνατές τιμές του a ; 
  
        
Πρόβλημα 3 
       Στο διπλανό σχήμα δίνεται το τρίγωνο ABC  και  
ευθεία ε  που περνάει από το C  παράλληλη προς την 
πλευρά AB . Επιπλέον,  δίνεται ότι  

.CD CE AB= =  
 Στην προέκταση της AB  προς το B  παίρνουμε 
ευθύγραμμο τμήμα BF AB= . 
α)  Να βρεθούν τα τρίγωνα που υπάρχουν στο σχήμα   
     και έχουν ίσο εμβαδόν. 
     (Να δικαιολογήσετε  πλήρως την απάντησή σας). 
β) Τι μέρος του εμβαδού του σχήματος AFED  είναι    
    το εμβαδόν του τριγώνου ABC ; 
 
 
Πρόβλημα 4 
(α)  Να αποδείξετε ότι κάθε εξαψήφιος θετικός ακέραιος της μορφής abababΑ = , όπου ,a b    
      ψηφία, διαιρείται με το 3. 
(β) Να προσδιορίσετε τους εξαψήφιους θετικούς ακέραιους της μορφής abababΑ = , όπου ,a b    
     ψηφία, οι οποίοι διαιρούνται με το 5 και το 9. 
 
 
   

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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Γ΄ τάξη Γυμνασίου 
        
        Πρόβλημα 1  
        Αν ισχύει ότι 12 26 1b a+ = , να βρείτε την τιμή της παράστασης 

( ) ( )2 15 24 52 72 156 .
12

b a b a− −Α = − + − +  

       Πρόβλημα 2  
       Τρία σχολεία νοίκιασαν ένα αθλητικό κέντρο για τις ανάγκες του μαθήματος της 
Γυμναστικής και θα πληρώνουν 3000 ευρώ μηνιαίως. Τα χρήματα που θα πληρώνει κάθε 
σχολείο είναι  ανάλογα προς τον αριθμό των ημερών που θα  χρησιμοποιεί το αθλητικό κέντρο. 
Το πρώτο σχολείο θα χρησιμοποιεί το αθλητικό κέντρο 12 μέρες το μήνα, το δεύτερο σχολείο 

θα χρησιμοποιεί το αθλητικό κέντρο 10 μέρες το μήνα και το τρίτο σχολείο κατά το 1
2

 των 

ημερών του πρώτου σχολείου συν 2 μέρες ακόμα. 
       Πόσο θα κοστίσουν σε κάθε σχολείο οι τρεις πρώτοι μήνες; 
  
      Πρόβλημα 3  
      Στο διπλανό σχήμα το ευθύγραμμο τμήμα BC  είναι 
διάμετρος του κύκλου και επιπλέον 2 7AB =  και 6AC = . 
α) Να βρεθεί το μήκος της διαμέτρου του κύκλου. 
β) Να βρεθεί το μήκος της διαμέσου και του ύψους του τριγώνου   
   ABC  που αντιστοιχούν στην πλευρά BC . 
γ) Αν E  είναι το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου και  xE  είναι το   
    εμβαδόν του μέρους της επιφάνειας του κυκλικού δίσκου που  
    βρίσκεται εξωτερικά του τριγώνου ABC , να αποδείξετε ότι  

2
3

xE
E

> . 

 
   Πρόβλημα 4 
      Έστω ο τριψήφιος θετικός ακέραιος αριθμός abcΑ = , όπου , ,a b c  ψηφία με 0.a >  Αν 
εναλλάξουμε το πρώτο με το τρίτο ψηφίο του, τότε προκύπτει ο ακέραιος Β που είναι 
μικρότερος από τον Α κατά 396. Επιπλέον, αν από τον Α αφαιρέσουμε 41 ο αριθμός που 
προκύπτει ισούται με  50 φορές το άθροισμα των ψηφίων  του Α.  Να  προσδιορίσετε  τον  
αριθμό Α. 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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Α΄ τάξη Λυκείου 
       Πρόβλημα 1  
      (α) Να απλοποιήσετε την παράσταση 

( ) ( )3 3 2 3K 6x y x y x y y= + − − − −  
      (β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός  

3 3 2200004 199996 24 200000 64Α = − − ⋅ −  
     είναι κύβος ακεραίου. 
 
      Πρόβλημα 2 
      Αν για τους πραγματικούς αριθμούς ,a b  ισχύει ότι 

2 2 2 2 4a b a b ab+ − = + − , 
      να βρεθούν οι λύσεις της εξίσωσης 

( ) ( )3 3 32 0x a x b x− − − − = . 
.     

      Πρόβλημα 3  
      Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με πλευρές 2αΑΒ =  και αΑΔ = . Να αποδείξετε ότι το μέσον Μ 
της πλευράς ΑΒ έχει την ιδιότητα:    
       το άθροισμα ΔΜ +ΜΓ  είναι το ελάχιστο δυνατό για τις διάφορες θέσεις του σημείου Μ   
       πάνω στην ευθεία ΑΒ. 
 
      Πρόβλημα 4 
      Αν οι αριθμοί , ,x y z  είναι τέτοιοι ώστε 0, 1 0, 2 0 και 3x y z x y z> + > + > + + = , 
να αποδείξετε ότι 

( ) ( )( ) ( )1 1 2 2
3

1 3 2
x y y z x z
x y y z x z

+ + + +
+ + ≤

+ + + + + + . 

Για ποιες τιμές των , ,x y z  ισχύει η ισότητα; 
      

 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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Β΄ τάξη Λυκείου 
      Πρόβλημα 1  
      Να λύσετε την εξίσωση: 

2 2 3 3 2x x+ = − . 
 
      Πρόβλημα 2 
     Σε ένα “τουρνουά” ποδοσφαίρου συμμετέχουν n  ομάδες οι οποίες θα παίξουν όλες μεταξύ 
τους μία μόνο φορά. Για τη νίκη μιας ομάδας δίνονται 3  βαθμοί, για την ισοπαλία 2  βαθμοί και 
για την ήττα 1 βαθμό. Αν στο τέλος του “τουρνουά” ο συνολικός αριθμός των βαθμών που 
συγκέντρωσαν όλες οι ομάδες είναι 364 , να βρεθεί ο αριθμός n  των ομάδων που συμμετείχαν.  
  
      Πρόβλημα 3  
     Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , ,x y z  ισχύει  

2 2 2 2 4 6 13 0x y z x y z+ + + + + + = , 
τότε να προσδιορίσετε το μέγιστο θετικό αριθμό  m  που είναι τέτοιος  ώστε: 

0x y z m+ + + ≤ . 
 
      Πρόβλημα  4. 

      Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ˆ ˆ 90 , και 2 .α αΑ = Β = ΑΔ = ΑΒ = ΒΓ =   

(i) Να αποδείξετε ότι: ΔΑ + ΑΓ < ΔΒ+ΒΓ . 
(ii) Να βρείτε σημείο Μ πάνω στην ευθεία ΑΒ για το οποίο το άθροισμα ΔΜ +ΜΓ  

είναι το ελάχιστο δυνατό. 
(iii) Για το σημείο Μ που θα βρείτε, να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΔΜΓ. 

 
 
     

  
 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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ΕΠΙΤΡΟΠΗ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
68ος ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
“Ο ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ” 

ΣΑΒΒΑΤΟ, 19 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2008 
 

Γ΄ τάξη Λυκείου 
      

      Πρόβλημα 1  
      Αν ο z είναι μιγαδικός με Re( ) 0 , Im( ) 0z z≠ ≠ και 

4 2

4 2

6 5 6
3 3
z z
z z
+ +

∈
+ + , 

να αποδείξετε ότι: | | 1z = . 
 
       Πρόβλημα 2 
       Να λύσετε το σύστημα 

3 3

3 2 3 2

3 1x xy y
x x y y

⎧ ⎫+ + =
⎨ ⎬

− = −⎩ ⎭
             (Σ) 

 
      Πρόβλημα 3  

      Δίνεται η ακολουθία να  με ν ∗∈ , για την οποία ισχύει: 

1 - 2 1ν να α ν+ = + ,  για κάθε ν ∗∈  . 
       Να αποδείξετε ότι το γινόμενο δύο οποιωνδήποτε διαδοχικών όρων της ακολουθίας είναι 
επίσης όρος της ακολουθίας. 
 
 
      Πρόβλημα 4 
     . Έστω Σ  εσωτερικό σημείο οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΓ . Οι ευθείες ΑΣ , ΒΣ  και ΓΣ  
τέμνουν τις πλευρές ΒΓ , ΑΓ  και ΑΒ  στα σημεία Α′ , Β′  και Γ′  αντίστοιχα, ώστε 
ΣΑ ΑΣ′ ≤ , ΣΒ ΒΣ′ ≤  και ΣΓ ΓΣ′ ≤ . 
         Αν θέσουμε (ΣΑΒ)x = ,  (ΣΒΓ)y =  και (ΣΑΓ)z = ,να αποδείξετε ότι: 

4 4 4 2 2 2 2 2 22 2 2x y z x y x z y z+ + ≤ + + . 
  ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 
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ΔΥΚΛΔΙΓΗΣ 2008 

ΛΥΣΔΙΣ ΘΔΜΑΤΩΝ 
 

Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  

Αλ ηζρύεη όηη 8 10 1x y  , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 

 2008 4 4 5 48 60 .x y x y      

 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

 

   

   

2008 4 4 5 48 60

2008 2 2 4 5 6 8 10

2008 2 8 10 6 8 10 2008 2 1 6 1 2000.

     

       

            

x y x y

x y x y

x y x y

 

(2
ος

 τρόπος) 

 

 

2008 4 4 5 48 60

2008 16 20 48 60

2008 64 80 2008 8 8 10 2008 8 1 2000.

     

    

         

x y x y

x y x y

x y x y

 

 

Πρόβλημα 2  

Σε κία αηειή δηαίξεζε ελόο ηξηςήθηνπ θπζηθνύ αξηζκνύ a  κε ηνλ αξηζκό 5, ην 

πειίθν είλαη κεγαιύηεξν θαηά 5 ηνπ εμαπιάζηνπ ηνπ ππνινίπνπ. Πνηεο είλαη νη 

δπλαηέο ηηκέο ηνπ αξηζκνύ a ; 

 

Λύση 

Αλ   είλαη ην πειίθν θαη   είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο, ηόηε ζύκθσλα κε ηελ 

ππόζεζε ηνπ πξνβιήκαηνο έρνπκε 6 5    θαη 

     5 6 5 , 1,2,3,4 31 25, 1,2,3,4 .       a a      

Η ηηκή 0   απνθιείεηαη γηαηί ε δηαίξεζε είλαη αηειήο. 

 Γηα 1  , ιακβάλνπκε 31 1 25 56a     . 

 Γηα 2  , ιακβάλνπκε 31 2 25 87a     . 

 Γηα 3  , ιακβάλνπκε 31 3 25 118a      

 Γηα 4  , ιακβάλνπκε 31 4 25 149a     . 

Άξα νη δπλαηέο ηηκέο ηνπ ηξηςήθηνπ αξηζκνύ a  είλαη : a 118  ή a 149. 

 

Πρόβλημα 3  

Γίλεηαη ην ηξίγσλν ABC  θαη ε επζεία   πνπ 

πεξλάεη από ην C  θαη είλαη παξάιιειε πξνο 

ηελ πιεπξά AB . Δπηπιένλ  δίλεηαη όηη  

                       .CD CE AB   

 Σηελ πξνέθηαζε ηεο AB  πξνο ην B  παίξλνπκε 

επζύγξακκν ηκήκα BF AB . 

α) Να βξεζνύλ ηα ηξίγσλα πνπ ππάξρνπλ ζην 

ζρήκα θαη έρνπλ ίζν εκβαδόλ. 

 Να δηθαηνινγήζεηε  πιήξσο ηελ απάληεζή ζαο. 

Α 

B 

F 

C 

D 

E 
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β) Τη κέξνο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ζρήκαηνο AFED  είλαη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ  

ABC ; 

 

Λύση 

α) Τα ηεηξάπιεπξα ABCD  θαη BFEC  έρνπλ ηηο απέλαληη πιεπξέο ηνπο παξάιιειεο, 

νπόηε είλαη παξαιιειόγξακκα. Άξα ζα έρνπλ ηηο απέλαληη πιεπξέο ηνπο ίζεο, δειαδή 

είλαη AD BC FE  . Έηζη ηα ηξίγσλα , , θαηABC BFE BEC ACD έρνπλ ίζεο βάζεηο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα ηξίγσλα ABC  θαη ACD  έρνπλ πξνο ηηο ίζεο βάζεηο ηνπο ύςε ίζα πξνο ην ύςνο 

ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ABCD  σο πξνο ηε βάζε .BC  Οκνίσο ηα ύςε ησλ ηξηγώλσλ 

,BFE BEC  πξνο ηηο ίζεο βάζεηο ηνπο είλαη ίζα. Δπηπιένλ, αλ AK BC  θαη 

FE  , ηόηε ηα ηξίγσλα ABK  θαη BF  είλαη ίζα, αθνύ είλαη νξζνγώληα πνπ 

έρνπλ ίζεο ππνηείλνπζεο θαη ˆ ˆABK BF  (εληόο ελαιιάμ ζηηο παξάιιειεο   ,BC EF  

κε ηέκλνπζα ηε BF ). Άξα ζα έρνπλ θαη ΑΚ= BΛ  Δπνκέλσο ηα ηξίγσλα 

, , θαηABC BFE BEC ACD  έρνπλ ίζα ύςε πξνο ηηο ίζεο βάζεηο ηνπο, νπόηε ζα έρνπλ 

θαη ίζα εκβαδά. 

(β) Δπεηδή  4AFED ABC ACD BFE BEC ABC         έπεηαη όηη 

1

4 4

ABC ABC

AFED ABC

 
 

 
. 

 

Πρόβλημα 4 

(α) Να απνδείμεηε όηη θάζε εμαςήθηνο ζεηηθόο αθέξαηνο ηεο κνξθήο ababab , 

όπνπ ,a b  ςεθία, δηαηξείηαη κε ην 3. 

(β) Να πξνζδηνξίζεηε ηνπο εμαςήθηνπο ζεηηθνύο αθέξαηνπο ηεο κνξθήο ababab , 

όπνπ ,a b  ςεθία, νη νπνίνη δηαηξνύληαη κε ην 5 θαη ην 9. 

 

Λύση 

(α) Τν άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ ηνπ αξηζκνύ Α είλαη ν αξηζκόο 

   3 3 3a b a b a b a b a b               , 

πνπ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 3, νπόηε ν αξηζκόο Α δηαηξείηαη κε ην 3. 

 

(β) Γηα λα δηαηξείηαη ν αξηζκόο Α κε ην 5, πξέπεη θαη αξθεί ην ηειεπηαίν ςεθίν ηνπ b  

λα είλαη 0 ή 5. Έηζη δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

Α 

B 

F 

C 

D 

E 

K  

Λ 
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 Αλ 0,b   ηόηε    3 0 3a a       . Δπνκέλσο ν αξηζκόο Α δηαηξείηαη κε 

ην 9, όηαλ ν 3 a  είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 9. Δπεηδή ν a  είλαη ςεθίν 

κεγαιύηεξν ηνπ 0, απηό ζπκβαίλεη όηαλ  3,6,9a , νπόηε πξνθύπηνπλ νη 

αξηζκνί 303030  ή Α=606060 ή 909090. 

 Αλ 5b  , ηόηε ην άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ ηνπ Α είλαη    3 5a      θαη 

είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 9, όηαλ  5 3,6,9,12a  , νπόηε αθνύ 1 9a   

έπεηαη όηη  1,4,7a . Έηζη πξνθύπηνπλ νη αξηζκνί  Α=151515 ή Α=454545 ή 

Α=757575. 

 

Γ΄  ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1.  

Αλ ηζρύεη όηη 12 26 1b a  , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 

   
2 15

24 52 72 156 .
12

b a b a
 

       

Λύση 

   

   

   

2 1

2 1

2
2 1

5
24 52 72 156

12

5
2 12 26 6 12 26

12

5 5 1 1 5 1 1
2 1 6 1 0.

12 12 2 6 12 4 6

b a b a

b a b a

 

 

 

     

           

 
            

 

 

 

Πρόβλημα 2.  

Τξία ζρνιεία λνίθηαζαλ έλα αζιεηηθό θέληξν γηα ηηο αλάγθεο ηνπ καζήκαηνο ηεο 

Γπκλαζηηθήο θαη ζα πιεξώλνπλ 3000 επξώ κεληαίσο. Τα ρξήκαηα πνπ ζα πιεξώλεη 

θάζε ζρνιείν είλαη αλάινγα πξνο ηνλ αξηζκό ησλ εκεξώλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεί  ην 

αζιεηηθό θέληξν.  Τν πξώην ζρνιείν ζα ρξεζηκνπνηεί ην αζιεηηθό θέληξν 12 κέξεο ην 

κήλα, ην δεύηεξν ζρνιείν ζα ρξεζηκνπνηεί ην αζιεηηθό θέληξν 10 κέξεο ην κήλα θαη 

ην ηξίην ζρνιείν θαηά ην 
1

2
 ησλ εκεξώλ ηνπ πξώηνπ ζρνιείνπ ζπλ 2 κέξεο αθόκα. 

Πόζν ζα θνζηίζνπλ ζε θάζε ζρνιείν νη ηξεηο πξώηνη κήλεο; 

 

Λύση 

Τν ηξίην ζρνιείν ζα ρξεζηκνπνηεί ην αζιεηηθό θέληξν γηα 
1

12 2 8
2
    εκέξεο. 

Αλ , θαηx y z  είλαη ην κεληαίν θόζηνο γηα ην πξώην, δεύηεξν θαη ηξίην ζρνιείν, 

αληίζηνηρα, ηόηε  

12 10 8

x y z
   , 

νπόηε ιακβάλνπκε 12 , 10 , 8x y z      θαη έρνπκε 

3000 12 10 8 3000 100x y z             . 

Άξα έρνπκε: 
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100 12 100 1200
12

x
x      επξώ ην κήλα , ζα πιεξώλεη ην πξώην ζρνιείν, νπόηε 

γηα ηνπο ηξεηο κήλεο ζα πιεξώζεη 3600 επξώ. 

100 12 100 1000
10

y
y      επξώ ην κήλα , ζα πιεξώλεη ην δεύηεξν ζρνιείν, 

νπόηε γηα ηνπο ηξεηο κήλεο ζα πιεξώζεη 3000 επξώ. 

100 8 100 800
8

z
z      επξώ ην κήλα, ζα πιεξώλεη ην ηξίην ζρνιείν, νπόηε γηα 

ηνπο ηξεηο κήλεο ζα πιεξώζεη 2400 επξώ. 

 

Πρόβλημα 3  

Σην δηπιαλό ζρήκα ην επζύγξακκν ηκήκα 

BC  είλαη δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ θαη είλαη 

αθόκα 2 7AB   θαη 6AC  . 

α) Να βξεζεί ην κήθνο ηεο δηακέηξνπ ηνπ 

θύθινπ. 

β) Να βξεζεί ην κήθνο ηεο δηακέζνπ θαη ηνπ 

ύςνπο ηνπ ηξηγώλνπ ABC  πνπ αληηζηνηρνύλ 

ζηελ πιεπξά BC . 

γ) Αλ E  είλαη ην εκβαδόλ ηνπ θπθιηθνύ 

δίζθνπ θαη  xE  είλαη ην εκβαδόλ ηνπ κέξνπο 

ηεο επηθάλεηαο ηνπ θπθιηθνύ δίζθνπ πνπ 

βξίζθεηαη εμσηεξηθά ηνπ ηξηγώλνπ ABC , λα 

απνδείμεηε όηη  

2

3

xE

E
 . 

 

Λύση 

α) Δπεηδή είλαη ˆ 90A   , από ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα έρνπκε: 

 
2

2 2 2 26 2 7 36 4 7 64BC AB AC        . 

Άξα είλαη 8BC  . 

β) Η δηάκεζνο AO  ηζνύηαη κε ηελ αθηίλα ηνπ θύθινπ, νπόηε είλαη 
8

4
2

AO   . 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ ύςνπο AD  ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο ηύπνπο γηα ην εκβαδόλ ηνπ 

νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ ABC  θαη έρνπκε: 

        
12 7 3 7

8 6 2 7 .
2 2 8 2

AB AC BC AD
ABC AD AD

 
          

γ) Έρνπκε  2 24 16 .E R       

Η επηθάλεηα ηνπ θπθιηθνύ δίζθνπ πνπ βξίζθεηαη εμσηεξηθά ηνπ ηξηγώλνπ ABC  έρεη 

 εκβαδόλ  
6 2 7

16 16 6 7
2

xE E ABC  


      , νπόηε   

           
2 2

2 16 6 7 2
48 18 7 32 16 18 7

3 16 3

567
8 9 7 64 81 7 ,

64

xE

E


  



  


       

      

. 

A  

B  

C  

O  

D
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πνπ ηζρύεη, γηαηί είλαη 2 2 23,14 3 9    , ελώ 
567

9.
64

  

 

Πρόβλημα 4  

        Έζησ ν ηξηςήθηνο ζεηηθόο αθέξαηνο αξηζκόο abc , όπνπ , ,a b c  ςεθία κε 

0.a   Αλ ελαιιάμνπκε ην πξώην κε ην ηξίην ςεθίν ηνπ, ηόηε πξνθύπηεη ν αθέξαηνο 

Β πνπ είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ Α θαηά 396. Δπηπιένλ, αλ από ηνλ Α αθαηξέζνπκε  

41 πξνθύπηεη αξηζκόο πνπ ηζνύηαη κε 50 θνξέο ην άζξνηζκα ησλ ςεθίσλ ηνπ Α. Να 

βξείηε ηνλ αξηζκό Α. 

 

       Λύση 

       Δίλαη 100 10abc a b c    , νπόηε κεηά ηελ ελαιιαγή πξώηνπ θαη ηξίηνπ 

ςεθίνπ πξνθύπηεη ν αξηζκόο 100 10cba c b a    , νπόηε από ηα δεδνκέλα ηνπ 

πξνβιήκαηνο έρνπκε: 

                                   396 99 396 4a c a c             

                                                                4.c a                                                  (1)       

       Δπηπιένλ δίλεηαη όηη 

                            
 41 50 100 10 41 50 50 50

50 40 49 41,

a b c a b c a b c

a b c

          

   
 

νπόηε, ιόγσ ηεο (1), ιακβάλνπκε 

                                50 40 49 4 41 40 155.a b a a b                                   (2) 

        Δπεηδή ν αθέξαηνο a  είλαη ςεθίν κεγαιύηεξν ηνπ κεδελόο, έπεηαη όηη  

156 164
1 9 1 40 155 9 156 40 164 ,

40 40
a b b b             

νπόηε ιακβάλνπκε 4b  . Έηζη από ηηο (1) θαη (2) πξνθύπηεη 5a   θαη 1.c    

        Άξα  ν δεηνύκελνο αξηζκόο είλαη ν Α=541. 

 

 

Α΄ ΛΥΚΔΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  

(α) Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 

   
3 3 2 3K 6x y x y x y y      . 

(β) Να απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο  
3 3 2200004 199996 24 200000 64      

     είλαη θύβνο αθεξαίνπ. 

      

      Λύση 

(α)  Έρνπκε 

   

 

3 3 2 3

3 2 2 3 3 2 2 3 2 3

3 2 2 3 3 2 2 3 2 3

3

6

3 3 3 3 6

3 3 3 3 6

.

x y x y x y y

x x y xy y x x y xy y x y y

x x y xy y x x y xy y x y y

y

      

         

         



 

 (β) Έρνπκε  
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3 3 2

3 3 2 3

200004 199996 24 200000 64

200000 4 200000 4 6 200000 4 4 ,

     

       
 

νπόηε, αλ ζέζνπκε 200000x   θαη 4y   ζηελ πξνεγνύκελε παξάζηαζε, απηή   

γίλεηαη 3 34y   . 

 

Πρόβλημα 2  

Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ,a b  ηζρύεη όηη 
2 2 2 2 4a b a b ab     , 

λα βξεζνύλ νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο 

                                                 
3 3 32 0x a x b x     . 

 

      Λύση 

      Έρνπκε 

     

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4 2 2 2 0

1
2 2 0

2

2 2 0 2.

           

       
 

         

a b a b ab a b ab a b

a b b a

a b b a a b

 

 

      Τόηε ε εμίζσζε γίλεηαη 

       

     

   

3 3 3 33 3

3 3 3

2 0 2 2 2 0

2 2 2 0

3 2 2 2 0,

x a x b x x x x

x x x

x x x

          

      

    

 

αθνύ ηζρύεη όηη      2 2 2 0,x x x       όπσο πξνθύπηεη άκεζα από ηελ 

ηαπηόηεηα ησλ θύβσλ. Η ηειεπηαία παξαγνληνπνίεζε κπνξεί επίζεο λα πξνθύςεη 

εύθνια , κεηά από πξάμεηο. 

      Άξα ε εμίζσζε είλαη ηζνδύλακε κε ηελ 

   2 2 2 0 2 2 0 ή 2 0 ή 0 1 ή 2 ή 0.              x x x x x x x x x  

 

Πρόβλημα 3  

Γίλεηαη νξζνγώλην ΑΒΓΓ κε πιεπξέο 2  θαη   . Να απνδείμεηε όηη ην 

κέζνλ Μ ηεο πιεπξάο ΑΒ έρεη ηελ ηδηόηεηα : 

ην άζξνηζκα   είλαη ην ειάρηζην δπλαηό γηα ηηο δηάθνξεο ζέζεηο ηνπ ζεκείνπ 

Μ πάλσ ζηελ επζεία ΑΒ. 

Λύση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

Μ   
Β Α 

Γ Γ 

Δ 
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Τν ηξίγσλν ΜΒΓ είλαη νξζνγώλην ηζνζθειέο (ΜΒ = BΓ =  ), νπόηε ˆ 45   . 

Δπεηδή είλαη   

                         ˆ ˆ ˆ90 180 225 180         , 

ε πξνέθηαζε ηεο ΓΜ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΑ πξνο ην Α, έζησ  ζην ζεκείν Δ. 

Τα ηξίγσλα ΜΒΓ θαη ΜΑΔ  είλαη ίζα , γηαηί είλαη νξζνγώληα θαη έρνπλ   

θαη ˆ ˆ  (σο θαηά θνξπθή). Άξα ζα έρνπλ θαη  

                                                        . 

Τόηε όκσο θαη ηα ηξίγσλα ΑΜΓ θαη ΑΜΔ είλαη ίζα, γηαηί είλαη νξζνγώληα ζην Α θαη 

έρνπλ ηελ πιεπξά ΑΜ θνηλή θαη ΑΔ = ΑΓ. Άξα ζα έρνπλ θαη  ΓΜ = ΔΜ, νπόηε  

                                           .                                   (1) 

Έζησ ηώξα ηπρόλ ζεκείν   ηεο επζείαο ΑΒ δηαθνξεηηθό από ην ζεκείν  Μ. Τόηε 

πξνθαλώο ηα νξζνγώληα ηξίγσλα θαη     είλαη ίζα , νπόηε ζα έρνπλ 

    θαη 

                                                      .                                     (2) 

Δπεηδή ε γξακκή    είλαη ηεζιαζκέλε, ελώ ε γξακκή ΔΜΓ είλαη επζεία πνπ έρεη 

ηα ίδηα άθξα κε ηελ ηεζιαζκέλε   , από ηηο (1) θαη (2) έπεηαη όηη 

                                       .                

 

Πρόβλημα 4  

Αλ νη αξηζκνί , ,x y z  είλαη ηέηνηνη ώζηε 0, 1 0, 2 0 θαη 3x y z x y z        , λα 

απνδείμεηε όηη 

      1 1 2 2
3

1 3 2

x y y z x z

x y y z x z

   
  

     
. 

Γηα πνηεο ηηκέο ησλ , ,x y z  ηζρύεη ε ηζόηεηα; 

 

Λύση 

Δπεηδή ηα θιάζκαηα ηνπ πξώηνπ κέινπο ηεο δεηνύκελεο αληζόηεηαο παξνπζηάδνπλ 

ζηνλ αξηζκεηή ην άζξνηζκα δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ θαη ζηνλ παξαλνκαζηή ην γηλόκελό 

ηνπο, ζεσξνύκε ηε γλσζηή αληζόηεηα  

                                         
2

4 ,a b ab  , γηα θάζε ,a b ,                                (1) 

ε νπνία αιεζεύεη, αθνύ είλαη ηζνδύλακε κε ηελ πξνθαλή αληζόηεηα  
2

0a b  . Η 

ηζόηεηα αιεζεύεη  όηαλ .a b  Γηα ,a b  ζεηηθνύο, από ηελ (1) ιακβάλνπκε 

                                                   
4

ab a b

a b





,                                              (2) 

ελώ ε ηζόηεηα αιεζεύεη όηαλ .a b  

Από ηελ (2) γηα , 1a x b y    ιακβάλνπκε 

                                                
 1 1

1 4

x y x y

x y

  


 
                                          (3) 

θαη νκνίσο πξνθύπηνπλ νη αληζόηεηεο 

                                                     
  1 2 3

3 4

y z y z

y z

   


 
,                                  (4) 

                                                         
 2 2

2 4

x z x z

x z

  


 
 .                                     (5) 

Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ (3), (4) θαη (5) ιακβάλνπκε 
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      1 1 2 2 2( ) 6

1 3 2 4

x y y z x z x y z

x y y z x z

      
  

     
 

      1 1 2 2 2 3 6
3

1 3 2 4

x y y z x z

x y y z x z

     
   

     
. 

Η ηζόηεηα αιεζεύεη όηαλ 1 2x y z    , νπόηε από ηελ ζρέζε 3x y z    

πξνθύπηεη όηη 1 2 3 3 6 2x x x x x          θαη 1, 0.y z   

 

Β΄  ΛΥΚΔΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  

Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
2 2 3 3 2x x   . 

 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

Θα αλαδεηήζνπκε ιύζεηο πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ αλίζσζε  

2
3 2 0 .

3
x x     

Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο είλαη ζεηηθά, ε δεδνκέλε εμίζσζε είλαη 

ηζνδύλακε κε ηελ  

   
2

2 4 22 9 3 2 4 27 22 0x x x x x        .                (1) 

Οη πηζαλέο αθέξαηεο ιύζεηο ηεο (1) είλαη νη : 1, -1, 2, -2, 11, -11, 22, -22. 

Δύθνια δηαπηζηώλνπκε όηη ε ν αθέξαηνο 1 είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο θαη κέζσ ηνπ 

ζρήκαηνο Horner θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε 

  3 21 5 22 0.x x x x      

Χξεζηκνπνηώληαο θαη πάιη ην ζρήκα Horner γηα 2x  , γηα ην πνιπώλπκν 
3 2 5 22x x x    θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε 

   2

2

1 2 3 11 0

1 ή 2 ή 3 11 0

1 ή 2,

x x x x

x x x x

x x

    

     

  

 

αθνύ ην ηξηώλπκν 2 3 11 0x x    έρεη δηαθξίλνπζα 35 0    . 

 

2
ος

 τρόπος 

Οκνίσο πξέπεη 
2

3
x  . Χξεζηκνπνηνύκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό 

3 2,y x   γηα 
2

3
x  . 

Τόηε ιακβάλνπκε 
20 θαη 3 2y y x   , 

ελώ ε δεδνκέλε εμίζσζε γίλεηαη 

                                                          2 2 3x y  .   

Έηζη έρνπκε ην ζύζηεκα 
2

2

3 2

3 2

x y

y x

  
 

  
 κε 

2

3
x   θαη 0y  . 
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Με αθαίξεζε ησλ δύν εμηζώζεσλ θαηά κέιε ιακβάλνπκε  

    2 2 3 3 0

0 ή 3 0 ή 3.

       

          

x y y x x y x y

x y x y x y x y
 

Η εμίζσζε 3x y    είλαη αδύλαηε ιόγσ ησλ πεξηνξηζκώλ 
2

3
x   θαη 0y  . 

Γηα x y  έρνπκε ηελ εμίζσζε 
2 23 2 3 2 0 1 ή 2.x x x x x x          

 
Πρόβλημα 2  

Σε έλα “ηνπξλνπά” πνδνζθαίξνπ ζπκκεηέρνπλ n  νκάδεο νη νπνίεο ζα παίμνπλ όιεο 

κεηαμύ ηνπο κία κόλν θνξά. Γηα ηε λίθε κηαο νκάδαο δίλνληαη 3  βαζκνί, γηα ηελ 

ηζνπαιία 2  βαζκνί θαη γηα ηελ ήηηα 1 βαζκόο. Αλ ζην ηέινο ηνπ “ηνπξλνπά” ν 

ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ βαζκώλ πνπ ζπγθέληξσζαλ όιεο νη νκάδεο είλαη 364 , λα 

βξεζεί ν αξηζκόο n  ησλ νκάδσλ πνπ ζπκκεηείραλ.  

 

Λύση 

Έζησ όηη ζπκκεηέρνπλ n  νκάδεο. 

Η 1
ε
 νκάδα παίδεη κε ηηο ππόινηπεο -1n  νκάδεο , νπόηε δηεμάγνληαη  -1n  αγώλεο.

 

Η 2
ε
 νκάδα παίδεη κε ηηο ππόινηπεο - 2n  νκάδεο , νπόηε δηεμάγνληαη  - 2n  αγώλεο.

 

Η 3
ε
 νκάδα παίδεη κε ηηο ππόινηπεο -3n  νκάδεο , νπόηε δηεμάγνληαη  -3n  αγώλεο.

 

.......................................................................................................................................... 

Η (n-1)
ε
 νκάδα παίδεη κε ηελ ηειεπηαία 1 νκάδα , νπόηε δηεμάγεηαη  1 αγώλαο .

 

Άξα ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ αγώλσλ είλαη:  

                               1 2 3 ( 1)n       .                         (1) 

Αλ γξάςνπκε ηηο ηζόηεηεο 

                                      
   

   

1 2 ... 2 1

1 2 ... 2 1

n n

n n

       

      
 

θαη ηηο πξνζζέζνπκε θαηά κέιε, ηόηε ιακβάλνπκε 

     
 1

2 1 1 1 1
2

n n
n n n n


           . 

Σε θάζε αγώλα ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ βαζκώλ πνπ δίλνληαη ζηηο δύν νκάδεο πνπ 

ζπκκεηέρνπλ  (αλεμάξηεηα από ην απνηέιεζκα) είλαη 4 . Άξα ν ζπλνιηθόο αξηζκόο 

ησλ αγώλσλ είλαη: 

                                   
364

= 91
4

.                                       (2) 

Από ηηο ζρέζεηο (1)  θαη (2)  έρνπκε:  

( -1)
91

2

n n
 

( -1)
7 13

2

n n
  

( -1) 13 14

2 2

n n 
  14n  . 

Άξα ζπκκεηείραλ 14  νκάδεο. 

 

Πρόβλημα 3.  

Αλ γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο , ,x y z  ηζρύεη  

                                         
2 2 2 2 4 6 13 0x y z x y z       ,  

λα πξνζδηνξίζεηε ην κέγηζην ζεηηθό αξηζκό  m  πνπ είλαη  ηέηνηνο  ώζηε: 

                                                         0x y z m    . 
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Λύση 

Έρνπκε 
2 2 2 2 4 6 13 0x y z x y z        2 2 22 1 4 4 6 9 1x x y y z z          

2 2 2( 1) ( 2) ( 3) 1x y z        

θαη ζέηνληαο  1a x  , 2y    θαη 3z   , έρνπκε ηειηθά  
2 2 2 1     . 

Ιζρύεη όκσο ε αληζόηεηα  
2 2 2 23( ) ( )          , 

πνπ είλαη ηζνδύλακε κε ηε γλσζηή αληζόηεηα 2 2 2          .  

Η ηζόηεηα ηζρύεη όηαλ     . 

Δπνκέλσο έρνπκε 

  2( ) 3 1      3      6 3x y z      

- 3 6 3x y z      3 - 3 6- 3 0x y z      . 

Δπεηδή ε ηζόηεηα ηζρύεη γηα 
3

1 2 3
3

x y z      , έπεηαη όηη ν δεηνύκελνο 

κέγηζηνο ζεηηθόο αξηζκόο είλαη  ν 6- 3m  . 

 

Πρόβλημα 4  

Γίλεηαη ηξαπέδην ΑΒΓΓ κε ˆ ˆ 90 , θαη 2 .           

(i) Να απνδείμεηε όηη:   . 

(ii) Να βξείηε ζεκείν Μ πάλσ ζηελ επζεία ΑΒ γηα ην νπνίν ην άζξνηζκα 

  είλαη ην ειάρηζην δπλαηό. 

(iii) Γηα ην ζεκείν Μ πνπ ζα βξείηε, λα ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ 

ΓΜΓ. 

 

Λύση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(i) Σύκθσλα κε ηηο ππνζέζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα έρνπκε 

 2 2 1 2 2       ,  5 2 2 5       , νπόηε  

   1 2 2 2 5 2 2 1 5

8 6 2 5 1 5, πνπ ηζρύεη.

         

    

 

Α 

Γ 

Β 

Γ 

Μ Ν 

Δ 

Ο 
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(ii) Αλ Δ είλαη ην ζπκκεηξηθό  ηνπ Γ σο πξνο ηελ επζεία ΑΒ θαη ην επζύγξακκν 

ηκήκα  ΔΓ ηέκλεη ηελ επζεία ΑΒ ζην ζεκείν Μ, ηόηε     θαη                     

                                            .                                   (1) 

Σηε ζπλέρεηα ζεσξνύκε ηπρόλ ζεκείν Ν πάλσ ζηελ επζεία ΑΒ, δηαθνξεηηθό από ην 

Μ,  νπόηε ζα ηζρύεη ΓΝ = ΝΔ θαη  

                                             .                                      (2) 

Δπεηδή ε γξακκή ΔΜΓ είλαη επζεία, ελώ ε γξακκή ΔΝΓ έρεη ηα ίδηα άθξα κε ηελ 

ΔΜΓ θαη είλαη ηεζιαζκέλε, έπεηαη όηη 

                                           . 

Άξα ην ζεκείν Μ είλαη ηέηνην ώζηε ην άζξνηζκα ΓΜ + ΜΓ λα είλαη ην ειάρηζην 

δπλαηό. 

(iii) Δπεηδή είλαη 2    θαη ,    , ην 

ηεηξάπιεπξν ΓΔΒΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. Αλ νη δηαγώληνη ηνπ ΓΔΒΓ ηέκλνληαη 

ζην Ο, ηόηε ην Ο είλαη ην κέζνλ ηεο ΓΒ θαη ε ΔΟ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΒ. 

Δπίζεο ε ΑΒ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΒ, αθνύ ηζρύεη ΑΓ =ΑΔ = . Άξα ην 

ζεκείν ηνκήο Μ ησλ δύν δηακέζσλ ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΒ είλαη ην βαξύθεληξν ηνπ 

ηξηγώλνπ ΓΔΒ, νπόηε ζα ηζρύεη:  

2

3 3


   . 

Άξα έρνπκε:  

     
21 1 2 4

2 2 2 .
2 2 3 3

 
               

Γηαθνξεηηθά έρνπκε   

2 4
2

3 3

 
     θαη 

       

 

2 2 2
2

2 2 1 2 1 4
2

2 2 3 2 3

4 4
3 .

3 3 3

    
 

  


      

 
      

   

 

 

 

Γ΄  ΛΥΚΔΙΟΥ 
 

Πρόβλημα 1  Δάλ ν z είλαη κηγαδηθόο κε Re( ), Im( ) 0z z  θαη 
4 2

4 2

6 5 6

3 3

z z

z z

 


 
 , 

λα απνδείμεηε όηη | | 1z  . 

 

Λύση (1
ος

 τρόπος) 

Αλ ζέζνπκε  
4 2

4 2

6 5 6

3 3

z z
w

z z

 


 
, 

ηόηε έρνπκε  
4 2 4 2

4 2 4 2

6 5 6 6 5 6

3 3 3 3

z z z z
w w

z z z z

   
  

   
, 
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ε νπνία κεηά από ηηο πξάμεηο θαη ιακβάλνληαο ππόςε όηη 
2

zz z  θαηαιήγεη ζηελ 

ηζόηεηα                                     
4 2 21 0 1,z z z z      

αθνύ ιόγσ ηεο ππόζεζεο Re( ), Im( ) 0z z   έπεηαη όηη 2 2 0z z  . 

 

(2
ος

 τρόπος) 

Δθηειώληαο ηε δηαίξεζε έρνπκε, 
4 2 2

4 2 4 2

6 5 6 3
2

3 3 3 3

z z z

z z z z

 
  

   
  

δειαδή ηζνδύλακα 
2 4 2

2 2

4 2 2 2 2

3 3 3 1 1 1
.

3 3 3 3

 
         

 
   

z z z
z z

z z z z z
 

Άξα έρνπκε 

 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 4

1 1 1 1 1
0 1 0.

| |

  
              

   
z z z z z z

z z z z z
 

Όκσο,  ιόγσ ηεο ππόζεζεο Re( ), Im( ) 0z z   έπεηαη όηη  
2 2 0z z  , νπόηε  ηειηθά 

ιακβάλνπκε  
4

1 1.z z    

 

Πρόβλημα 2 

Να ιύζεηε ην ζύζηεκα 
3 3

3 2 3 2

3 1x xy y

x x y y

   
 

   
             (Σ) 

 

Λύση 

Η εμίζσζε 3 33 1x xy y    είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε 

 
33 3 1 3 ( 1)x y xy     , 

ε νπνία από ηελ ηαπηόηεηα ηνπ Euler είλαη ηζνδύλακε κε ηηο εμηζώζεηο 

1 0x y    ή 1x y   . 

Άξα έρνπκε 

                     (Σ)    1 23 2 3 2 3 2 3 2

1 1
ή

x y x y

x x y y x x y y

       
     

        
. 

Τν ζύζηεκα  2  έρεη ηε ιύζε    , 1, 1x y    , ελώ  

 
    

 
   

   

1 3 3 2 2 2 2

2 2

2

1 1

0 0

1 1
ή

0 0

11 1
, , ή

2 2 0

11 1 1 1
, , ή , ,

02 2 2 2

         
     

               

      
    

         

    
    

        

     
       

    

x y x y

x y x y x y x xy y x y

x y x y

x y x xy y x y

x y
x y

x y xy x y

x y
x y x y

xy
       ή , 1,0 ή , 0,1 . x y x y
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Πρόβλημα 3  

Γίλεηαη ε αθνινπζία   κε   , γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

1 - 2 1      ,  γηα θάζε    . 

Να  απνδείμεηε όηη ην γηλόκελν δύν νπνησλδήπνηε δηαδνρηθώλ όξσλ ηεο αθνινπζίαο 

είλαη επίζεο όξνο ηεο αθνινπζίαο. 

 

Λύση 

   Δθαξκόδνληαο ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε 121    , γηα 1,2, ,( 1)    

έρνπκε: 

Γηα 1  έρνπκε  11212   

Γηα 2  έρνπκε  12223   

.......................... 

    Γηα 1   έρνπκε: 1 2( 1) 1       . 

 

   Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο παξαπάλσ ηζόηεηεο ιακβάλνπκε: 

 

 1 2 1 2 3 ( 1) 1             

    1

( 1)
2 1

2


 
  


     1 ( 1) 1           

                                 2

11      .                                           (1) 

                                2

     , όπνπ  11 a   .                       (2) 

 

Γηα ην γηλόκελν δύν νπνησλδήπνηε δηαδνρηθώλ όξσλ ηεο αθνινπζίαο έρνπκε: 

  1mm    2 2( 1)m m       2 2( 2 1m m m       

 4 3 2 2 2 22 2m m m m m m              

 4 2 2 3 22 2 2m m m m m            
2

2m m    2m m


 



. 

 

        Πρόβλημα 4  

        Έζησ   εζσηεξηθό ζεκείν νμπγσλίνπ ηξηγώλνπ  . Οη επζείεο  ,   

θαη   ηέκλνπλ ηηο πιεπξέο  ,   θαη   ζηα ζεκεία  ,    θαη    

αληίζηνηρα, ώζηε   ,    θαη   . 

         Αλ ζέζνπκε )(x  ,  )(y   θαη )(z  ,λα απνδείμεηε όηη: 
222222444

zy2zx2yx2zyx  . 

 

        Λύση 

        Από ην δεδνκέλν ζεκείν  ζεσξνύκε παξάιιειε πξνο ηε   πνπ ηέκλεη ην 

ύςνο   ζην ζεκείν  . Τόηε πξνθαλώο )()(   . 

Από ηε ζρέζε     πξνθύπηεη πξνθαλώο 

                                                          .                                             (1)   

       Από ηε ζρέζε (1) έρνπκε: 

   
2

1

2

1
 

                                      .(ΤΓΒ) (ΤΑΒ)≤                                    (2) 
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Από ηε ζρέζε )1(  έρνπκε επίζεο: 

   
2

1

2

1
 

                                       ( ) ( )                                      (3) 

Πξνζζέηνληαο ηηο ζρέζεηο (2) θαη (3) έρνπκε:  

     )()()()(   )()()(    

)()()(    

θαη ζε ζπλδπαζκό κε ηε ζρέζε )()(   ,  παίξλνπκε ηειηθά :  

                     )()()(   )()()(   . 

Με όκνην ηξόπν απνδεηθλύνπκε  όηη;  

)()()(    θαη )()()(   . 

Δπεηδή έρνπκε ζέζεη )(x  , )(y   θαη )(z  , από ηηο ηξεηο 

ηειεπηαίεο αληζώζεηο, έρνπκε: 

                  zyx0  , zxy0   θαη yxz0  .                  (4) 

Αξθεί ηώξα λα απνδείμνπκε όηη: 
222222444

zy2zx2yx2zyx   

0)xz2(zx2zy2yx2zyx
2222222444   

   0)xz2(yzx
22222   

    0yxz2zxyxz2zx
222222   

    0y)zx(y)zx(
2222   

       0zyxzyxyzxzyx   

       0xzyzyxyzxzyx  , 

  πνπ ηζρύεη, ιόγσ ησλ ζρέζεσλ (4). 


