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Αζκήζεις ζχ.  βιβλίου  ζελίδας   70 

 

Γενικές αζκήζεις  3
ου

  Κεφαλαίου 
1.      

Έζησ ηξίγσλα  ΑΒΓ  θαη  Α΄Β΄Γ΄   ηέηνηα ώζηε  ΑΓ = Α΄Γ΄,  ̂  = ˆ    θαη   

̂ + ˆ   = 2∟. 

i)   Να απνδείμεηε όηη   ΑΒ= Α΄Β΄. 

ii)  Γηαηππώζηε ιεθηηθά ηελ άζθεζε απηή. 

Λύζη 

                                                                                                   

 

 

 

 

 

i)    

Πάλσ ζηελ εκηεπζεία  Γ΄Β΄ ζεσξνύκε ηκήκα   Γ΄  = ΓΒ. 

Φέξνπκε ηελ   Α΄  . 

( Π– Γ–Π )      ηξ.ΑΒΓ =  ηξ.Α΄  Γ΄      ̂ = ˆ    θαη  ΑΒ = Α΄Β΄΄  

Ζ ππόζεζε   ̂ + ˆ   = 2∟     ˆ   + ˆ   = 2∟ 

                                      αιιά θαη  σ + ˆ   = 2∟.   Άξα  ˆ  = σ     Α΄Β΄ = Α΄Β΄΄  

άξα θαη  ΑΒ = Α΄Β΄ 

 

ii) 

Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ πιεπξά ίζε, ηελ πξνζθείκελε γσλία ζε απηή ηελ πιεπξά, ίζε 

θαη ηελ απέλαληη γσλία ζε απηή ηελ πιεπξά πξαπιεξσκαηηθή, ηόηε έρνπλ ίζε θαη ηελ 

πιεπξά πνπ βξίζθεηαη απέλαληη ηεο ίζεο γσλίαο. 

 

 

 

2.     
Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη κε πιεπξέο ηηο πιεπξέο ηνπ θαηαζθεπάδνπκε 

εμσηεξηθά ηνπ ηξία ηζόπιεπξα ηξίγσλα  Α΄ΒΓ,  ΑΒ΄Γ  θαη ΑΒΓ΄.  Να απνδείμεηε όηη    

ΑΑ΄= ΒΒ΄= ΓΓ΄. 

Λύζη 

                                                           Γηα λα απνδείμνπκε όηη  ΒΒ΄= ΓΓ΄ 

                                                           αξθεί λα απνδείμνπκε  ηξ.ΑΒΒ΄ = ΑΓΓ΄ 

  

                                                            Δίλαη   ΑΒ = ΑΓ                                    (1) 

                                                                        ΑΒ΄=ΑΓ΄  από ηα ηζόπιεπξα    (2) 

                                                            ηξ.ΑΒΓ΄= ηξ.ΑΓΒ΄     
1 2

ˆ ˆ       

                                                                        ˆ ˆ                                (3) 
                                                   Από ηηο  (1),  (2),  (3)      ηξ.ΑΒΒ΄ = ΑΓΓ΄ 

                                                            Οκνίσο  ΓΓ΄= ΑΑ΄. 
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3.    
Αλ  ΟΚ,  ΟΛ  είλαη αληίζηνηρα ηα απνζηήκαηα ησλ ρνξδώλ  ΑΒ,  ΓΓ  θύθινπ   

(Ο, R),  λα απνδείμεηε όηη  ΑΒ < ΓΓ  αλ θαη κόλν αλ  ΟΚ > ΟΛ 

Λύζη 

                                                             Μεηαθέξνπκε ηε ρνξδή  ΓΓ  ζηε ζέζε  ΒΔ,  

                                                             νπόηε δελ αιιάδεη ην απόζηεκα, αθνύ ίζεο  

                                                             ρνξδέο έρνπλ ίζα απνζηήκαηα. 

                                                             Θα απνδείμνπκε ηελ ηζνδπλακία:   

                                                                         AB < BE     OK > OΛ 

 

                                                              Φέξλνπκε ην ηκήκα  ΚΛ. 

                                                              AB < BE      

                                                              ΚΒ < ΒΛ                ( ηα κηζά ηνπο)  

                                                              
1 1

ˆ ˆ           (απέλαληη κηθξόηεξεο πιεπξάο  

                                                                                           κηθξόηεξε γσλία ζην  ΒΚΛ)) 

                                                              
2

̂ > 
2

̂        (ζπκπιεξσκαηηθέο ησλ
1 1

ˆ ˆ,  ) 

                                                              ΟΚ > ΟΛ           (απέλαληη κεγαιύηεξεο γσλίαο  

                                                                                           κεγαιύηεξε πιεπξά). 

 

 

4.     
Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ  θαη ηα ζεκεία  Γ,  Δ,  Ε  ησλ πιεπξώλ ηνπ  ΑΒ,  ΒΓ,  

ΓΑ  αληίζηνηρα, ώζηε   ΑΓ = ΒΔ = ΓΕ.   Αλ  Κ,  Λ,  Μ  ηα ζεκεία ηνκήο ησλ  ΑΔ,  ΓΓ  

θαη  ΒΕ,  λα απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν  ΚΛΜ  είλαη ηζόπιεπξν. 

Λύζη 

                                                          (Π–Γ–Π)     ηξ.ΑΒΔ = ηξ.ΒΓΕ = ηξ.ΓΑΓ    

                                                                                 
1 1 1

ˆ ˆ ˆ       θαη    
2 2 2

ˆ ˆ ˆ      

 

                                                           (Γ–Π–Γ)   ηξ.ΑΓΚ = ηξ.ΒΔΛ = ηξ.ΓΕΜ    

                                                                                ˆˆ ˆ           

                                                                             ίζεο νη θαηά θνξπθή ηνπο      

                                                                                 ηξ.ΚΛΜ  ηζόπιεπξν.    
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5.     

Γίλεηαη ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε  ̂ < 1∟  θαη  ΑΓ = 2ΑΒ.  Να απνδείμεηε όηη  ̂ < 
ˆ

2


. 

Λύζη 

                                                                     Έζησ  Μ  ην κέζν ηεο  ΑΓ. 

                                                                     Τόηε  ΑΒ = ΑΜ =  ΜΓ. 

 

                                                                     Φέξνπκε ηε δηρνηόκν  ΑΓ  ηνπ ηξ.ΑΒΓ 

                                                                     (Π– Γ–Π)      ηξ.ΑΜΓ = ηξ.ΑΒΓ     

                                                                                              
1

ˆ ˆ  < 1∟       

                                                                                              
2

̂  > 1    

                                                                     Σην ηξ.ΜΓΓ     ΓΓ > ΜΓ. 

Τα ηξίγσλα  ΜΓΑ,  ΜΓΓ  έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη πεξηερόκελεο 

γσλίεο άληζεο, άξα   ΑΓ < ΓΓ ,   νπόηε 

ζην  ηξ.ΓΑΓ   ζα είλαη    ̂  < 
1

̂  =  
ˆ

2


 

 

 

6.    

Έζησ ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε  ΑΒ = 
2


  θαη  ̂  = 

ˆ

2


.  Να απνδείμεηε όηη   ̂  = 1∟. 

Λύζη 

                                                                         Έζησ  Μ  ην κέζν ηεο  ΒΓ. 

                                                                         Τόηε  ΑΒ = ΒΜ =  ΜΓ. 

 

                                                                          Φέξνπκε ηε δηρνηόκν  ΒΓ  ηνπ ηξ.ΑΒΓ 

                                                                                      Τόηε  
1

̂ = 
2

̂ = ̂  

 

                                                                          (Π - Γ – Π)    ηξ.ΒΜΓ = ηξ.ΒΑΓ    

                                                                                                ̂  = ̂  

2
̂ = ̂       ηξ.ΓΒΓ ηζνζθειέο      ε δηάκεζόο ηνπ ΓΜ  είλαη θαη ύςνο. 

Άξα  ̂ = 1∟,  νπόηε θαη  ̂ = 1∟. 
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7.     
Να απνδείμεηε όηη, δύν ηξίγσλα ηα νπνία έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο 

αληίζηνηρεο δηακέζνπο πνπ πεξηέρνληαη ζηηο πιεπξέο απηέο ίζεο κία πξνο κία, είλαη 

ίζα. 

Λύζη 

                                                                              Θεσξνύκε ηα ηξίγσλα  ΑΒΓ,  Α΄Β΄Γ΄ 

                                                                              κε  ΑΒ = Α΄Β΄,  ΑΓ = Α΄Γ΄  θαη  

                                                                              δηακέζνπο  ΑΓ = Α΄Γ΄ 

 

                                                                             Πξνεθηείλνπκε ηηο δηακέζνπο θαηά 

                                                                             ίζα ηνπο ηκήκαηα  ΓΔ,  Γ΄Δ΄     

                                                                            αληίζηνηρα. 

                                                                            (Π–Γ–Π )     ηξ.ΓΓΔ = ηξ.ΓΒΑ   θαη  

                                                                                                     ηξ.Γ΄ΓΈ΄ = ηξ.Γ΄ΒΆ΄ 

                                                                                                 ΓΔ = ΒΑ = ΒΆ΄= ΓΈ΄ 

 

(Π–Π–Π )     ηξ.ΑΓΔ = ηξ.Α΄ΓΈ΄       έρνπλ ίζεο αληίζηνηρεο δηακέζνπο. 

Άξα  ΓΓ = Γ΄Γ΄     ΓΒ = Γ΄Β΄.  

(Π –Π – Π )     ηξ.ΑΒΓ = ηξ.Α΄Β΄Γ΄. 

 

 

 

8.     

Γίλεηαη κηα γσλία  x ̂ y  θαη δύν εζσηεξηθά ηεο ζεκεία  Α  θαη  Β.  Έζησ  Α΄ ην 

ζπκκεηξηθό ηνπ  Α  σο πξνο ηελ  Οx  θαη  Β΄ ην ζπκκεηξηθό ηνπ  Β  σο πξνο ηελ Οy.  

Αλ  Μ,  Ν  είλαη ηπραία ζεκεία ησλ  Οx,  Oy  αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη 

ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ = Α΄Μ + ΜΝ + ΝΒ΄. 

Με ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο απηήο, λα βξείηε ηηο ζέζεηο ησλ  Μ,  Ν,  γηα ηηο νπνίεο ην  

άζξνηζκα  ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ  είλαη ην κηθξόηεξν δπλαηό. 

Λύζη 

                                                                           Από ηηο ζπκκεηξίεο έρνπκε   

                                                                           ΑΜ = Α΄Μ  θαη  ΒΝ = Β΄Ν             

                                                                     ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ = Α΄Μ + ΜΝ + ΝΒ΄. 

                                                                     Έζησ  Σ  ην άζξνηζκα  ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ. 

                                                                     Τόηε  Σ = Α΄Μ + ΜΝ + ΝΒ΄    Α΄Β΄. 

                                                                     Ζ κηθξόηεξε, ινηπόλ, ηηκή πνπ κπνξεί  

                                                                     λα  πάξεη ην άζξνηζκα Σ,  είλαη  Α΄Β΄. 

                                                                     Σε απηή ηελ πεξίπησζε ηα  Μ,  Ν  ζα  

                                                                     είλαη  ηα ζεκεία ηνκήο ηεο  ΑΒ  κε ηηο  Ox,  

                                                                     Oy  αληίζηηρα, δειαδή ηα  
1

 ,  
1

 . 

 

  

 

 

 

 


