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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

 Η «Ευκλείδεια Γεωμετρία» έχει ένα διττό ρόλο να εκπληρώσει: να μυηθεί ο μαθητής 
στη συλλογιστική την οποία εκφράζει το αξεπέραστο λογικό-επαγωγικό σύστημα του 
Ευκλείδη και να ανταποκριθεί στις σύγχρονες εκπαιδευτικές επιταγές.
Το βιβλίο αυτό, σύμφωνο με τα πλαίσια συγγραφής που έθεσε το Παιδαγωγικό Ινστιτού-
το, ευελπιστεί ότι θα οδηγήσει τους μαθητές του Λυκείου να γνωρίσουν την αυστηρή αλλά 
και λιτή μαθηματική γλώσσα, ελπίζοντας ότι θα συνεισφέρει στη μαθηματική παιδεία του 
τόπου, αναπτύσσοντας το ρεαλισμό της μαθηματικής λογικής και σκέψης.
Το έργο αυτό είναι αποτέλεσμα της συλλογικής προσπάθειας μιας ομάδας μαθηματικών, 
οι οποίοι αποδεχόμενοι την πρόσκληση του Δ.Σ. της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας 
εργάστηκαν συστηματικά για την πραγματοποίησή του.
Θα θέλαμε να ευχαριστήσουμε θερμά: το Δ.Σ. της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας 
για τη βοήθεια που μας πρόσφερε σε όλη τη διάρκεια της συγγραφής του έργου, τον 
Καθηγητή του Ε.Μ.Πολυτεχνείου κ. Ευγένιο Αγγελόπουλο για τις σημαντικές του πα-
ρατηρήσεις στη διαμόρφωση του βιβλίου και τα μέλη της επιτροπής κρίσης που με τις 
εύστοχες παρατηρήσεις τους βοήθησαν στην τελική μορφή αυτού του έργου.

Οι συγγραφείς
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
Εισαγωγή στην Ευκλείδεια Γεωμετρία

Ellsworth Kelly (Αμερικανός, 1923). 
«Γκρι πανό 2» 
2 πανό, λάδια σε καμβά, 1974.
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 1.1 	�Τ ο αντικείμενο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας

Το αντικείμενο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας είναι η μελέτη του χώρου 
και των σχημάτων, επίπεδων και στερεών, που μπορούν να υπάρξουν 
μέσα σε αυτόν. Μέσα στο χώρο βρίσκεται ο φυσικός κόσμος, στον οποίο 
ζούμε, και όλα τα αντικείμενα, μεγάλα ή μικρά, έμψυχα ή άψυχα.

Στο χώρο διακρίνουμε τις επιφάνειες, τις γραμμές και τα σημεία. Οι 
επιφάνειες έχουν δύο διαστάσεις, οι γραμμές μία, τα σημεία καμία. Οι 
επιφάνειες διαχωρίζουν τα αντικείμενα μεταξύ τους ή από το περιβάλ-
λον. Πάνω σε μια επιφάνεια μπορούμε να θεωρήσουμε γραμμές, οι οποί-
ες μάλιστα μπορεί να την οριοθετούν. Εδώ χρειάζεται μια διευκρίνιση. 
Στην καθημερινή γλώσσα μιλάμε για «γραμμές» της ασφάλτου ή για 
σιδηροδρομικές «γραμμές», επειδή το πλάτος στη μία περίπτωση, το 
πλάτος και το ύψος στην άλλη είναι αμελητέα ως προς το μήκος. Γε-
νικά, όλα τα υλικά αντικείμενα εκτείνονται σε τρεις διαστάσεις. Στην 
καθημερινή γλώσσα δεχόμαστε τις προσεγγίσεις, στη Γεωμετρία όχι. 
Λειτουργούμε αναγκαστικά με αφηρημένες έννοιες, που τις αποκαλούμε 
όρους της Γεωμετρίας.

Η Γεωμετρία ήταν ο πρώτος κλάδος της ανθρώπινης γνώσης που δια-
μορφώθηκε ως επιστήμη και επί αιώνες ο μόνος. Το αντικείμενό της, 
ο χώρος και τα σχήματα, είναι και προσιτό και πλούσιο, πρόσφορο για 
θεωρητική μελέτη αλλά και για πρακτικές εφαρμογές. Από την εποχή 
του Αρχιμήδη και του Ήρωνα μέχρι σήμερα, τα πεδία εφαρμογής της 
Γεωμετρίας συνεχώς διευρύνονται. Για τα σπίτια που ζούμε, τα καράβια 
που ταξιδεύουμε ή τις επεξεργασμένες εικόνες της τηλεόρασης είναι 
αναγκαία η χρήση της Γεωμετρίας, άμεση ή έμμεση.

Αρχικά, η μελέτη των ιδιοτήτων των διάφορων γεωμετρικών σχημά-
των έγινε με τρόπο εμπειρικό, όπως τη συναντήσαμε στο Γυμνάσιο. 
Η μέθοδος που ακολουθήσαμε τότε ήταν η εύρεση ή επαλήθευση των 
ιδιοτήτων και σχέσεων ανάμεσα στα γεωμετρικά σχήματα με βάση τη 
μέτρηση, για την οποία χρησιμοποιούσαμε το διαβαθμισμένο κανόνα 
(υποδεκάμετρο) και το μοιρογνωμόνιο. Η μέτρηση όμως δεν μπορεί να 
είναι ακριβής και τα αποτελέσματά της δε γενικεύονται.

Η διαφοροποίηση της Πρακτικής Γεωμετρίας από τη Θεωρητική ή Ευ-
κλείδεια Γεωμετρία, την οποία θα μελετήσουμε στο Λύκειο, συνίσταται 
στη συστηματική χρήση της λογικής για να θεμελιώσει τις γνώσεις μας 
για το χώρο, ξεφεύγοντας από μετρήσεις και επιμέρους συμπεράσμα-
τα. Οι γνώσεις αυτές υπάρχουν ήδη: όλοι ξέρουν τι είναι κύκλος και τι 
τετράγωνο – οι αντίστοιχες λέξεις υπάρχουν σε όλες τις γνωστές γλώσ-
σες. Πρόκειται όμως για γνώσεις σκόρπιες, ασύνδετες μεταξύ τους. Η 
Γεωμετρία τις θεμελιώνει, δηλαδή τις οργανώνει σε ένα σύστημα, και 
φυσικά προσθέτει και νέες γνώσεις σε αυτές που ήδη υπάρχουν. Κάθε 

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   10 23/7/2013   3:37:51 μμ



11

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 .  Ε Ι Σ Α Γ Ω Γ Η  Σ Τ Η Ν  Ε Υ Κ Λ Ε Ι Δ Ε Ι Α  Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ Ι Α

καινούργιο αποτέλεσμα προκύπτει από τα προηγούμενα, χρησιμοποι-
ώντας τη διαδικασία που λέγεται απόδειξη και που στηρίζεται στους 
κανόνες της Λογικής.
Πώς προχωράει αυτή η διαδικασία; Ας δούμε λίγο το τετράγωνο. Το 
τετράγωνο, όσο απλό και αν φαίνεται, είναι σύνθετη έννοια. Έχει ίσες 
πλευρές και μάλιστα ανά δύο παράλληλες, ίσες γωνίες και μάλιστα όλες 
ορθές. Πρέπει, επομένως, πρώτα να ξεκαθαρίσουμε τι σημαίνει ισότητα 
και ανισότητα (πλευρών ή γωνιών), τι παραλληλία και τι ορθή γωνία (ή 
καθετότητα). Μόνο μετά από αυτά μπορούμε να μιλήσουμε για τετρά-
γωνο, αφού πρώτα δώσουμε τον ορισμό του. Η Γεωμετρία προχωράει 
από το πιο απλό στο πιο σύνθετο.
Θα πρέπει, ωστόσο, από κάπου να ξεκινήσουμε, από έννοιες οι οποί-
ες προκύπτουν άμεσα από την εμπειρία μας, όπως οι έννοιες σημείο, 
ευθεία και επίπεδο τις οποίες δεχόμαστε ως πρωταρχικές χωρίς περαι-
τέρω διευκρινίσεις. Όμως οι έννοιες αυτές υπόκεινται στις παρακάτω 
παραδοχές:
•	 Από δύο σημεία διέρχεται μοναδική ευθεία.
•	 Για κάθε ευθεία υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο του επιπέδου που 

δεν ανήκει σε αυτή.
•	 Κάθε ευθεία έχει άπειρα σημεία και εκτείνεται απεριόριστα και προς 

τις δύο κατευθύνσεις, χωρίς διακοπές και κενά.
Ισχυρισμούς όπως οι παραπάνω, που τους δεχόμαστε ως αληθείς χω-
ρίς απόδειξη, τους ονομάζουμε αξιώματα. Επομένως, τα αξιώματα δεν 
αποδεικνύονται, επιλέγονται. Για την Ευκλείδεια Γεωμετρία έχουν προ-
ταθεί πάρα πολλά αξιωματικά συστήματα, δηλαδή διαφορετικές επιλο-
γές αξιωμάτων (βλ. Παράρτημα Α). Η δομή του βιβλίου, η σειρά των 
αποτελεσμάτων εξαρτώνται από την επιλογή των αξιωμάτων, τα οποία 
δίνονται εκεί που χρειάζονται. Γενικότερα, γίνεται προσπάθεια ώστε, 
μετά από μία νέα έννοια ή ένα νέο σημαντικό αποτέλεσμα, να εξετάζεται 
τι καινούργιο μπορεί να προκύψει σε συνδυασμό με τα προηγούμενα. 
Κάθε νέο αποτέλεσμα που προκύπτει από μία σειρά συλλογισμών θε-
μελιωμένη στα αξιώματα λέγεται θεώρημα, ενώ οι άμεσες συνέπειες 
ενός θεωρήματος λέγονται πορίσματα.
Όπως προαναφέραμε αντικείμενο της Γεωμετρίας είναι η μελέτη των 
σχημάτων του επιπέδου και του χώρου. Η μελέτη αυτή συχνά υποβοη-
θείται από ένα σχέδιο του σχήματος.
Στην πορεία εξαγωγής των συμπερασμάτων σημαντικό ρόλο παίζει η 
διαίσθηση και η εποπτεία. Τα συμπεράσματα, για να είναι γενικά, δεν 
πρέπει να είναι συνέπειες μόνο της παρατήρησης του σχεδίου. Είναι 
αναγκαίο να προκύπτουν με ορθό συλλογισμό από τις ιδιότητες του 
σχήματος, οι οποίες άλλωστε είναι δυνατό να μην είναι όλες ορατές στο 
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σχήμα. Για να καταλήξουμε σε μία απόδειξη ο δρόμος μπορεί να είναι 
μακρύς και να περνάει μέσα από εικασίες, λάθη, επανατοποθετήσεις, 
μέχρι να οδηγηθούμε στην τελική μορφή.

Είναι λοιπόν φανερό ότι οι συλλογισμοί μας, για την αντιμετώπιση ενός 
γεωμετρικού προβλήματος, πρέπει να είναι θεωρητικοί, γενικοί και το 
σχέδιο του σχήματος να έρχεται αρωγός στην προσπάθεια ανακάλυψης 
εκείνων των ιδιοτήτων που θα μας οδηγήσουν στη λύση του προβλή-
ματος.

Η Ευκλείδεια Γεωμετρία ερμηνεύει τις μορφές του περιβάλλοντος χώ-
ρου χρησιμοποιώντας λίγες πρώτες αρχές και αξιοποιώντας τη σκέψη 
και τον ορθό λόγο.

 1.2 	� Ιστορική αναδρομή στη γένεση και ανάπτυξη 
της Γεωμετρίας

Η γένεση των πρώτων εννοιών της Γεωμετρίας είναι μια διαδικασία 
που κράτησε πολλούς αιώνες. Η διαμόρφωσή τους ήταν αποτέλεσμα 
νοητικής αφαίρεσης όλων των άλλων ιδιοτήτων και σχέσεων των αντι-
κειμένων του κόσμου που μας περιβάλλει, εκτός από τις ιδιότητες της 
αμοιβαίας θέσης και του μεγέθους. Οι ιδιότητες αυτές εκφράζονται με 
την ιδέα ότι δύο αντικείμενα είναι «κοντά» ή ότι «άπτονται» το ένα του 
άλλου, τη σχέση τους όταν το ένα είναι «μέρος» του άλλου ή όταν ένα 
αντικείμενο βρίσκεται «μεταξύ» δύο άλλων ή το ένα «μέσα» στο άλλο, 
και την ιδέα της σύγκρισης δύο αντικειμένων, της εξακρίβωσης ότι το 
ένα είναι «μεγαλύτερο», «μικρότερο» ή «ίσο» με ένα άλλο. Στη δια-
μόρφωση των γεωμετρικών εννοιών, αποφασιστικής σημασίας πρέπει 
να ήταν η προσπάθεια απεικόνισης των γεωμετρικών αντικειμένων και 
σχέσεων με ζωγραφικές παραστάσεις, που λειτουργούσαν ως μοντέλα 
των πραγματικών αντικειμένων. Η διαδικασία αυτή όμως δεν μπορεί να 
χρονολογηθεί ιστορικά.

Οι πρώτες γραπτές μαρτυρίες γεωμετρικών γνώσεων ανάγονται στην 
τρίτη με δεύτερη χιλιετία π.Χ. και προέρχονται από τους λαούς της 
αρχαίας Αιγύπτου και της Μεσοποταμίας. Αν και οι μαρτυρίες αυτές 
δεν είναι πλούσιες, ωστόσο μπορούμε να σχηματίσουμε μια ιδέα για το 
χαρακτήρα της Γεωμετρίας στους πολιτισμούς αυτούς. Οι γεωμετρικές 
γνώσεις των λαών αυτών συνίστανται, κατά κύριο λόγο, στον υπολογι-
σμό επιφανειών και όγκων ακολουθώντας μια «αλγοριθμική» διαδικα-
σία, έναν κανόνα, ο οποίος εφαρμόζεται για συγκεκριμένες αριθμητικές 
τιμές. Με μικρές εξαιρέσεις, τα προβλήματα που αντιμετωπίζονται είναι 
εμπειρικής προέλευσης και η λύση που δίνεται δε συνιστά λογική από-
δειξη, αν και σε μεμονωμένες περιπτώσεις προβλημάτων αναπτύσσονται 
μέθοδοι γεωμετρικών μετασχηματισμών, οι οποίες μπορούν να θεωρη-
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θούν ως ένα είδος αποδεικτικής διαδικασίας. Αυτή η μορφή Γεωμετρίας 
διήρκεσε πολλούς αιώνες χωρίς να σημειωθεί αισθητή πρόοδος.
Μία νέα περίοδος εγκαινιάζεται στην αρχαία Ελλάδα, όπου η Γεωμετρία 
μετασχηματίζεται σε αφηρημένη αποδεικτική επιστήμη. Εμφανίζεται η 
έννοια της λογικής απόδειξης που λειτουργεί ως μέθοδος επιβεβαίωσης 
της αλήθειας μιας γεωμετρικής πρότασης, αλλά και ως στοιχείο που 
συστηματοποιεί τις γεωμετρικές γνώσεις. Έτσι εμφανίζονται οι πρώτες 
συστηματικές γεωμετρικές πραγματείες, όπως του Ιπποκράτη του Χίου 
περί το 440 π.Χ., και τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη, που αποτέλεσαν το 
επιστέγασμα της αρχαίας Ελληνικής μαθηματικής παράδοσης, αλλά και 
πρότυπο επιστημονικού ιδεώδους για πολλούς αιώνες. Από μελέτη της 
θέσης, του μεγέθους και της μορφής των γεωμετρικών σχημάτων για 
άμεσες πρακτικές εφαρμογές η Γεωμετρία μεταμορφώνεται σε επιστή-
μη που μελετά αφηρημένα νοητικά αντικείμενα, οι σχέσεις των οποίων 
αποδεικνύονται με τη βοήθεια μιας λογικής ακολουθίας προτάσεων, 
ξεκινώντας από ορισμένες υποθέσεις που λαμβάνονται χωρίς απόδειξη.
Την Ελληνιστική ακόμα περίοδο αναπτύσσονται θεμελιακά νέες μέθοδοι 
υπολογισμού επιφανειών και όγκων (π.χ. η μέθοδος της εξάντλησης 
στα έργα του Αρχιμήδη), που στηρίζονται σε αφηρημένες θεωρητικές 
προσεγγίσεις και βαθιές μαθηματικές θεωρίες. Επίσης, εμφανίζονται 
αφηρημένες θεωρίες για νέα γεωμετρικά αντικείμενα, η δυνατότητα 
εφαρμογής των οποίων θα διευκρινιστεί πολλούς αιώνες μετά, όπως π.χ. 
η θεωρία των κωνικών τομών του Απολλωνίου, που θα βρει εφαρμογή 
στη Φυσική μόλις το 17ο αιώνα. Την ίδια περίπου εποχή φαίνεται ότι 
άρχισαν και οι έρευνες στα θεμέλια της Γεωμετρίας με τις προσπάθειες 
απόδειξης του πέμπτου αιτήματος του Ευκλείδη (των παραλλήλων), οι 
οποίες συνεχίστηκαν από πολλούς μαθηματικούς του Αραβικού κόσμου.
Η Ευρωπαϊκή Αναγέννηση οδήγησε σε νέα άνθηση της Γεωμετρίας. Ένα 
νέο βήμα πραγματοποιείται με την εισαγωγή της μεθόδου των συντεταγ-
μένων από τον Ντεκάρτ το πρώτο μισό του 17ου αι. Ο νέος μετασχημα-
τισμός της Γεωμετρίας συνίσταται στη σύνθεση της αναπτυσσόμενης 
τότε Άλγεβρας με την Ανάλυση που βρισκόταν στο στάδιο της γένεσής 
της και τη δημιουργία της Αναλυτικής Γεωμετρίας, η οποία μελετά τα 
γεωμετρικά σχήματα με τη βοήθεια των μεθόδων της Άλγεβρας.
H εφαρμογή των νέων μεθόδων του διαφορικού λογισμού στην Αναλυ-
τική Γεωμετρία οδήγησε στον πολλαπλασιασμό των κλάδων της Γεωμε-
τρίας. Το 18ο αι. διαμορφώνεται η Διαφορική Γεωμετρία στα έργα του 
Όυλερ και του Μονζ, αντικείμενο της οποίας αρχικά γίνονται οποιεσ-
δήποτε λείες καμπύλες και επιφάνειες και οι μετασχηματισμοί τους. 
Στα μέσα του 17ου αι. αναπτύσσεται και η Προβολική Γεωμετρία στις 
μελέτες του Ντεζάργκ και του Πασκάλ πάνω στην απεικόνιση σωμάτων 
στο επίπεδο. Το αντικείμενο του νέου κλάδου επικεντρώνεται από τον 
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Πονσελέ (1822) στη μελέτη των ιδιοτήτων των επίπεδων σχημάτων 
που παραμένουν αναλλοίωτες κατά την προβολή τους από ένα επίπε-
δο σε άλλο, ενώ η καθαυτό θεωρία της γεωμετρικής απεικόνισης (σε 
συνδυασμό με τα προβλήματα σχεδίασης) οδήγησε στο σύστημα της 
Παραστατικής Γεωμετρίας του Μονζ.
Σε όλους τους παραπάνω κλάδους οι θεμελιακές έννοιες και αξιώματα 
παρέμεναν σχεδόν τα ίδια από την εποχή της αρχαίας Ελλάδας. Άλλαζε 
το πεδίο των γεωμετρικών αντικειμένων που μελετόνταν και οι μέθοδοι 
που εφαρμόζονταν. Ριζική ανατροπή της εικόνας αυτής παρουσιάζεται 
στις αρχές του 19ου αι. με την ανακάλυψη της μη Ευκλείδειας Γεωμε-
τρίας από τον Ν. Λομπατσέφσκι (1829) και τον Γ. Μπόλυαϊ (1832). Ο 
Λομπατσέφσκι, ξεκινώντας από την άρνηση του πέμπτου αιτήματος του 
Ευκλείδη, κατασκεύασε ένα λογικά άψογο σύστημα Γεωμετρίας, παρά 
το γεγονός ότι οι ιδιότητες των γεωμετρικών σχημάτων στο σύστημα 
που περιέγραφε βρίσκονταν σε κατάφωρη αντίθεση με τη συνήθη επο-
πτική αντίληψη του χώρου.
Η νέα περίοδος που εγκαινιάζεται με τον Λομπατσέφσκι χαρακτηρίζεται 
από την ανάπτυξη νέων γεωμετρικών θεωριών (νέων «Γεωμετριών»), 
την αλλαγή του αντικειμένου της Γεωμετρίας (αντικείμενο της Γεωμε-
τρίας γίνονται τώρα «χώροι» διάφορων ειδών) και το διαχωρισμό της 
έννοιας του «μαθηματικού» από την έννοια του «πραγματικού» χώρου. 
Η νέα έννοια του γενικευμένου μαθηματικού χώρου διατυπώνεται σα-
φώς από τον Ρήμαν το 1854 και ανοίγει νέες προοπτικές στην ανάπτυξη 
της Γεωμετρίας οδηγώντας στη δημιουργία της λεγόμενης Ρη-μάνειας 
Γεωμετρίας, η οποία βρίσκει εφαρμογή στη θεωρία της σχετικότητας. 
Με τη δύση του 19ου αι. τα θεμέλια της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, αλλά 
και των άλλων (μη Ευκλείδειων) «Γεω-μετριών» αποσαφηνίζονται και 
εκτίθενται με τη μορφή συστήματος αξιωμάτων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
Tα βασικά γεωμετρικά σχήματα
Στόχος του κεφαλαίου αυτού είναι η εμπέδωση και η συστηματική μελέτη των πρωταρχικών 
εννοιών: σημείο, ευθεία, επίπεδο καθώς και των βασικών γεωμετρικών σχημάτων: ευθύγραμ-
μο τμήμα, γωνία, κύκλος, επίπεδο ευθύγραμμο σχήμα. Όπως είδαμε, οι πρωταρχικές έννοιες 
σημείο, ευθεία, επίπεδο δίνονται χωρίς ορισμό και με βάση αυτές ορίζονται τα βασικά γεω-
μετρικά σχήματα, τα οποία θα μελετήσουμε στη συνέχεια.

Andrea Mantegna (Ιταλός, περίπου 1431 - 1506). 
Οροφή από την "Camera degli Sposi" (Δωμάτιο των Συζύγων), 
τοιχογραφία από το Δουκικό Παλάτι, στη Μάντοβα της Ιταλίας.
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Οι πρωταρχικές γεωμετρικές έννοιες

Όπως αναφέραμε ήδη στην Εισαγωγή, η μελέτη της Γεωμε-
τρίας ξεκινά από έννοιες οι οποίες προκύπτουν άμεσα από 
την εμπειρία μας, όπως οι έννοιες σημείο, ευθεία και επί-
πεδο τις οποίες δεχόμαστε ως πρωταρχικές χωρίς περαιτέρω 
διευκρινίσεις. Οι έννοιες αυτές υπόκεινται στις παρακάτω 
παραδοχές:
•	 Από δύο σημεία διέρχεται μοναδική ευθεία.
•	 Για κάθε ευθεία υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο του 

επιπέδου που δεν ανήκει σε αυτή.
•	 Κάθε ευθεία έχει άπειρα σημεία και εκτείνεται απεριό-

ριστα και προς τις δύο κατευθύνσεις, χωρίς διακοπές και 
κενά.

 2.1 	 Σημεία, γραμμές και επιφάνειες

Ένα σημείο δεν έχει διαστάσεις. Το παριστάνουμε με μια 
τελεία και το ονομάζουμε με ένα κεφαλαίο γράμμα (π.χ. 
Σημείο Α, Σημείο Β (σχ.1)).
Αν μετακινήσουμε χωρίς διακοπή τη μύτη του μολυβιού 
πάνω σε ένα χαρτί, τότε το ίχνος της γράφει μία γραμμή 
(σχ.2). Σε κάθε θέση του μολυβιού το ίχνος της μύτης του 
παριστάνει ένα σημείο.
Επομένως, η γραμμή μπορεί να θεωρηθεί ως μια συνεχής 
σειρά θέσεων που παίρνει ένα κινητό σημείο.
Τη μορφή (σχήμα) κάθε στερεού σώματος την αντιλαμβα-
νόμαστε από την επιφάνειά του. Το σύνολο των σημείων 
τα οποία το χωρίζουν από το περιβάλλον του ονομάζεται 
επιφάνεια του σώματος.
Αρχικά θα ασχοληθούμε με τη μελέτη σχημάτων ή γραμ-
μών, που βρίσκονται σε μια ειδικού τύπου επιφάνεια, το 
επίπεδο.

 2.2 	Τ ο επίπεδο

Η απλούστερη από όλες τις επιφάνειες είναι η επίπεδη επι-
φάνεια ή απλά το επίπεδο. Η επιφάνεια του πίνακα, η επι-
φάνεια ενός λείου δαπέδου, η επιφάνεια μιας ήρεμης λίμνης 
κτλ. μας δίνουν την εικόνα ενός επιπέδου.
Στο πρώτο μέρος της Γεωμετρίας, που λέγεται επιπεδομε-
τρία, δε θα ορίσουμε το επίπεδο ούτε τα αξιώματα που το 

Σχήμα 1

A B

Σχήμα 2
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χαρακτηρίζουν, αλλά θα το μελετήσουμε εξετάζοντας τις 
ιδιότητες των σχημάτων, των οποίων όλα τα στοιχεία πε-
ριέχονται στο ίδιο επίπεδο. Τα σχήματα αυτά ονομάζονται 
επίπεδα σχήματα.

 2.3 	Η ευθεία

Γνωρίζουμε ότι από δύο διαφορετικά σημεία Α, Β διέρχεται 
μοναδική ευθεία. Την ευθεία αυτή ονομάζουμε ευθεία ΑΒ 
ή ΒΑ (σχ.3). Επίσης μία ευθεία συμβολίζεται είτε με ένα 
μικρό γράμμα (ε, ζ,...) του ελληνικού αλφαβήτου είτε ως xʹx. 
Προφανώς δύο διαφορετικές ευθείες δεν μπορεί να έχουν 
δύο κοινά σημεία. Άρα θα έχουν ένα μόνο κοινό σημείο ή 
κανένα. Δύο ευθείες που έχουν ένα μόνο κοινό σημείο λέ-
γονται τεμνόμενες ευθείες και το κοινό σημείο τους λέγεται 
τομή των δύο ευθειών, ενώ δύο ευθείες που δεν έχουν κοινό 
σημείο λέγονται παράλληλες.

Το ευθύγραμμο τμήμα

 2.4 	Η ημιευθεία

Κάθε ευθεία έχει άπειρα σημεία και εκτείνεται απεριόριστα 
χωρίς διακοπές και κενά. Έστω μία ευθεία xʹx και σημείο 
της Α (σχ.4). Τότε το σημείο χωρίζει την ευθεία σε δύο μέρη 
τα οποία συμβολίζουμε Ax και Axʹ και τα ονομάζουμε ημι-
ευθείες με αρχή το σημείο Α.
Η ευθεία xʹx λέγεται φορέας της ημιευθείας Ax (σχ.5).
Δύο ημιευθείες Ax, Αy με μόνο κοινό σημείο την αρχή τους 
Α, όταν έχουν τον ίδιο φορέα λέγονται αντικείμενες (σχ.6).

 2.5 	Τ ο ευθύγραμμο τμήμα

Σε ευθεία ε θεωρούμε δύο διαφορετικά σημεία Α, Β. Ευθύ-
γραμμο τμήμα ΑΒ ή ΒΑ (σχ.7) λέγεται το σχήμα που απο-
τελείται από τα δύο σημεία Α, Β και τα σημεία της ευθείας 
ε που βρίσκονται μεταξύ τους.
Τα σημεία Α και Β λέγονται άκρα του ευθύγραμμου τμή-
ματος, ενώ η ευθεία ε λέγεται φορέας του τμήματος. Τα 
σημεία ενός ευθύγραμμου τμήματος, εκτός των άκρων του, 
λέγονται εσωτερικά σημεία του τμήματος. Αν π.χ. το Γ είναι 
εσωτερικό σημείο του τμήματος ΑΒ (σχ.7), λέμε ότι τα Α, Β 
βρίσκονται εκατέρωθεν του Γ, ενώ τα Β, Γ είναι προς το 

Σχήμα 3

A B

x

y

ζ

xʹ

yʹ

O

ε

Σχήμα 4

A
xʹ x

Σχήμα 5

xʹ xA

Σχήμα 6

y xA

Σχήμα 7

εA B
Γ

ΣΗΜΕΙΩΣΗ
Όταν λέμε ότι προεκτείνουμε το 
τμήμα ΑΒ, θα εννοούμε προς το 
μέρος του Β, ενώ το ΒΑ προς το 
μέρος του Α.

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   17 23/7/2013   3:37:53 μμ



18

Ε Υ Κ Λ Ε Ι Δ Ε Ι Α  Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ Ι Α

ίδιο μέρος του Α. Δύο τμήματα, που έχουν κοινό ένα άκρο 
και δεν έχουν κοινά εσωτερικά σημεία, λέγονται διαδοχικά.

 2.6 	Μετατοπίσεις στο επίπεδο

Για κάθε επίπεδο σχήμα δεχόμαστε ότι μπορεί να μετατοπι-
σθεί μέσα στο επίπεδο πηγαίνοντας από την αρχική του 
θέση σε μια οποιαδήποτε άλλη θέση και να παραμένει 
αναλλοίωτο ως προς τη μορφή και το μέγεθος.
Το τελικό σχήμα που προκύπτει (δηλαδή το αρχικό σχήμα 
στην τελική θέση) λέγεται ομόλογο (ή εικόνα) του αρχικού.

 2.7 	 Σύγκριση ευθύγραμμων τμημάτων

► Ίσα ευθύγραμμα τμήματα

Δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγονται ίσα, όταν με κατάλληλη 
μετατόπιση συμπίπτουν.
Για την ισότητα ευθύγραμμων τμημάτων δεχόμαστε το πα-
ρακάτω αξίωμα:
Έστω ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Τότε για κάθε ημιευ-
θεία Γx υπάρχει μοναδικό σημείο της Δ, ώστε ΑΒ = ΓΔ 
(σχ.8). Άμεση συνέπεια του παραπάνω αξιώματος είναι η 
επόμενη κατασκευή.

► Κατασκευή ευθύγραμμου τμήματος ίσου προς δοσμένο

Έστω το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και η ημιευθεία Γx. Εφαρ-
μόζουμε τη μια ακίδα του διαβήτη στο Α και την άλλη στο 
Β και, στη συνέχεια, κρατώντας σταθερό το άνοιγμα του 
διαβήτη τοποθετούμε το ένα άκρο του στο Γ, οπότε το άλλο 
άκρο του ορίζει το σημείο Δ της Γx (σχ.8). Τότε το τμήμα 
ΓΔ είναι ίσο με το αρχικό.

► Γεωμετρικές κατασκευές

Η παραπάνω διαδικασία λέγεται γεωμετρική κατασκευή. 
Θα λέμε ότι ένα σχήμα κατασκευάζεται γεωμετρικά, όταν 
μπορούμε να το σχεδιάσουμε χρησιμοποιώντας αποκλει-
στικά τα γεωμετρικά όργανα, δηλαδή τον κανόνα (χωρίς 
υποδιαιρέσεις) και το διαβήτη.

► Μέσο ευθύγραμμου τμήματος

Μέσο ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ ονομάζεται ένα εσω-
τερικό του σημείο Μ τέτοιο, ώστε ΑΜ = ΜΒ (σχ.9).
Δεχόμαστε ότι κάθε τμήμα έχει μοναδικό μέσο.

Σχήμα 8

A B
Γ Δ x

Σχήμα 9

A Μ B
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► Άνισα ευθύγραμμα τμήματα

Έστω δύο ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ. Προεκτείνουμε 
το ΓΔ οπότε προκύπτει η ημιευθεία Γx. Μετατοπίζουμε το 
ΑΒ ώστε το Α να ταυτιστεί με το Γ. Τότε θα υπάρχει μονα-
δικό σημείο Ε της Γx, ώστε ΑΒ = ΓΕ.
•	 Αν το Ε είναι εσωτερικό σημείο του τμήματος ΓΔ, θα 

λέμε ότι το τμήμα ΑΒ είναι μικρότερο από το ΓΔ. Συμ-
βολίζουμε ΑΒ < ΓΔ (σχ.10α).

•	 Αν το Ε ταυτίζεται με το Δ, τότε ΑΒ = ΓΔ, όπως προη-
γούμενα (σχ.10β).

•	 Αν το Ε δεν είναι εσωτερικό σημείο του τμήματος ΓΔ, 
θα λέμε ότι το τμήμα ΑΒ είναι μεγαλύτερο από το ΓΔ. 
Συμβολίζουμε ΑΒ > ΓΔ (σχ.10γ).

 2.8 	�Π ράξεις μεταξύ ευθύγραμμων 
τμημάτων

Έστω δύο ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΓΔ.
	 i)	 Με τη βοήθεια του διαβήτη ορίζουμε πάνω σε μία ευθεία 

ε τα διαδοχικά τμήματα ΕΖ = ΑΒ και ΖΗ = ΓΔ (σχ.11). 
Έτσι κατασκευάζουμε το τμήμα ΕΗ, που λέγεται άθροι-
σμα των ΑΒ και ΓΔ και γράφουμε ΕΗ = ΑΒ + ΓΔ. Η 
διαδικασία αυτή λέγεται πρόσθεση δύο ευθύγραμμων 
τμημάτων. Στην πρόσθεση ευθύγραμμων τμημάτων 
ισχύουν ιδιότητες ανάλογες με αυτές που ισχύουν στην 
πρόσθεση αριθμών (βλ. Δραστηριότητα).

	ii)	 Αν ΑΒ < ΓΔ τότε υπάρχει εσωτερικό σημείο Ε του ΓΔ, 
ώστε ΓΕ = ΑΒ (σχ.12). Το τμήμα ΕΔ λέγεται διαφορά 
του ΑΒ από το ΓΔ και συμβολίζεται ΕΔ = ΓΔ – ΑΒ.

	iii)	 Αν ν φυσικός αριθμός, τότε ονομάζεται γινόμενο του 
τμήματος ΑΒ επί το φυσικό αριθμό ν το ευθύγραμμο 
τμήμα ΕΖ, το οποίο είναι το άθροισμα ν διαδοχικών 
ευθύγραμμων τμημάτων ίσων προς το ΑΒ (σχ.13). Γρά-
φουμε

	 ΕΖ = ν ∙ ΑΒ ή ισοδύναμα ΑΒ = 
ΕΖ
ν

 .

Να αποδείξετε τις παρακάτω ιδιότητες που ισχύουν στην πρόσθεση των 
ευθύγραμμων τμημάτων:
 i) ΑΒ + ΓΔ = ΓΔ + ΑΒ (αντιμεταθετική) 
ii) (ΑΒ + ΓΔ) + ΕΖ = ΑΒ + (ΓΔ + ΕΖ) (προσεταιριστική).

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Σχήμα 11

Ε

A
B

Γ Δ

Ζ Η ε

Σχήμα 12

A B

Γ
Ε

Δ

Σχήμα 13

ν όροι

Ε A B Ζ

Σχήμα 10

A B
Γ

Ε
Δ

x
α

A B
ΔΓ
Ε

β

BA

Γ Δ
Ε

γ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Αν ΑΒ = ΓΔ, τότε η διαφορά 
ΓΔ – ΑΒ είναι ένα ευθύγραμμο 
τμήμα, τα άκρα του οποίου συ-
μπίπτουν. Το τμήμα αυτό λέγεται 
μηδενικό ευθύγραμμο τμήμα.
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 2.9 	� Μήκος ευθύγραμμου τμήματος - 
Απόσταση δύο σημείων

► Μήκος ευθύγραμμου τμήματος

Είπαμε παραπάνω ότι μπορούμε να συγκρίνουμε κάθε ευθύ-
γραμμο τμήμα με ένα άλλο ευθύγραμμο τμήμα. Ένα τμήμα 
με το οποίο συγκρίνουμε όλα τα ευθύγραμμα τμήματα λέ-
γεται μονάδα μήκους. Θα δούμε στη συνέχεια (Κεφάλαιο 
7) ότι για δύο οποιαδήποτε ευθύγραμμα τμήματα ΓΔ και ΑΒ 
υπάρχει ένας θετικός αριθμός ρ (όχι απαραίτητα φυσικός), 
ώστε ΓΔ = ρΑΒ. Έτσι, αν θεωρήσουμε ως μονάδα μήκους 
το ΑΒ, τότε ο αριθμός ρ λέγεται μήκος του ευθύγραμμου 
τμήματος ΓΔ.

► Απόσταση δύο σημείων

Έστω δύο σημεία Α, Β (σχ.14). Το μήκος του ευθύγραμμου 
τμήματος ΑΒ λέγεται απόσταση των σημείων Α και Β.

 2.10 	 Σημεία συμμετρικά ως προς κέντρο

Έστω Ο σημείο του επιπέδου. Τότε για κάθε σημείο Α, 
υπάρχει μοναδικό σημείο Β τέτοιο, ώστε το Ο να είναι το 
μέσο του ΑΒ. Πράγματι αρκεί να προεκτείνουμε το τμήμα 
ΑΟ και στην ημιευθεία Οx να πάρουμε τμήμα ΟΒ = ΟΑ 
(σχ.15). Το σημείο Β λέγεται συμμετρικό του Α ως προς Ο. 
Προφανώς και το Α είναι συμμετρικό του Β ως προς το Ο. 
Τα σημεία Α και Β λέγονται συμμετρικά σημεία ως προς 
κέντρο συμμετρίας το σημείο Ο. Παρατηρούμε ότι τα άκρα 
ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι συμμετρικά ως προς το 
μέσο του.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ
Το μήκος του τμήματος ΑΒ θα 
συμβολίζεται με (ΑΒ) ή απλού-
στερα με ΑΒ, όταν δεν υπάρχει 
περίπτωση σύγχυσης.

Σχήμα 14

A B

Σχήμα 15

A Ο B x

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Δύο διαφορετικές ευθείες μπορεί να έχουν:
	     i) κανένα κοινό σημείο
	    ii) ένα κοινό σημείο 
	   iii) δύο κοινά σημεία
	    iv) άπειρα κοινά σημεία  
	 Αιτιολογήστε την απάντησή σας.
2.	 Στο παρακάτω σχήμα ποιες ημιευθείες 

ορίζονται:
	 i)	 με αρχή το Α,       ii)  με αρχή το Β. 

A B
y x

	 Ποιες από αυτές είναι αντικείμενες;

3.	 Τα σημεία Α, Β, Γ και Δ είναι συνευθειακά. 
Αν το Β είναι μεταξύ των Α, Γ και το Γ με-
ταξύ των Α, Δ, να δικαιολογήσετε γιατί το 
Γ είναι μεταξύ των Β, Δ.

A B Γ Δ

4.	 Οι ημιευθείες Oxʹ και Ox του παρακάτω 
σχήματος είναι αντικείμενες;

O

xʹ x

5.	 Πόσες ευθείες ορίζουν τρία διαφορετικά 
σημεία;
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Γωνίες

 2.11 	 Ημιεπίπεδα
Για το επίπεδο δεχόμαστε ότι:
Κάθε ευθεία ε ενός επιπέδου Π χωρίζει το επίπεδο αυτό 
σε δύο μέρη Π1 και Π2, τα οποία βρίσκονται εκατέρωθεν 
αυτής. Τα σημεία του Π1, μαζί με τα σημεία της ε (σχ.16) 
αποτελούν ένα σχήμα που λέγεται ημιεπίπεδο.
Για να καθορισθεί ένα ημιεπίπεδο, αρκεί να ξέρουμε, εκτός 
από την ευθεία ε, ένα ακόμα σημείο του. Έστω Α αυτό το 
σημείο (σχ.16), τότε το Π1 συμβολίζεται και (ε, Α). Όμοια 
το Π2 συμβολίζεται (ε, Β).
Για τα ημιεπίπεδα Π1 και Π2 δεχόμαστε ότι:

Αν δύο σημεία του επιπέδου βρίσκονται εκατέρωθεν 
μίας ευθείας ε, τότε η ευθεία ε τέμνει το ευθύγραμμο 
τμήμα που ορίζουν τα δύο σημεία.

Έτσι η ε τέμνει το ΑΒ στο σημείο Γ, που βρίσκεται μεταξύ 
των Α και Β, ενώ δεν τέμνει το ΔΖ (σχ.16).

Σχήμα 16

B

Γ
A

Δ

Ζ

ε

Π1

Π2

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να γράψετε τα ευθύγραμμα τμήματα που 

ορίζονται από όλα τα σημεία των παρακά-
τω σχημάτων:

A

A

M

B Γ

Ki) ii)
B Γ Δ

2.	 Σχεδιάστε τρεις ευθείες, οι οποίες να τέ-
μνονται ανά δυο, χωρίς να διέρχονται όλες 
από το ίδιο σημείο και βρείτε: i) πόσα εί-
ναι τα σημεία τομής των ευθειών, ii) πόσες 
ημιευθείες και πόσα ευθύγραμμα τμήματα 
ορίζονται.

3.	 Σε ευθεία ε παίρνουμε τα διαδοχι-
κά σημεία Α, Β, Γ και Δ ώστε ΑΒ = ΓΔ.  
Να δικαιολογήσετε ότι ΑΓ = ΒΔ.

4.	 Σε ευθεία ε παίρνουμε τα διαδοχικά ση-
μεία Α, Β και Γ. Αν Μ και Ν τα μέσα των 
ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, να δικαιολογήσετε 
ότι ΑΓ = 2ΜΝ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Σε ευθεία ε παίρνουμε τα διαδοχικά ευθύ-

γραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ. Αν Ε, Ζ είναι 
τα μέσα των ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα, να απο-
δείξετε ότι:

	i) EZ =  ΑΔ + ΒΓ
2

,  ii) ΑΓ + ΒΔ = ΑΔ + ΒΓ.

2.	 Σε ευθεία ε θεωρούμε τμήμα ΑΒ, το μέσο 
του Μ, Γ τυχαίο εσωτερικό σημείο του τμή-
ματος ΜΒ και Δ τυχαίο σημείο εξωτερικό 
του τμήματος ΑΒ. Να αποδείξετε ότι:

	i) ΓΜ =  ΓΑ – ΓΒ
2

 ,   ii) ΔΜ =  ΔΑ + ΔΒ
2

 .

3.	   i) �Να αποδείξετε ότι για κάθε τριάδα συ-
νευθειακών σημείων Α, Β, Γ, ισχύει  
ΑΒ ≤ ΑΓ + ΓΒ.

	 ii) �Αν τα σημεία Α, Β, Γ, Δ είναι συνευθειακά, 
να αποδείξετε ότι ΑΔ ≤ ΑΓ + ΓΒ + ΒΔ.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Αν Α, Β, Γ είναι τρία συνευθειακά σημεία 
και Δ, Ε τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, 
να αποδείξετε ότι

	 ΔΕ = ΒΓ
2

 .

2.	 Από μια περιοχή διέρχονται τέσσερις ευθεί-
ες οδοί, έτσι ώστε ανά δύο να διασταυρώ-
νονται και ανά τρεις να μη διέρχονται από 
το ίδιο σημείο. Η τροχαία για να διευκολύ-
νει την κίνηση θέλει να τοποθετήσει έναν 
τροχονόμο σε κάθε διασταύρωση. Πόσοι 
τροχονόμοι χρειάζονται; Να εξετασθεί το 
ίδιο πρόβλημα για ν δρόμους (ν ≥ 2).
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 2.12 	 Η γωνία

Από τυχαίο σημείο Ο ενός επιπέδου φέρουμε δύο ημιευθεί-
ες Οx και Οy (σχ.17), οι οποίες δεν έχουν τον ίδιο φορέα. 
Έστω σημεία Α, Β των ημιευθειών Ox, Oy αντίστοιχα. Το 
σχήμα που αποτελείται από τα κοινά σημεία των ημιεπιπέ-
δων (Ox, B) και (Oy, A) λέγεται κυρτή γωνία με κορυφή Ο 
και πλευρές Οx και Οy. Συμβολίζεται με xÔy ή yÔx ή Ô ή 
AÔB ή BÔA (σχ.17) και είναι φανερό ότι καθορίζεται από 
τις πλευρές της. 
Τα σημεία του επιπέδου, που δεν ανήκουν στην κυρτή γωνία 
xÔy, μαζί με τα σημεία των ημιευθειών Οx και Oy λέγεται 
μη κυρτή γωνία με κορυφή Ο και πλευρές Ox και Oy.
Τα σημεία μίας γωνίας, που δεν ανήκουν στις πλευρές της 
λέγονται εσωτερικά σημεία της και αποτελούν το εσωτε-
ρικό της γωνίας. Τα σημεία που δεν ανήκουν στη γωνία 
λέγονται εξωτερικά σημεία της και αποτελούν το εξωτερικό 
της γωνίας. 
Στην ειδική περίπτωση που οι ημιευθείες Οx και Οy έχουν 
τον ίδιο φορέα τότε:
•	 Αν οι ημιευθείες Οx και Οy ταυτίζονται, τότε ορίζουν 

μία μόνο ημιευθεία Οx (σχ.18) και η κυρτή γωνία xÔy 
λέγεται μηδενική γωνία, ενώ η μη κυρτή γωνία xÔy ταυ-
τίζεται με όλο το επίπεδο (σχ.19) και λέγεται πλήρης 
γωνία.

•	 Αν οι ημιευθείες Οx, Oy είναι αντικείμενες (σχ.20), τότε 
καθένα από τα δύο ημιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία xy 
λέγεται ευθεία γωνία.

Στα επόμενα, όταν θα λέμε απλώς γωνία, θα εννοούμε κυρτή 
γωνία.

 2.13 	 Σύγκριση γωνιών

Ας θεωρήσουμε δύο γωνίες AÔB και AÔBʹ που έχουν κοινή 
κορυφή Ο, την ΟΑ κοινή πλευρά και τις ΟΒ, ΟΒʹ προς το 
ίδιο ημιεπίπεδο ως προς το φορέα της ΟΑ (σχ.21α). Τότε:
	 i)	 Αν οι πλευρές ΟΒ και ΟΒʹ συμπίπτουν, λέμε ότι οι γω-

νίες είναι ίσες και γράφουμε AÔB = AÔBʹ. 
	ii)	 Αν η πλευρά ΟΒʹ βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας 

AÔB, λέμε ότι η γωνία AÔBʹ είναι μικρότερη από τη 
γωνία AÔB και γράφουμε AÔBʹ< AÔB.

	iii)	 Αν η πλευρά ΟΒʹ βρίσκεται εκτός της γωνίας AÔB, 
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λέμε ότι η γωνία AÔBʹ είναι μεγαλύτερη από τη γωνία 
AÔB και γράφουμε AÔBʹ> AÔB.

Για να συγκρίνουμε δύο γωνίες AÔB και ΓK̂Δ που βρίσκο-
νται σε τυχαία θέση μετατοπίζουμε την ΓK̂Δ έτσι ώστε, η 
κορυφή της Κ να ταυτισθεί με το Ο και η μία της πλευρά ΓΚ 
να συμπέσει με την πλευρά ΟΑ της γωνίας AÔB.
Τότε έχουμε τις εξής περιπτώσεις:
•	 Αν η πλευρά ΚΔ συμπίπτει με την ΟΒ, τότε οι γωνίες 

είναι ίσες: AÔB = ΓK̂Δ (σχ.21β).
•	 Αν η πλευρά ΚΔ βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας 

AÔB, τότε η γωνία ΓK̂Δ είναι μικρότερη της AÔB: ΓK̂Δ 
< AÔB (σχ.21γ).

•	 Αν η πλευρά ΚΔ βρίσκεται στο εξωτερικό της γωνίας 
AÔB, τότε η γωνία ΓK̂Δ είναι μεγαλύτερη της AÔB: 
ΓK̂Δ > AÔB (σχ.21δ).
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Σχήμα 24

ε1
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Σχήμα 25

Ορθή γωνία Οξεία γωνία

Αμβλεία γωνία

Διχοτόμος γωνίας

Διχοτόμος μιας γωνίας xÔy λέγεται η ημιευθεία Οδ, που 
βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας και τη χωρίζει σε δύο 
ίσες γωνίες, δηλαδή xÔδ = δÔy (σχ.22).
Δεχόμαστε ότι κάθε γωνία έχει μοναδική διχοτόμο.

Κάθετες ευθείες - Είδη γωνιών

Έστω xÔy μια ευθεία γωνία και Οδ η διχοτόμος της (σχ.23). 
Καθεμία από τις ίσες γωνίες xÔδ και δÔy που προκύπτουν 
λέγεται ορθή γωνία, και θα τη συμβολίζουμε ⌊. 
Οι φορείς των πλευρών μίας ορθής γωνίας ονομάζονται ευ-
θείες κάθετες μεταξύ τους. Δύο κάθετες ευθείες ε1, ε2 τις 
συμβολίζουμε με ε1⊥ε2 (σχ.24).
Μια κυρτή γωνία θα λέγεται οξεία αν είναι μικρότερη από 
ορθή γωνία, ενώ θα λέγεται αμβλεία αν είναι μεγαλύτερη 
από ορθή γωνία (σχ.25).
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 2.14 	Ε υθεία κάθετη από σημείο σε ευθεία

Ας θεωρήσουμε ευθεία xʹx και ένα σημείο Α (σχ.26). 

Aν το Α είναι σημείο της ευθείας και Αδ η διχοτόμος της 
ευθείας γωνίας xÂxʹ, τότε από τον ορισμό της ορθής γωνίας 
προκύπτει ότι Αδ⊥xʹx.

Αν υποθέσουμε ότι και μια άλλη ευθεία Αz (σχ.26), δια-
φορετική της Αδ, είναι κάθετη στην xxʹ, τότε θα είναι 
xÂz = zÂxʹ = 1⌊, δηλαδή η Αz είναι διχοτόμος της xÂxʹ. 
Aυτό, όμως, είναι άτοπο, γιατί η διχοτόμος είναι μοναδική. 
Αποδείξαμε λοιπόν ότι: 

Από κάθε σημείο ευθείας άγεται μία μόνο κάθετος σε 
αυτή. 
Το ίδιο συμβαίνει (σχ.27) όταν το Α δεν είναι σημείο της 
ευθείας. Μπορούμε λοιπόν να χρησιμοποιούμε την ύπαρξη 
και τη μοναδικότητα της καθέτου, έννοιες τις οποίες θα δια
πραγματευθούμε με περισσότερες λεπτομέρειες παρακάτω 
(βλ. §3.5), όπου και θα γίνει η κατασκευή της καθέτου με 
χρήση κανόνα και διαβήτη.

Το μήκος του μοναδικού κάθετου ευθύγραμμου τμήματος 
ΑΟ που άγεται από το σημείο Α στην ευθεία xʹx λέγεται 
απόσταση του σημείου Α από την ευθεία xʹx (σχ.27).

► �Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος -  
Σημεία συμμετρικά ως προς άξονα

Η ευθεία ε που είναι κάθετη στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 
και διέρχεται από το μέσο του λέγεται μεσοκάθετος του 
ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (σχ.28).

Τα σημεία Α, Β λέγονται συμμετρικά ως προς την ευθεία ε. 
Η ευθεία ε λέγεται άξονας συμμετρίας.

Για να βρούμε επομένως το συμμετρικό ενός σημείου Μ ως 
προς μια ευθεία ε, φέρουμε το κάθετο τμήμα από το Μ προς 
την ευθεία και προεκτείνουμε κατά ίσο τμήμα. Το άκρο Μʹ 
της προέκτασης αυτής είναι το συμμετρικό του Μ (σχ.29). 
Το συμμετρικό ως προς την ευθεία ε κάθε σημείου της ορί-
ζεται να είναι το ίδιο το σημείο.
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Σχήμα 29

Μ

Μ′

ε

ΣΧΟΛΙΟ
Μέθοδος της  
«απαγωγής σε άτοπο»

Στην απόδειξη της μοναδικότη-
τας της καθέτου σε ευθεία, από 
σημείο Α της ευθείας, υποθέσα-
με ότι εκτός της Αδ υπάρχει και 
άλλη κάθετος προς τη xʹx (δηλα-
δή ότι το συμπέρασμα δεν είναι 
ακριβές) και καταλήξαμε ότι η 
γωνία xʹÂx έχει δύο διχοτόμους, 
το οποίο είναι «άτοπο» (δηλαδή 
έρχεται σε αντίφαση με την υπό-
θεση ή άλλη γνωστή πρόταση). 
Ο παραπάνω τρόπος απόδειξης 
λέγεται μέθοδος της «απαγωγής 
σε άτοπο».
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 2.15 	Π ράξεις μεταξύ γωνιών

► �Εφεξής γωνίες

Δύο γωνίες λέγονται εφεξής, αν έχουν κοινή κορυφή, μία 
πλευρά κοινή και τις μη κοινές πλευρές εκατέρωθεν της κοι-
νής, π.χ. οι γωνίες xÔy και yÔz (σχ.30) είναι εφεξής.
Η γωνία ΑÔΒ (σχ.31) είναι εφεξής με τη ΒÔΓ, και η ΒÔΓ 
είναι εφεξής με τη ΓÔΔ. Οι γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ, ΓÔΔ λέγο-
νται διαδοχικές.

► �Πρόσθεση γωνιών -  
Γινόμενο γωνίας επί φυσικό αριθμό

	 i)	 Άθροισμα δύο εφεξής γωνιών ΑÔΒ και ΒÔΓ λέγεται η 
γωνία ΑÔΓ με πλευρές τις δύο μη κοινές πλευρές των 
εφεξής γωνιών (σχ.31).

		  Αν οι γωνίες δεν είναι εφεξής τις μετατοπίζουμε ώστε 
να γίνουν. Αν έχουμε παραπάνω από δύο γωνίες, τις κα-
θιστούμε διαδοχικές, π.χ. ΑÔΔ = ΑÔΒ + ΒÔΓ + ΓÔΔ 
(σχ.31).

	ii)	 Έστω ΑÔΒ > ΓÊΔ (σχ.32). Μετατοπίζουμε τη γωνία 
ΓÊΔ, ώστε η πλευρά της ΕΓ να συμπέσει με την ΟΑ 
ενώ η πλευρά της ΕΔ μετατοπίζεται σε ημιευθεία ΟΖ 
στο εσωτερικό της ΑÔΒ (σχ.32). Η γωνία ZÔΒ λέγεται 
διαφορά της γωνίας ΓÊΔ από την ΑÔΒ και συμβολίζε-
ται ΑÔΒ − ΓÊΔ. Είναι φανερό ότι ΓÊΔ + ΖÔΒ = ΑÔΒ.

		  Η διαφορά δύο ίσων γωνιών είναι η μηδενική γωνία.
	iii)	 Γινόμενο της γωνίας ΑÔΒ επί το φυσικό αριθμό ν ονο-

μάζεται το άθροισμα ν διαδοχικών γωνιών ίσων με ΑÔΒ.
		  Γράφουμε ν · ΑÔB =                                 � ���� ����ΑÔB+ΑÔB+...+ΑÔB

ν όροι
,

		  π.χ. ΑÔΔ = ΑÔB+ΒÔΓ+ΓÔΔ = 3ΑÔB ή ισοδύναμα

		  ΑÔB = 
ΑÔΔ

3
 (σχ.33).

 2.16 	 Απλές σχέσεις γωνιών

► �Συμπληρωματικές γωνίες

Δύο γωνίες λέγονται συμπληρωματικές αν έχουν άθροισμα 
μία ορθή γωνία. Καθεμία από αυτές λέγεται και συμπλή-
ρωμα της άλλης, π.χ. οι γωνίες ΑÔΒ και ΒÔΓ (σχ.34) είναι 
συμπληρωματικές.
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Το άθροισμα γωνιών ή το γινόμε-
νο γωνίας με φυσικό αριθμό μπο-
ρεί να ξεπεράσει την πλήρη γωνία.
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► �Παραπληρωματικές γωνίες

Δύο γωνίες λέγονται παραπληρωματικές αν έχουν άθροι-
σμα μια ευθεία γωνία. Καθεμία από αυτές λέγεται και πα-
ραπλήρωμα της άλλης (σχ.35).
Προφανώς τα παραπληρώματα ή συμπληρώματα της ίδιας 
γωνίας (ή ίσων γωνιών) είναι ίσες γωνίες.

Δύο εφεξής και παραπληρωματικές γωνίες έχουν τις μη 
κοινές πλευρές τους αντικείμενες ημιευθείες και αντί-
στροφα.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Αν οι εφεξής γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ (σχ.35) είναι παραπληρω-
ματικές, το άθροισμά τους ΑÔΓ είναι μία ευθεία γωνία. 
Επομένως, από τον ορισμό της ευθείας γωνίας οι πλευρές 
ΟΑ και ΟΓ είναι αντικείμενες ημιευθείες.
Αντίστροφα. Αν οι εφεξής γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ (σχ.35) έχουν 
τις μη κοινές πλευρές τους αντικείμενες ημιευθείες, τότε 
από τον ορισμό του αθροίσματος δύο γωνιών προκύπτει 
ότι το άθροισμα των γωνιών ΑÔΒ και BÔΓ είναι η ευθεία 
γωνία ΑÔΓ. Άρα, οι γωνίες ΑÔΒ και ΒÔΓ είναι παραπλη-
ρωματικές.

► �Κατακορυφήν γωνίες 

Δύο γωνίες λέγονται κατακορυφήν, αν έχουν κοινή κορυφή 
και οι πλευρές της μίας είναι προεκτάσεις των πλευρών της 
άλλης.
Π.χ. οι γωνίες xÔy και xʹÔyʹ καθώς και οι γωνίες yÔxʹ και 
xÔyʹ είναι κατακορυφήν (σχ.36).

Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.
Θεώρημα ι

 Απόδειξη

Θεωρούμε τις κατακορυφήν γωνίες xÔy και xʹÔyʹ (σχ.36). 
Παρατηρούμε ότι οι δύο γωνίες είναι ίσες ως παραπληρώ-
ματα της ίδιας γωνίας yÔxʹ.

Η προέκταση της διχοτόμου μιας γωνίας είναι διχοτόμος 
της κατακορυφήν της γωνίας.

Θεώρημα ιΙ
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ΣΧΟΛΙΟ
Αντίστροφα Θεωρήματα λέγο-
νται αυτά στα οποία η υπόθεση 
του ενός είναι συμπέρασμα του 
άλλου. Όταν αποδείξουμε ένα 
θεώρημα (ευθεία πρόταση) δεν 
προκύπτει ότι και το αντίστροφο 
είναι αληθές, π.χ.:
Ευθεία Πρόταση: Αν δύο γω-
νίες είναι ορθές, τότε είναι ίσες.
Αντίστροφη Πρόταση: Αν δύο 
γωνίες είναι ίσες, τότε είναι ορ-
θές. Προφανώς η πρόταση αυτή 
δεν αληθεύει.
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 Απόδειξη

Έστω οι κατακορυφήν γωνίες xÔy και xʹÔyʹ και η διχοτόμος 
Οδ της xÔy. Τότε δÔx = δÔy.
Αν Οδʹ είναι η προέκταση της Οδ, τότε Ô1 = δÔx και 
Ô2 = δÔy (ως κατακορυφήν).
Άρα Ô1 = Ô2, δηλαδή η Οδʹ είναι διχοτόμος της xʹÔyʹ.

Οι διχοτόμοι δύο εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών 
είναι κάθετες.

Θεώρημα ιΙι

 Απόδειξη

Έστω ΑÔΒ και ΒÔΓ δύο εφεξής και παραπληρωματικές 
γωνίες και ΟΔ, ΟΕ οι διχοτόμοι τους (σχ.38).
Τότε ΑÔB + ΒÔΓ = 2└  ή  2ΔÔΒ + 2ΒÔΕ = 2⌊  ή
ΔÔΒ + ΒÔΕ = 1⌊  ή  ΔÔΕ = 1└. Άρα ΟΔ⊥ΟΕ.
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 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Ποιο είναι το συμμετρικό του σημείου Α 
ως προς:

	 i)	 την ευθεία ε1,
	 ii)	 την ευθεία ε2,
	iii)	 το σημείο Μ.

	 Αιτιολογήστε την απά-
ντησή σας.

2.	 Στο διπλανό σχήμα να 
βρείτε τις οξείες, τις 
ορθές και τις αμβλείες 
γωνίες που υπάρχουν.

3.	 Να γράψετε τρία ζεύ-
γη εφεξής και παρα-
πληρωματικών γω-
νιών που υπάρχουν  
στο διπλανό σχήμα.

4.	   i) �Οι γωνίες AÔB και ΓÔΔ είναι εφεξής;
	 ii) �Οι γωνίες ΑÔΓ και AÔB είναι διαδο-

χικές;
	 Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Ο A

BΓΔ

5.	 Υπάρχει περίπτωση η συμπληρωματική 
μιας γωνίας να είναι ίση με την παραπλη-
ρωματική της;

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1. 	Θεωρούμε τρεις διαδοχικές γωνίες xÔy, 
yÔz και zÔt, ώστε xÔz = yÔt.

	 Να δικαιολογήσετε ότι xÔy = zÔt.

2.	 Να υπολογίσετε, σε μέρη ορθής, τη γωνία 
ω του παρακάτω σχήματος.

ω ω

3.	 Ένα ρολόι τοίχου δείχνει εννέα η ώρα 
ακριβώς. Τι γωνία σχηματίζουν οι δείκτες 
του ρολογιού; Μετά από πόσες ώρες (φυ-
σικό αριθμό) οι δείκτες του ρολογιού θα 
σχηματίζουν ίση γωνία;

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Να αποδείξετε ότι οι διχοτόμοι δύο εφε-
ξής γωνιών σχηματίζουν γωνία ίση με το 
ημιάθροισμα των γωνιών αυτών.

ε2

ε1

A B
Μ

x y
z

tΟ

A

B
Δ

Γ
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Κύκλος

 2.17 	 Έννοια και στοιχεία του κύκλου

Θεωρούμε ένα σταθερό σημείο Ο και ένα τμήμα ΚΛ = ρ 
(σχ.39).
Κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ λέγεται το επίπεδο σχήμα 
του οποίου όλα τα σημεία απέχουν από το Ο απόσταση ίση 
με ρ. Δεχόμαστε ότι ο κύκλος είναι μία κλειστή γραμμή χω-
ρίς διακοπές και κενά. Ένας κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα 
ρ συμβολίζεται με (Ο, ρ) ή με (Ο) αν δεν είναι απαραίτητη η 
αναφορά της ακτίνας και σχεδιάζεται με το γνωστό μας δια-
βήτη (σχ.40). Κάθε τμήμα ΟΜ, όπου Μ σημείο του κύκλου 
(Ο, ρ) (σχ.40), λέγεται επίσης ακτίνα του κύκλου.
Για τα σημεία Μ ενός κύκλου (Ο, ρ) και μόνο γι’ αυτά ισχύει 
ΟΜ = ρ. Η ισότητα αυτή είναι, επομένως, «χαρακτηριστι-
κή» για τα σημεία του.
Το σύνολο όλων των σημείων του επιπέδου που έχουν μια 
(κοινή) χαρακτηριστική ιδιότητα λέγεται γεωμετρικός τό-
πος. Έτσι ο κύκλος (Ο, ρ) είναι ο γεωμετρικός τόπος των 
σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία, και μόνο γι’ αυτά, 
ισχύει ΟΜ = ρ.

► �Τόξα - Χορδές

Ας θεωρήσουμε έναν κύκλο, κέντρου Ο και δύο σημεία του 
Α και Β (σχ.41α). Τα σημεία αυτά χωρίζουν τον κύκλο σε 

2.	 Θεωρούμε κυρτή γωνία ΑÔΒ, τη διχοτόμο 
της ΟΔ και τυχαία ημιευθεία ΟΓ εσωτερι-
κή της γωνίας ΑʹÔΒ, όπου ΟΑʹ η αντικεί-
μενη ημιευθεία της ΟΑ. Να αποδείξετε ότι   

ΓÔΔ =  ΓÔA + ΓÔB
2

 .

3.	 Θεωρούμε κυρτή γωνία ΑÔΒ, τη διχοτόμο 
της ΟΔ και τυχαία ημιευθεία ΟΓ εσωτε-
ρική της γωνίας ΔÔΒ. Να αποδείξετε ότι   

ΓÔΔ =  ΓÔA – ΓÔB
2

 .

Σύνθετα Θέματα

1.	 Δίνονται οι διαδοχικές γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ, 
ΓÔΔ με άθροισμα μικρότερο από δύο ορ-
θές. Αν Οx, Οy είναι οι διχοτόμοι των γω-
νιών ΑÔΒ, ΓÔΔ αντίστοιχα, να αποδείξε-

τε ότι  xÔy =  AÔΔ + ΒÔΓ
2

 .

2.	 Θεωρούμε αμβλεία γωνία ΑÔΒ και στο 
εσωτερικό της την ημιευθεία ΟΓ⊥ΟΑ. Αν 
ΟΔ, ΟΕ οι διχοτόμοι των γωνιών ΑÔΒ 
και ΒÔΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 

ΔÔΕ =  1
2

 ⌊.
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δύο μέρη. Το ένα βρίσκεται στο ημιεπίπεδο Π1, που ορίζει 
η ευθεία ΑΒ, και το άλλο στο Π2.

Καθένα από τα μέρη αυτά λέγεται τόξο του κύκλου με άκρα 
Α και Β και συμβολίζεται με A͡B. Κάθε σημείο ενός τόξου, 
διαφορετικό από τα άκρα του λέγεται εσωτερικό σημείο του 
τόξου. Για να αναφερθούμε στο ένα από τα τόξα με άκρα τα 
Α και Β, χρησιμοποιούμε και ένα εσωτερικό σημείο. Έτσι, 
τα τόξα του σχ.41α με άκρα Α, Β συμβολίζονται με ΑΓΒ  
το ένα και με Α∆B  το άλλο.

Το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ (σχ.41β) που ορίζεται από τα 
άκρα Α, Β ενός τόξου λέγεται χορδή του τόξου. Η χορδή 
ενός τόξου λέγεται και χορδή του κύκλου.

To μοναδικό κάθετο τμήμα ΟΚ (σχ.41β) που άγεται από το 
κέντρο Ο προς τη χορδή ΑΒ λέγεται απόστημα της χορδής.

Μια χορδή που διέρχεται από το κέντρο του κύκλου λέγεται 
διάμετρος του κύκλου.

Τα άκρα μιας διαμέτρου λέγονται αντιδιαμετρικά σημεία 
του κύκλου. Για παράδειγμα, το τμήμα ΕΖ (σχ.41β) είναι 
μια διάμετρος του κύκλου και τα σημεία Ε, Ζ είναι αντιδια-
μετρικά σημεία. Είναι φανερό ότι η διάμετρος είναι διπλά-
σια της ακτίνας και το κέντρο του κύκλου είναι το μέσο της.

Επειδή το μέσο ενός τμήματος είναι μοναδικό, προκύπτει 
ότι το κέντρο κάθε κύκλου είναι μοναδικό.

► �Θέση σημείου ως προς κύκλο

Έστω ένας κύκλος (Ο, ρ) και μία ημιευθεία Οx που τον τέ-
μνει στο σημείο Α. Για κάθε σημείο Β (σχ.42) της ακτίνας 
ΟΑ, διαφορετικό του Α ισχύει ΟΒ < ρ, ενώ για κάθε σημείο 
Γ της προέκτασης της ΟΑ ισχύει ΟΓ > ρ. Τα σημεία Β, Γ 
λέγονται αντίστοιχα εσωτερικό και εξωτερικό σημείο του 
κύκλου.

Γενικά, ένα σημείο Μ του επιπέδου ενός κύκλου (Ο, ρ) 
(σχ.42) λέγεται εσωτερικό σημείο του κύκλου, όταν 
ΟΜ < ρ, ενώ ένα σημείο Ν λέγεται εξωτερικό του κύκλου, 
όταν ΟΝ > ρ.

► �Ίσοι κύκλοι

Δύο κύκλοι λέγονται ίσοι, όταν ο ένας με κατάλληλη μετα-
τόπιση ταυτίζεται με τον άλλον (σχ.43). Είναι φανερό ότι 
δύο κύκλοι είναι ίσοι, αν και μόνο αν έχουν ίσες ακτίνες.
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 2.18 	�Ε πίκεντρη γωνία -  
Σχέση επίκεντρης γωνίας και τόξου

Μία γωνία λέγεται επίκεντρη όταν η κορυφή της είναι το 
κέντρο ενός κύκλου.
Για παράδειγμα, στο σχ.44 η xÔy είναι μία επίκεντρη γωνία.
Οι πλευρές της τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Α και Β. Το 
τόξο ΑΓΒ  που περιέχεται στο εσωτερικό της γωνίας και 
έχει άκρα τα Α, Β λέγεται αντίστοιχο τόξο της επίκεντρης 
γωνίας. Επίσης, λέμε ότι η επίκεντρη γωνία ΑÔΒ βαίνει στο 
τόξο ΑΓΒ .

► �Σύγκριση τόξων

Η σύγκριση δύο τόξων γίνεται όπως και η σύγκριση των 
ευθύγραμμων τμημάτων.
Δύο τόξα A͡B και Γ͡Δ του ίδιου κύκλου ή ίσων κύκλων λέγο-
νται ίσα, όταν με κατάλληλη μετατόπιση το ένα ταυτίζεται 
με το άλλο και γράφουμε A͡B = Γ͡Δ (σχ.45α).
Το τόξο A͡B λέγεται μεγαλύτερο από το τόξο Γ͡Δ (ή το τόξο 
Γ͡Δ μικρότερο του A͡B) και γράφουμε A͡B > Γ͡Δ, όταν μετά 
από κατάλληλη μετατόπιση το Γ͡Δ ταυτίζεται με μέρος του 
A͡B (σχ.45β).
Επισημαίνουμε ότι τα τόξα άνισων κύκλων δεν είναι συ-
γκρίσιμα.

► �Σχέση επίκεντρης γωνίας και αντίστοιχου τόξου

Η σύγκριση δύο τόξων μπορεί να γίνει με τη βοήθεια των 
επίκεντρων γωνιών που βαίνουν σε αυτά, σύμφωνα με το 
επόμενο θεώρημα.

Δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα, αν και μόνο αν οι επίκε-
ντρες γωνίες που βαίνουν σε αυτά είναι ίσες.

Θεώρημα Ι

 Απόδειξη

Έστω A͡B και Γ͡Δ δύο τόξα ενός κύκλου (Κ) (σχ.46). Τα τόξα 
A͡B και Γ͡Δ, αφού είναι ίσα μετά από κατάλληλη μετατόπιση 
συμπίπτουν, οπότε το Γ συμπίπτει με το Α και το Δ με το Β. 
Επομένως η ΚΓ θα συμπέσει με την ΚΑ και η ΚΔ με την 
ΚΒ, που σημαίνει ότι οι γωνίες ΑK̂Β και ΓK̂Δ είναι ίσες.
Αντίστροφα. Έστω δύο ίσες επίκεντρες γωνίες ΑK̂Β και 
ΓK̂Δ στον κύκλο (Κ). Τότε, αφού τα σημεία Α, Β, Γ, Δ είναι 
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σημεία του ίδιου κύκλου, μετά από μετατόπιση της ΓK̂Δ η 
γωνία αυτή θα ταυτισθεί με την ΑK̂Β, το Γ θα ταυτισθεί με 
το Α και το Δ με το Β. Έτσι τα τόξα A͡B και Γ͡Δ έχουν τα ίδια 
άκρα και επειδή βρίσκονται στο εσωτερικό των γωνιών που 
ταυτίζονται θα είναι ίσα, δηλαδή A͡B = Γ͡Δ.

	 i)	 Κάθε διάμετρος ενός κύκλου τον διαιρεί σε δύο ίσα 
τόξα.

	ii)	 Δύο κάθετες διάμετροι ενός κύκλου τον διαιρούν σε 
τέσσερα ίσα τόξα.

	iii)	 Δύο τόξα ενός κύκλου είναι άνισα, όταν οι αντίστοι-
χες επίκεντρες γωνίες που βαίνουν σε αυτά είναι 
ομοιοτρόπως άνισες.

ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ

Καθένα από τα ίσα τόξα ΑΓΒ  και Β∆Α  (σχ.47α) στα οποία 
διαιρείται ο κύκλος (Κ) από τη διάμετρο του ΑΒ, λέγεται 
ημικύκλιο, ενώ το καθένα από τα ίσα τόξα A͡Γ, Γ͡Β, B͡Δ και 
Δ͡Α (σχ.47β) στα οποία διαιρείται από τις κάθετες διαμέ-
τρους ΑΒ και ΓΔ, λέγεται τεταρτοκύκλιο.

► �Μέσο τόξου

Ένα εσωτερικό σημείο Μ ενός τόξου A͡B (σχ.48) λέγεται 
μέσο του, όταν τα τόξα A͡M και M͡B είναι ίσα, δηλαδή όταν 
A͡M = M͡B.

Το μέσο ενός τόξου είναι μοναδικό.
Θεώρημα Ιi

 Απόδειξη

Έστω A͡B τόξο κύκλου, κέντρου Ο, και Μ το μέσο του 
(σχ.49). Επειδή M͡A = M͡B, οι επίκεντρες γωνίες AÔΜ και 
MÔB είναι ίσες και επομένως η ΟΜ είναι διχοτόμος της 
AÔΒ. Αν υποθέσουμε ότι το τόξο A͡B έχει και δεύτερο μέσο 
το Mʹ, τότε η ΟΜʹ είναι διχοτόμος της ΑÔΒ, που είναι άτο-
πο γιατί η διχοτόμος μιας γωνίας είναι μοναδική.
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Οι γωνίες xÔy και zÔt του διπλανού σχήματος 
είναι επίκεντρες σε δύο ομόκεντρους κύκλους, 
(δηλαδή κύκλους με το ίδιο κέντρο), (Ο, R) και 
(O, Rʹ) με Rʹ < R. Αν A͡B = Γ͡Δ, να αποδείξετε ότι 
και Á͡ Βʹ = Γʹ͡ Δ́  (σχ.50).

Απόδειξη

Επειδή A͡B = Γ͡Δ, θα είναι ΑÔΒ = ΓÔΔ, οπότε και 
Á͡Βʹ = Γ́͡Δ́ . 

  εφαρμογη
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Σχήμα 50

Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Να δώσετε τον ορισμό του κύκλου (Ο, ρ). 

Πότε δύο κύκλοι λέγονται ίσοι; Πώς ελέγ-
χεται η ισότητα δύο κύκλων;

2.	 Πότε ένα σημείο λέγεται εσωτερικό ση-
μείο ενός κύκλου και πότε εξωτερικό;

3.	 Τι λέγεται γεωμετρικός τόπος;
4. 	Τι λέγεται διάμετρος ενός κύκλου και ποια 

η σχέση της με την ακτίνα του κύκλου;
5.	 Τι λέγεται τόξο κύκλου με άκρα Α, Β και 

τι χορδή του; Πώς ορίζεται η ισότητα και 
η ανισότητα δύο τόξων ενός κύκλου;

6.	 Τι λέγεται επίκεντρη γωνία και τι αντί-
στοιχο τόξο της; Ποια σχέση ισότητας- 
ανισότητας υπάρχει μεταξύ επίκεντρων 
γωνιών και αντίστοιχων τόξων;

7.	 Τι λέγεται μέσο τόξου; Αν τα σημεία Μ, Ν 
είναι μέσα ενός τόξου A͡B, τι συμπεραίνε-
τε γι’ αυτά;

8.	 Στο διπλανό σχήμα είναι K̂1 = K̂2. Μπο-
ρούμε να συμπερά-
νουμε ότι A͡B = Γ͡Δ;

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σχεδιάστε έναν κύκλο ακτίνας ρ, που να 

διέρχεται από σταθερό σημείο Κ. Πόσους 
τέτοιους κύκλους μπορούμε να χαράξουμε 
στο επίπεδο; Πού βρίσκονται τα κέντρα 
τους;

2.	 Σχεδιάστε δύο κύκλους (Ο, ρ) και (Ο, R) 
 με R > ρ. Να βρείτε τα σημεία του επιπέ-
δου που είναι εσωτερικά του κύκλου (Ο, 
R) και εξωτερικά του κύκλου (Ο, ρ).

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι (Ο,R) 

και (Ο, ρ) με R > ρ. Μία ευθεία ε διέρχε-
ται από το Ο και τέμνει τους κύκλους στα 
διαδοχικά σημεία Α, Β, Γ, Δ. Να αποδεί-
ξετε ότι ΑΒ = ΓΔ και ΑΓ = ΒΔ.

2.	 Αν δύο διάμετροι σχηματίζουν δύο εφεξής 
γωνίες ίσες, τότε να αποδείξετε ότι διαι-
ρούν τον κύκλο σε τέσσερα ίσα τόξα. 
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 2.19 	 Μέτρο τόξου και γωνίας

Δύο τόξα ενός κύκλου με ένα άκρο κοινό και χωρίς κοινά 
εσωτερικά σημεία λέγονται διαδοχικά, π.χ. τα τόξα A͡B και 
B͡Γ (σχ.51) είναι διαδοχικά. Τρία ή περισσότερα τόξα με 
καθορισμένη σειρά λέγονται διαδοχικά, όταν το καθένα εί-
ναι διαδοχικό με το επόμενό του, π.χ. τα τόξα A͡B, B͡Γ και 
Γ͡Δ (σχ.51) είναι διαδοχικά. Είναι φανερό ότι τα τόξα A͡B, 
B͡Γ και Γ͡Δ είναι διαδοχικά, όταν οι αντίστοιχες επίκεντρες 
γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ και ΓÔΔ είναι διαδοχικές.
Έστω A͡B και B͡Γ δύο διαδοχικά τόξα ενός κύκλου (σχ.52). 
Το τόξο Α ΓB  λέγεται άθροισμα των τόξων A͡B και B͡Γ και 
συμβολίζεται με A͡B + B͡Γ, δηλαδή A͡B + B͡Γ = Α ΓB . Αν το 
τόξο B͡Γ είναι ίσο με το A͡B τότε το τόξο Α ΓB  συμβολίζεται 
με 2 A͡B και λέγεται διπλάσιο του A͡B. Όμοια ορίζεται και 
το ν · A͡B, όπου ν φυσικός.
Αν για δύο τόξα A͡B και Γ͡Δ ενός κύκλου ισχύει Γ͡Δ = νA͡B, 
τότε το A͡B λέγεται ένα ν-οστό του Γ͡Δ και συμβολίζεται με
1
ν

 Γ͡Δ, δηλαδή A͡B =  1
ν

 Γ͡Δ.

Στην περίπτωση που τα τόξα δεν είναι διαδοχικά, μπορούμε 
να μετατοπίσουμε το ένα από αυτά, ώστε να γίνουν δια-
δοχικά. Στην §3.18 θα αναφέρουμε τη σχετική γεωμετρική 
κατασκευή.
Αν A͡B και A͡Γ είναι δύο μη διαδοχικά τόξα ενός κύκλου με 
A͡B > A͡Γ (σχ.53) που έχουν κοινό σημείο το ένα άκρο τους 
Α, τότε το τόξο Γ͡Β λέγεται διαφορά του A͡Γ από το A͡B και 
συμβολίζεται με A͡B – A͡Γ. Όταν A͡B = A͡Γ, τότε η διαφορά 
τους είναι το μηδενικό τόξο 0͡ .
Είδαμε ότι μπορούμε να συγκρίνουμε ένα τόξο ενός κύκλου 
με ένα άλλο τόξο του ίδιου κύκλου. Ένα τόξο με το οποίο 
συγκρίνουμε όλα τα άλλα το λέμε μονάδα μέτρησης. Έχει 
επικρατήσει να χρησιμοποιούμε ως μονάδα μέτρησης το 
τόξο μίας μοίρας που ορίζεται ως το 1

360
 του τόξου ενός 

κύκλου και συμβολίζεται με 1°. Για κάθε τόξο υπάρχει ένας 
θετικός αριθμός (όχι απαραίτητα φυσικός), που εκφράζει 
πόσες φορές το τόξο περιέχει τη μοίρα ή μέρη αυτής. Ο 
αριθμός αυτός λέγεται μέτρο του τόξου.
Από τον ορισμό της μοίρας προκύπτει ότι το τόξο ενός κύ-
κλου είναι 360° και επομένως το ημικύκλιο και το τεταρτο-
κύκλιο είναι τόξα 180° και 90° αντίστοιχα. Η μοίρα υποδι-

Σχήμα 51

Γ
B

Μ

A

Δ

Ο
ρ

Σχήμα 52

A

B

Γ

Δ

Σχήμα 53

A

Γ

B

Σχήμα 54

Ο

y

x

Ο

B

A x

y
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αιρείται σε 60 πρώτα λεπτά (συμβολικά 60ʹ) και κάθε πρώτο 
λεπτό σε 60 δεύτερα λεπτά (συμβολικά 60ʹʹ).
Θεωρούμε μια γωνία xÔy (σχ.54), που την καθιστούμε επί-
κεντρη σε έναν κύκλο (Ο, ρ), και έστω A͡B το τόξο στο 
οποίο βαίνει. Ορίζουμε ως μέτρο της γωνίας xÔy το μέτρο 
του τόξου A͡B. Το μέτρο της xÔy το συμβολίζουμε με (xÔy) 
ή απλά xÔy.
Το μέτρο μίας ορθής, ευθείας και μιας πλήρους γωνίας είναι 
αντίστοιχα 90°, 180° και 360°.

Σε κύκλο κέντρου Ο, θεωρούμε τα διαδοχικά τόξα A͡B, 
B͡Γ και Γ͡Α (σχ. 55), ώστε A͡B = 3B͡Γ = 6Γ͡Α.
Να υπολογισθούν:
	 i)	 τα μέτρα των τόξων A͡B, B͡Γ και A͡Γ
	ii)	 τα μέτρα των γωνιών AÔB, ΒÔΓ και ΓÔA.

Λύση

	 i)	 Από την υπόθεση έχουμε ότι A͡B = 6 Γ͡Α και B͡Γ = 2 Γ͡Α, οπότε με αντικατάστα-
ση στη σχέση A͡B + B͡Γ + Γ͡Α = 360° προκύπτει ότι 9 Γ͡Α = 360°  ή

	 Γ͡Α = 40°. Άρα A͡B = 240° και B͡Γ = 80°.
	ii)	 Η AÔB είναι επίκεντρη με αντίστοιχο τόξο το A͡B, επομένως AÔB = A͡B = 240° 

(μη κυρτή). Όμοια BÔΓ = 80° και ΓÔA = 40°.

  εφαρμογη








A

Γ

B

Ο

Σχήμα 55

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Στο παρακάτω σχήμα, να βρεθούν τα τόξα:
	 i)	 A͡B + B͡Γ,
	 ii)	 A͡B + B͡Γ + Γ͡Δ, 

	iii)	 ΑΒΓ  – B͡Γ.

Α
Ο

ΒΓ

Δ

2.	 Στο παρακάτω σχήμα να βρεθούν τα τόξα:
	 i)	 2 A͡B,
	 ii)	 2 A͡B + Γ͡Δ,
	iii)	 2 A͡B – B͡Γ,

	 iv)	 A͡B – B͡Γ.

Α

Ο
Β

Γ

Δ

3.	 Το μέτρο ενός τόξου είναι αριθμός:
	α. αρνητικός	 β. μηδέν 
	γ. θετικός	 δ. μη αρνητικός.

	 Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοιχεί στη 
σωστή απάντηση.

4.	 Πώς ορίζεται το μέτρο μιας γωνίας;

5.	 Αν A͡B = μ° (παρακάτω σχήμα), τότε η 
γωνία ΑK̂Β θα είναι μ°;
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Ευθύγραμμα σχήματα

 2.20 	�Τ εθλασμένη γραμμή - Πολύγωνο - 
Στοιχεία πολυγώνου

Θεωρούμε σημεία που έχουν καθορισμένη σειρά και ανά 
τρία διαδοχικά δεν είναι συνευθειακά, π.χ. τα Α, Β, Γ, Δ και 
Ε, με την αλφαβητική τους σειρά και θέση, όπως στο σχ.56. 
Το σχήμα που ορίζουν τα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΕ λέγε-
ται τεθλασμένη γραμμή ή απλά τεθλασμένη. Η τεθλασμένη 
αυτή συμβολίζεται με ΑΒΓΔΕ.
Τα σημεία Α, Β, Γ, Δ και Ε λέγονται κορυφές της τεθλα-
σμένης και ειδικότερα οι κορυφές Α και Ε λέγονται άκρα 
της. Τα τμήματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΕ λέγονται πλευρές της 
τεθλασμένης και το άθροισμά τους λέγεται περίμετρος της 
τεθλασμένης. 
Μία τεθλασμένη λέγεται απλή, όταν δύο οποιεσδήποτε 
μη διαδοχικές πλευρές της δεν έχουν κοινό εσωτερικό ση-
μείο. Έτσι, η τεθλασμένη ΑΒΓΔΕ (σχ.56) είναι απλή, ενώ η 
ΗΘΙΚΛ (σχ.57) δεν είναι.

Α Β

Κ

Ο

	 Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Σε ημικύκλιο δίνονται τα σημεία Α, Β και 
σημείο Μ του τόξου A͡B, ώστε M͡A = M͡B.

	 i)	 Αν Ρ σημείο του ημικυκλίου που δεν 
ανήκει στο τόξο A͡B, να αποδείξετε 

ότι P͡M =  1
2

 (P͡A + P͡B).

	 ii)	 Αν Σ σημείο του τόξου M͡B, να απο-

δείξετε ότι Σ͡M =  1
2

 (Σ͡Α – Σ͡Β).

2.	 Σε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ θεωρούμε ση-
μείο Γ τέτοιο ώστε A͡Γ – B͡Γ = 80°. Να 
βρείτε τα μέτρα:

	 i)	 των τόξων A͡Γ και Γ͡Β,

	 ii)	 των γωνιών ΑÔΓ και ΓÔB (Ο είναι 
το κέντρο του κύκλου).

3.	 Δύο γωνίες είναι συμπληρωματικές. Αν η 
μία είναι διπλάσια από την άλλη, να βρεί-
τε πόσες μοίρες είναι καθεμία από τις γω-
νίες αυτές.

4.	 Αν μια γωνία ω είναι τα 6/5 μιας ορθής 
γωνίας, να υπολογίσετε σε μοίρες την πα-
ραπληρωματική της. Η γωνία ω έχει συ-
μπληρωματική γωνία;

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Η παραπληρωματική μιας γωνίας ω είναι 
τριπλάσια της συμπληρωματικής γωνίας 
της ω. Να υπολογίσετε την ω.

2.	 Μια γωνία φ είναι μικρότερη από τη συ-
μπληρωματική της κατά 20°. Να υπολογί-
σετε τις δύο γωνίες.

3.	 Τέσσερις ημιευθείες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ 
σχηματίζουν τις διαδοχικές γωνίες ΑÔΒ, 
BÔΓ, ΓÔΔ, ΔÔΑ, που έχουν μέτρα ανάλο-
γα με τους αριθμούς 1, 2, 3, 4. Να υπολο-
γίσετε τις γωνίες αυτές.

Σχήμα 56

A

B

Γ Δ

Ε

Σχήμα 57

Λ

Θ

Η

KI
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Μία τεθλασμένη λέγεται κυρτή, όταν ο φορέας κάθε πλευ-
ράς της αφήνει όλες τις άλλες κορυφές της προς το ίδιο 
μέρος του, διαφορετικά λέγεται μη κυρτή. Έτσι η γραμ-
μή ΑΒΓΔΕ (σχ.56) είναι κυρτή, ενώ οι ΗΘΙΚΛ (σχ.57) και 
ΝΡΣΤΧ (σχ.58) είναι μη κυρτές.
Επίσης, μια τεθλασμένη, της οποίας τα άκρα ταυτίζονται, 
λέγεται κλειστή, π.χ. η ΑΒΓΔΕ, όπου το Α ταυτίζεται με το 
Ε (σχ.59).
Μια κλειστή και απλή τεθλασμένη λέγεται πολύγωνο.
Αν η τεθλασμένη είναι κυρτή, τότε το πολύγωνο λέγεται κυρ-
τό, ενώ, αν είναι μη κυρτή, το πολύγωνο λέγεται μη κυρτό.

Σχήμα 58

Σ

Ρ
Χ

Τ

Ν

Σχήμα 59

B

Γ

Δ
A ≡ E

Σχήμα 61

A

B

Δ

Γ

Σχήμα 60

A

B

Γ

Λ

K Ο

Ν

Μ
x

Ε

Δ
Ρ

Ζ
Η

Σ

Χ

Τ

Πεντάγωνο

εξ.

Τε
τρ
άπ
λε
υρ
ο Τετράπλευρο

Τρί
γων

ο

Για παράδειγμα, τα πολύγωνα ΑΒΓ (σχ.60) και ΚΛΜΝΟ 
(σχ.60) είναι κυρτά, ενώ το ΔΕΖΗ (σχ.60) είναι μη κυρτό. 
Το πολύγωνο με τρεις κορυφές λέγεται τρίγωνο (σχ.60), με 
τέσσερις τετράπλευρο (σχ.60), με πέντε πεντάγωνο (σχ.60) 
και γενικά με ν, ν-γωνο. Στο εξής λέγοντας πολύγωνο θα 
εννοούμε κυρτό πολύγωνο.
Κάθε τμήμα που έχει άκρα δύο μη διαδοχικές κορυφές του 
πολυγώνου λέγεται διαγώνιος του πολυγώνου. Έτσι τα τμή-
ματα ΑΓ και ΒΔ είναι οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ 
(σχ.61).
Γωνίες πολυγώνου λέγονται οι γωνίες που σχηματίζουν οι 
πλευρές του. Σε ένα κυρτό πολύγωνο τα κοινά εσωτερικά 
σημεία των γωνιών τους λέγονται εσωτερικά σημεία του 
πολυγώνου και αποτελούν το εσωτερικό του πολυγώνου.
Εξωτερική γωνία πολυγώνου λέγεται κάθε γωνία που είναι 
εφεξής και παραπληρωματική μιας εσωτερικής γωνίας του. 
Για να τη σχηματίσουμε, αρκεί να προεκτείνουμε μια πλευ-
ρά του πολυγώνου, π.χ. η γωνία ΛM̂x (σχ.60) είναι εξωτερι-
κή γωνία του πενταγώνου ΚΛΜΝΟ και συμβολίζεται M̂εξ.
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1.	 Σε ευθεία ε θεωρούμε τα διαδοχικά τμή-

ματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ ώστε AB <  ΑΓ
2

, ΒΓ < 

ΒΔ
2

 και ονομάζουμε Ε, Ζ τα μέσα των ΑΓ, 

ΒΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΕΖ = 

ΑΔ – ΒΓ
2

.

2.	 Σε ευθεία ε παίρνουμε δύο διαδοχικά τμή-
ματα ΑΒ, ΒΓ. Αν Δ, Ε, Ζ είναι τα μέσα των 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
τα τμήματα ΔΕ, ΒΖ έχουν κοινό μέσο.

3.	 Σε ευθεία ε θεωρούμε τα διαδοχικά τμήμα-

τα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ονομάζουμε Ε το μέσο 

του ΒΔ. Να αποδείξετε ότι AΕ >  ΑΓ
2

.

4.	 Θεωρούμε κύκλο (Ο, R) και τα διαδοχικά 
σημεία του Α, Β, Γ και Δ, ώστε A͡B = 150°, 
Γ͡Δ = 45° και A͡Δ = 105°. Να αποδείξε-
τε ότι η διχοτόμος της γωνίας BÔΓ είναι 
αντικείμενη ημιευθεία της ΟΑ.

5.	 Δίνεται ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ, Μ το 
μέσο του τόξου A͡B και Κ τυχαίο σημείο 
του τόξου B͡M. Αν Γ και Δ είναι τα μέσα 
των τόξων A͡K και M͡Κ αντίστοιχα, να 
υπολογίσετε το μέτρο του τόξου Γ͡Δ.

ΓΕ
Ν

ΙΚ
ΕΣ

 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ

Να βρείτε κατά πόσο αυξάνει ο αριθμός των διαγωνίων κυρτού ν-γώνου όταν ο αριθμός των πλευρών 
του αυξηθεί κατά 1.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Να βρείτε το πλήθος δ των διαγωνίων κυρτού ν-γώνου ως συνάρτηση του πλήθους των πλευρών του 
(ν ≥ 3), ακολουθώντας τα παρακάτω βήματα:

	 i)	 Να κατασκευάσετε τρίγωνο, τετράπλευρο, πεντάγωνο και εξάγωνο και να βρείτε:
		  α) το πλήθος των διαγωνίων με μια κοινή κορυφή,
		  β) το συνολικό πλήθος των διαγωνίων.
	 ii)	 Μπορείτε να «ανακαλύψετε» ποιος τύπος δίνει το δ ως συνάρτηση του ν; 
	iii)	 Υποθέστε ότι ο τύπος ισχύει για πολύγωνο με ν πλευρές και να αποδείξετε ότι ισχύει για πολύ-

γωνο με ν + 1 πλευρές. Υπόδειξη: Προσθέστε μια κορυφή και βρείτε το πλήθος των επιπλέον 
διαγωνίων.

ΕΡΓΑΣΙΑ
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Στο κεφάλαιο αυτό δώσαμε τις πρωταρχικές 
γεωμετρικές έννοιες: σημείο, ευθεία, επίπε-
δο και ορίσαμε τα βασικά γεωμετρικά σχή-
ματα: ευθύγραμμο τμήμα, γωνία και κύκλο. 
Τέλος, δώσαμε την έννοια της τεθλασμένης 
γραμμής και του πολυγώνου.

Το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία 
Α, Β ορίστηκε ως το σχήμα που αποτελεί-
ται από τα σημεία Α, Β και τα σημεία της 
ευθείας ΑΒ που είναι μεταξύ των Α, Β. Στη 
συνέχεια μιλήσαμε για σύγκριση τμημάτων, 
για το μέσο ενός τμήματος και δεχθήκαμε τη 
μοναδικότητά του. Κατόπιν ορίσαμε πράξεις 
με τμήματα, την έννοια του μήκους ενός τμή-
ματος και την απόσταση δύο σημείων.

Η γωνία ορίστηκε ως το σχήμα που αποτε-
λείται από τα κοινά σημεία δύο ημιεπιπέ-
δων. Στη συνέχεια μιλήσαμε για σύγκριση 
γωνιών, για τη διχοτόμο μιας γωνίας και 

δεχθήκαμε τη μοναδικότητά της. Κατόπιν 
ορίσαμε την έννοια της ορθής (καθεμία από 
τις γωνίες στις οποίες χωρίζεται η ευθεία 
γωνία από τη διχοτόμο της), οξείας, αμβλεί-
ας γωνίας και της καθετότητας δύο ευθειών. 
Επίσης, ορίσαμε τις πράξεις με γωνίες και 
τις έννοιες συμπληρωματικές, παραπληρω-
ματικές και κατακορυφήν γωνίες.
Ο κύκλος (Ο, ρ) ορίστηκε ως το σύνολο 
των σημείων Μ του επιπέδου που απέχουν 
από το σημείο Ο, απόσταση ρ. Στη συνέχεια 
ασχοληθήκαμε με τόξα, χορδές και σύγκρι-
ση τόξων. Αποδείξαμε τη μοναδικότητα του 
μέσου ενός τόξου στηριζόμενοι στη μοναδι-
κότητα της διχοτόμου μιας γωνίας και αξι-
οποιώντας τη βασική σχέση της επίκεντρης 
γωνίας με το αντίστοιχο τόξο της. Τέλος, 
ορίσαμε το μέτρο τόξου και γωνίας (ως το 
μέτρο του αντίστοιχου τόξου της, όταν αυτή 
γίνει επίκεντρη σε κύκλο).

Α
Ν

Α
ΚΕ


Φ

Α
Λ

Α
ΙΩ

Σ
Η

Τα βασικά Γεωμετρικά Σχήματα

 	 Πρωταρχικές έννοιες 	 σημείο, ευθεία, επίπεδο

 	 Ευθύγραμμο τμήμα 	 • Σύγκριση τμημάτων 
		  • Μέσο τμήματος 
		  • Πράξεις με τμήματα 
		  • Μήκος τμήματος - Απόσταση σημείων

 	 Γωνίες 	 • Σύγκριση γωνιών 
		  • Διχοτόμος γωνίας 
		  • �Οξεία, ορθή, αμβλεία γωνία,  

κάθετες ευθείες
		  • Πράξεις με γωνίες
		  • �Συμπληρωματικές, παραπληρωματικές,  

κατακορυφήν γωνίες

 	 Κύκλος 	 • Διάμετρος 
		  • Τόξα - χορδές, σύγκριση τόξων, μέσο τόξου 
		  • �Επίκεντρη γωνία και  

σχέση με το αντίστοιχο τόξο
		  • Μέτρο τόξου και γωνίας

 	 Ευθύγραμμα σχήματα 	� τεθλασμένη γραμμή, πολύγωνο,  
στοιχεία πολυγώνου

Α
Ν

Α
ΚΕ


Φ

Α
Λ

Α
ΙΩΤ


ΙΚ

Ο
 Δ

ΙΑ
ΓΡ

Α
Μ

Μ
Α
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
Τρίγωνα
Στο κεφάλαιο αυτό ασχολούμαστε με το πλέον θεμελιώδες σχήμα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, 
που είναι το τρίγωνο. Αρχικά δίνουμε τα κριτήρια ισότητας των τριγώνων. Ως εφαρμογή των 
κριτηρίων αυτών παρουσιάζουμε ιδιότητες των στοιχείων του κύκλου, των ισοσκελών τριγώ-
νων, της μεσοκαθέτου ευθύγραμμου τμήματος και της διχοτόμου μιας γωνίας. Η μεσοκάθετος 
και η διχοτόμος εξετάζονται και ως βασικοί γεωμετρικοί τόποι. Στη συνέχεια αναφέρουμε 
συνοπτικά την έννοια της συμμετρίας ως προς κέντρο και άξονα και μελετάμε ανισοτικές 
σχέσεις στο τρίγωνο και τις εφαρμογές τους στη σύγκριση κάθετων και πλάγιων τμημάτων. 
Επίσης, παρουσιάζουμε τις σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου, καθώς και τις σχετικές θέσεις 
δύο κύκλων. Το κεφάλαιο κλείνει με κάποιες βασικές γεωμετρικές κατασκευές.

Ο Θησαυρός των Αθηναίων  
στους Δελφούς, 508 π.Χ. 
Αναπαράσταση A. Tournaire
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 3.1 	 Στοιχεία και είδη τριγώνων

Ένα τρίγωνο ΑΒΓ (σχ.1) έχει τρεις κορυφές Α, Β, Γ, τρεις 
πλευρές ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ και τρεις γωνίες ΒÂΓ, AB̂Γ και ΒΓ̂ Α. 
Για ευκολία οι πλευρές ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ συμβολίζονται με α, β, 
γ αντίστοιχα, και οι γωνίες ΒÂΓ, ΑB̂Γ και ΒΓ̂ Α με Â, B̂ και 
Γ. Οι πλευρές και οι γωνίες ενός τριγώνου λέγονται ̂ κύρια 
στοιχεία του τριγώνου. Το άθροισμα α + β + γ των πλευ-
ρών του τριγώνου, δηλαδή η περίμετρός του συμβολίζεται 
συνήθως με 2τ. Συγκρίνοντας τις πλευρές ενός τριγώνου, 
μεταξύ τους, προκύπτουν τρία είδη τριγώνων: το σκαληνό, 
το ισοσκελές και το ισόπλευρο. Έτσι, ένα τρίγωνο λέγεται:

•	 , όταν έχει όλες τις πλευρές του άνισες (σχ.2),

•	 ισοσκελές, όταν έχει δύο πλευρές του ίσες (σχ.3). Σε ένα 
ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ η πλευρά ΒΓ λέγε-
ται βάση του και το Α κορυφή του,

•	 ισόπλευρο, όταν έχει όλες τις πλευρές του ίσες (σχ.4).

Ένα τρίγωνο, ανάλογα με το είδος των γωνιών του, λέγεται

•	 οξυγώνιο, όταν έχει όλες τις γωνίες του οξείες (σχ.5),

•	 ορθογώνιο, όταν έχει μια γωνία ορθή (σχ.6). Σε ένα ορ-
θογώνιο τρίγωνο η πλευρά που βρίσκεται απέναντι από 
την ορθή γωνία λέγεται υποτείνουσα και οι άλλες δύο 
λέγονται κάθετες πλευρές του τριγώνου,

•	 αμβλυγώνιο, όταν έχει μια γωνία αμβλεία (σχ.7).

► �Δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου

Διάμεσος ενός τριγώνου λέγεται το ευθύγραμμο τμήμα που 
ενώνει μια κορυφή με το μέσο της απέναντι πλευράς. Στο 
σχ.8 το ευθύγραμμο τμήμα ΑΜ είναι η διάμεσος που αντι-
στοιχεί στην πλευρά α του τριγώνου ΑΒΓ και συμβολίζεται 
με μα. Οι διάμεσοι που αντιστοιχούν στις πλευρές β και γ 
συμβολίζονται με μβ και μγ αντίστοιχα.

Διχοτόμος μιας γωνίας ενός τριγώνου λέγεται το ευθύγραμ-
μο τμήμα της διχοτόμου της γωνίας, από την κορυφή της 
μέχρι την απέναντι πλευρά. Στο σχ.9 το ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΔ είναι η διχοτόμος της γωνίας Â του τριγώνου και συμβο-
λίζεται με δα. Οι διχοτόμοι των γωνιών B̂ και Γ̂  του τριγώνου 
συμβολίζονται με δβ και δγ αντίστοιχα.
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Ύψος τριγώνου λέγεται το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα, που 
φέρεται από μια κορυφή προς την ευθεία της απέναντι πλευ-
ράς. Τα ύψη που φέρονται από τις κορυφές Α, Β και Γ συμ-
βολίζονται αντίστοιχα με υα, υβ και υγ.
Στο σχ.10 το ΑΔ είναι το ύψος από την κορυφή Α. Το σημείο 
Δ λέγεται προβολή του Α πάνω στην ευθεία ΒΓ ή και ίχνος 
της καθέτου, που φέρεται από το Α στην ευθεία ΒΓ.
Οι διάμεσοι, οι διχοτόμοι και τα ύψη ενός τριγώνου λέγο-
νται δευτερεύοντα στοιχεία του.

Κριτήρια ισότητας τριγώνων

Είδαμε ότι δύο ευθύγραμμα σχήματα, επομένως και δύο τρί-
γωνα, είναι ίσα αν μετά από κατάλληλη μετατόπιση ταυτί-
ζονται. Συνεπώς:
•	 Δύο ίσα τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους και τις γωνίες 

τους ίσες μία προς μία.
•	 Σε δύο ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες πλευρές βρί-

σκονται ίσες γωνίες και αντίστροφα.
Οι ίσες πλευρές που βρίσκονται απέναντι από ίσες γωνίες 
λέγονται αντίστοιχες ή ομόλογες.
Στην ενότητα αυτή θα δώσουμε προτάσεις, που θα μας εξα-
σφαλίζουν την ισότητα δύο τριγώνων από την ισότητα τριών 
μόνο κατάλληλων στοιχείων τους.
Οι προτάσεις αυτές αποτελούν τα κριτήρια ισότητας τρι-
γώνων.

 3.2 	 1ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και 
τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα.

Θεώρημα Ι (1ο Κριτήριο – ΠΓΠ)

  Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν 
ΑΒ = ΑʹΒʹ, ΑΓ = ΑʹΓʹ και Â = Âʹ (σχ.11). Μετατοπίζουμε 
το τρίγωνο ΑʹΒʹΓʹ, ώστε το σημείο Αʹ να ταυτιστεί με το Α 
και η ημιευθεία ΑʹΒʹ να ταυτιστεί με την ΑΒ. Επειδή Â = Âʹ 
και η ημιευθεία ΑʹΓʹ θα ταυτισθεί με την ΑΓ. Τότε, αφού 
ΑΒ = ΑʹΒʹ και ΑΓ = ΑʹΓʹ, το σημείο Βʹ ταυτίζεται με το Β 
και το Γʹ με το Γ. Επομένως τα δύο τρίγωνα συμπίπτουν, 
άρα είναι ίσα.
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Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο:
•	 Οι προσκείμενες στη βάση γωνίες είναι ίσες.
•	 Η διχοτόμος της γωνίας της κορυφής είναι διάμεσος 

και ύψος.

ΠΟΡΙΣΜΑ Ι

  Απόδειξη

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ (σχ.12).

Φέρουμε τη διχοτόμο του ΑΔ. Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΔΓ 
έχουν ΑΒ = ΑΓ, ΑΔ κοινή και Â1 = Â2 (ΠΓΠ), επομένως 
είναι ίσα, οπότε B̂ = Γ̂ .

Από την ίδια ισότητα τριγώνων προκύπτει ότι ΒΔ = ΔΓ, οπό-
τε η ΑΔ είναι διάμεσος και Δ̂ 

1 = Δ̂ 
2. Από την τελευταία ισό-

τητα και επειδή Δ̂ 
1 + Δ̂ 

2 = 180° προκύπτει ότι Δ̂ 
1 = Δ̂ 

2 = 90°, 
οπότε συμπεραίνουμε ότι το ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου.

Οι γωνίες ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσες.

ΠΟΡΙΣΜΑ ΙI

Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήμα-
τος ισαπέχει από τα άκρα του.

ΠΟΡΙΣΜΑ III

 

  Απόδειξη

Έστω ε η μεσοκάθετος ενός τμήματος ΑΒ (σχ.13) και Μ ένα 
σημείο της. Τα τρίγωνα ΜΚΑ και ΜΚΒ έχουν ΚΑ = ΚΒ, 
ΜΚ κοινή και K̂1 = K̂2 = 90° (ΠΓΠ), επομένως είναι ίσα, 
οπότε ΜΑ = ΜΒ.

Αν δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα, τότε και οι χορδές 
τους είναι ίσες.

ΠΟΡΙΣΜΑ ΙV

  Απόδειξη

Έστω A͡B και Γ͡Δ δύο ίσα τόξα ενός κύκλου (Ο, ρ) (σχ.14). 
Τότε είναι ΑÔΒ = ΓÔΔ. Τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓΔ έχουν 
ΟΑ = ΟΓ(= ρ), ΟΒ = ΟΔ(= ρ) και ΑÔΒ = ΓÔΔ. Επομένως 
είναι ίσα, οπότε ΑΒ = ΓΔ.
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Σχήμα 15

ΣΧΟΛΙΟ
H ισότητα τριγώνων είναι η βασι-
κή μέθοδος για την απόδειξη της 
ισότητας τμημάτων ή γωνιών.

Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, η μεσοκάθετός του ε 
και σημείο Μ της ε (σχ.15). Στις προεκτάσεις των ΑΜ 
και ΒΜ προς το Μ παίρνουμε αντίστοιχα τα σημεία Γ, 
Δ, ώστε ΜΓ = ΜΔ. Να αποδείξετε ότι:
	 i)	 MÂB = MB̂A,
	ii)	 ΑΔ = ΒΓ.

Λύση

	 i)	� Επειδή το Μ είναι σημείο της μεσοκαθέτου ε του ΑΒ είναι ΜΑ = ΜΒ, επομένως 
το τρίγωνο ΜΑΒ είναι ισοσκελές, οπότε MÂB = MB̂A. 

	ii)	� Τα τρίγωνα ΜΑΔ και ΜΒΓ έχουν ΜΑ = ΜΒ, ΜΓ = ΜΔ (υπόθεση) και M̂1 = M̂2 

(κατακορυφήν), άρα (ΠΓΠ) είναι ίσα, οπότε ΑΔ = ΒΓ.

1 2

Δ Γ

A

Μ

B

ε

  εφαρμογη








Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ, ΓΑ 

ενός τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε τμήματα 
ΑΔ = ΑΒ και ΑΕ = ΑΓ αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι ΒΕ = ΓΔ.

2.	 Σε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ προεκτεί-
νουμε τις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ και στις 
προεκτάσεις τους θεωρούμε τμήματα 
ΒΚ = ΓΛ = ΑΜ. Να αποδείξετε ότι το τρί-
γωνο ΚΛΜ είναι ισόπλευρο.

3.	 Να αποδείξετε ότι στις ομόλογες πλευρές 
δύο ίσων τριγώνων αντιστοιχούν ίσες 
διάμεσοι.

4.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΔ η διχοτό-
μος της Â στην οποία θεωρούμε τμήματα  
ΑΕ = ΑΒ και ΑΖ = ΑΓ. Να αποδείξετε ότι 
ΑΓ̂ Ε = ΑẐB.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Κ σημείο εξωτε-
ρικό του τριγώνου. Αν στις προεκτάσεις 
των ΑΚ, ΒΚ, ΓΚ θεωρήσουμε τμήματα 
ΚΔ = ΑΚ, ΚΕ = ΒΚ, ΚΖ = ΓΚ, να απο-
δείξετε ότι ΕΔ̂ Ζ = ΒÂΓ.

2.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ. Στις προ-
εκτάσεις των ίσων πλευρών του ΒΑ, ΓΑ 
θεωρούμε ίσα τμήματα ΑΔ, ΑΕ αντίστοιχα. 
Αν Μ το μέσο της βάσης ΒΓ, να αποδείξετε 
ότι το τρίγωνο ΜΔΕ είναι ισοσκελές.

3.	 Δίνεται κύκλος κέντρου Ο και χορδή 
του ΑΒ. Προεκτείνουμε την ΑΒ και προς 
τα δύο της άκρα, κατά ίσα τμήματα ΑΓ 
και ΒΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι  
ΟΓ̂ Α = ΟΔ̂ Β.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση
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 3.3 	 2ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων

Με τη βοήθεια του 1ου κριτηρίου αποδεικνύουμε το 2ο και 
3ο κριτήριο ισότητας τριγώνων.

Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε 
αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

Θεώρημα  (2ο Κριτήριο – ΓΠΓ)

  Απόδειξη

Έστω ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ (σχ.16) έχουν 
ΒΓ = ΒʹΓʹ, B̂ = B̂ʹ και Γ̂  = Γ̂ ʹ.

Θα αποδείξουμε ότι έχουν και ΑΒ = ΑʹΒʹ. Έστω ότι 
ΑΒ ≠ ΑʹΒʹ, π.χ. ΑΒ > ΑʹΒʹ. Τότε υπάρχει σημείο Δ στην 
ΑΒ, ώστε να είναι ΒΔ = ΒʹΑʹ. Τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ 
έχουν ΒΓ = ΒʹΓʹ, ΒΔ = ΒʹΑʹ και B̂ = B̂ʹ, επομένως (ΠΓΠ) 
είναι ίσα, οπότε ΒΓ̂ Δ = Γ̂ ʹ. Αλλά Γ̂ ʹ = Γ̂ , οπότε ΒΓ̂ Δ = Γ̂  που 
είναι άτοπο, γιατί το Δ είναι εσωτερικό σημείο της γωνίας 
ΑΓ̂ Β και επομένως ΒΓ̂ Δ < Γ̂ . Οδηγηθήκαμε σε άτοπο γιατί 
υποθέσαμε ότι ΑΒ ≠ ΑʹΒʹ, άρα ΑΒ =ΑʹΒʹ. Τα τρίγωνα, λοι-
πόν, ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν ΒΓ = ΒʹΓʹ, ΑΒ = ΑʹΒʹ και B̂ = B̂ʹ, 
άρα (ΠΓΠ) είναι ίσα.
* Σημείωση: �Το παραπάνω θεώρημα μπορεί να αποδειχθεί και με τη 

μέθοδο της μετατόπισης, όπως το θεώρημα I (σελ. 41).

 3.4 	 3ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων

Η ισότητα δύο τριγώνων εξασφαλίζεται και από την ισότητα 
των τριών πλευρών τους, μία προς μία, όπως μας βεβαιώνει 
το επόμενο θεώρημα.

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, 
τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

Θεώρημα  (3o Κριτήριο – ΠΠΠ)

  Απόδειξη

Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ με ΑΒ = ΑʹΒʹ, 
ΒΓ = ΒʹΓʹ, ΓΑ = ΓʹΑʹ (σχ.17). Αρκεί να αποδείξουμε ότι 
Â = Âʹ. Υποθέτουμε ότι τα τρίγωνα είναι οξυγώνια. 

Θεωρούμε την ημιευθεία Βx, ώστε ΓB̂x = B̂ʹ (σχ.17) και 
σημείο της Δ, ώστε ΒΔ = ΑʹΒʹ. Τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ 
είναι ίσα, γιατί έχουν ΒΓ = ΒʹΓʹ, ΒΔ = ΑʹΒʹ και ΓB̂Δ = B̂ʹ. 
Από την ισότητα αυτή προκύπτει ότι ΓΔ = ΓʹΑʹ και Δ̂  = Âʹ.

ΣΧΟΛΙΟ
Η συντομογραφία ΓΠΓ σημαίνει 
γωνία, πλευρά, γωνία.

ΣΧΟΛΙΟ
Η συντομογραφία ΠΠΠ σημαί-
νει πλευρά, πλευρά, πλευρά.
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Επειδή ΒΔ = ΑʹΒʹ και ΑʹΒʹ = ΑΒ, το τρίγωνο ΑΒΔ είναι 
ισοσκελές, οπότε

Â1 = Δ̂ 
1         (1).

Επίσης, αφού ΓΔ = ΑʹΓʹ και ΑʹΓʹ = ΑΓ, προκύπτει ότι

Â2 = Δ̂ 
2         (2).

Επειδή τα τρίγωνα είναι οξυγώνια το τμήμα ΑΔ βρίσκεται 
στο εσωτερικό των γωνιών Â και Δ̂ , οπότε με πρόσθεση 
των (1) και (2) προκύπτει ότι Â = Δ̂ . Επειδή Δ̂  = Âʹ, έχουμε 
Â = Âʹ, που είναι το ζητούμενο.

Εξετάστε τις άλλες δύο περιπτώσεις της απόδειξης του 3ου Κριτηρίου:
 i)	 B̂ > 90° και B̂ʹ > 90°.
ii)	 B̂ = 90° και B̂ʹ = 90°.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Με τη βοήθεια του κριτηρίου ΠΠΠ αποδεικνύονται τα επό-
μενα πορίσματα.

H διάμεσος ισοσκελούς τριγώνου, που αντιστοιχεί στη 
βάση του, είναι διχοτόμος και ύψος.

ΠΟΡΙΣΜΑ Ι

  Απόδειξη

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και ΑΔ η διάμε-
σός του (σχ.18). Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ έχουν ΑΒ = ΑΓ, 
ΑΔ κοινή και ΒΔ = ΔΓ, άρα (ΠΠΠ) είναι ίσα, οπότε Â1 = Â2, 
και Δ̂ 

1 = Δ̂ 
2. Από τις ισότητες αυτές προκύπτει αντίστοιχα ότι 

η ΑΔ είναι διχοτόμος και ύψος.

Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός τμήματος 
ανήκει στη μεσοκάθετό του.

ΠΟΡΙΣΜΑ ΙI

  Απόδειξη

Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ (σχ.19), Μ ένα σημείο, ώστε 
ΜΑ = ΜΒ και Κ το μέσο του ΑΒ. Τότε το τρίγωνο ΑΜΒ 
είναι ισοσκελές και η ΜΚ διάμεσός του, οπότε, σύμφωνα με 
το προηγούμενο πόρισμα, η ΜΚ θα είναι και ύψος, δηλαδή 
η ΜΚ είναι μεσοκάθετος του ΑΒ.

Σχήμα 18

1

1

2

2

A

B ΓΔ

A K B

Μ
ε

Σχήμα 19
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Από το παραπάνω πόρισμα και το πόρισμα IΙI του θεωρήμα-
τος I (§3.2) προκύπτει ότι η μεσοκάθετος ενός ευθύγραμ-
μου τμήματος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων 
του επιπέδου που ισαπέχουν από τα άκρα του τμήματος.

Να βρεθεί σημείο που ισαπέχει από τις κορυφές ενός τριγώνου.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Αν οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου, μικρότερων του 
ημικυκλίου, είναι ίσες, τότε και τα τόξα είναι ίσα.

ΠΟΡΙΣΜΑ Ιιι

  Απόδειξη

Έστω δύο τόξα A͡B και Γ͡Δ ενός κύκλου (Ο, ρ) μικρότερα 
του ημικυκλίου, με ΑΒ = ΓΔ. Τότε τα τρίγωνα ΟΑΒ και 
ΟΓΔ (σχ.20) έχουν: ΟΑ = ΟΓ (= ρ), ΟΒ = ΟΔ (= ρ) και 
ΑΒ = ΓΔ, άρα (ΠΠΠ) είναι ίσα. Επομένως, ΑÔΒ = ΓÔΔ, 
οπότε A͡B = Γ͡Δ.

Αν οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου μεγαλύτερων του 
ημικυκλίου είναι ίσες, τότε και τα τόξα είναι ίσα.

ΠΟΡΙΣΜΑ ΙV

Σχήμα 20

Δ

Ο

A

B

Γ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Από τα πορίσματα III και IV 
προκύπτει ότι για να κατασκευά
σουμε ίσα τόξα πάνω σε έναν 
κύκλο ή σε ίσους κύκλους αρκεί 
να πάρουμε, με το διαβήτη, ίσες 
χορδές.

Όλες οι παραπάνω περιπτώσεις ισότητας τριγώνων διατυπώνονται συνοπτικά ως 
εξής:
Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν:
•	 δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες 

(ΠΓΠ),
•	 μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία (ΓΠΓ),
•	 και τις τρεις πλευρές ίσες μία προς μία (ΠΠΠ).Α
Ν

Α
ΚΕ


Φ

Α
Λ

Α
ΙΩ

Σ
Η
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Θεωρούμε γωνία xÔy και δύο κύκλους (Ο, ρ), 
(Ο, R) με ρ < R (σχ.21). Αν ο πρώτος κύκλος 
τέμνει τις πλευρές Οx, Oy στα Α, Β, ο δεύτερος 
στα Γ, Δ και Μ είναι το σημείο τομής των ΑΔ, 
ΒΓ, να αποδειχθεί ότι:
	 i)	 τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΒΓ είναι ίσα,
	ii)	 τα τρίγωνα ΜΑΓ και ΜΒΔ είναι ίσα,
	iii)	 τα τρίγωνα ΟΑΜ και ΟΒΜ είναι ίσα,
	iv)	 η OM είναι η διχοτόμος της xÔy.

Απόδειξη

	 i)	� Τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΒΓ έχουν ΟΑ = ΟΒ (= ρ), ΟΓ = ΟΔ(= R) και Ô κοινή 
(ΠΓΠ), επομένως είναι ίσα.

	ii)	� Από την προηγούμενη ισότητα προκύπτει ότι Â1 = B̂1 ή 180° – Â2 = 180° – B̂2 ή 
Â2 = B̂2 και Γ̂ 1 = Δ̂ 1. Επομένως, τα τρίγωνα ΜΑΓ και ΜΒΔ έχουν ΑΓ = ΒΔ, Â2 = B̂2  
και Γ̂ 1 = Δ̂ 

1 (ΓΠΓ), άρα είναι ίσα.
	iii)	� Από το (ii) προκύπτει ότι ΜΑ=ΜΒ, οπότε τα τρίγωνα ΟΑΜ και ΟΒΜ έχουν  

ΟΑ = ΟΒ, ΜΑ = ΜΒ και ΟΜ κοινή (ΠΠΠ), άρα είναι ίσα.
	iv)	� Επειδή τα τρίγωνα ΟΑΜ και ΟΒΜ είναι ίσα, έχουμε ότι Ô1 = Ô2 , δηλαδή η ΟΜ 

είναι η διχοτόμος της xÔy.

Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ 
έχουν β = βʹ, γ = γʹ και μβ = μβʹ. 
Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα 
είναι ίσα.

Απόδειξη

Εξετάζουμε πρώτα τα τρίγωνα 
ΑΒΜ και ΑʹΒʹΜʹ (σχ.22). Αυτά 
έχουν ΑΒ = ΑʹΒʹ, ΒΜ= ΒʹΜʹ (από την υπόθεση) και ΑΜ =ΑʹΜʹ, ως μισά των ίσων 
πλευρών ΑΓ και ΑʹΓʹ. Άρα, τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΑʹΒʹΜʹ είναι ίσα (ΠΠΠ), οπότε 
Â = Âʹ. Επομένως, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν β = βʹ, γ = γʹ και Â = Âʹ, άρα 
(ΠΓΠ) είναι ίσα.

1

1

1

11

2

2
2Ο

y

x

B

Δ

A Γ

Μ
δ

Σχήμα 21

A

B Γ

Μ
γ

β

μβ

Aʹ

Bʹ Γʹ

γʹ
βʹ

μβʹ

Μʹ

Σχήμα 22

ΣΧΟΛΙΟ
H εφαρμογή 1 δίνει έναν τρόπο κατα-
σκευής της διχοτόμου μιας γωνίας.

  εφαρμογη








 1
η

  εφαρμογη








 2
η
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  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) 
καθεμία από τις επόμενες προτάσεις:

	 i)	 Ένα τρίγωνο είναι οξυγώνιο όταν 
μία γωνία του είναι οξεία.

		   Σ       Λ
	 ii)	 Ένα τρίγωνο είναι σκαληνό όταν δύο 

πλευρές του είναι άνισες.
		   Σ       Λ

2.	 Διατυπώστε τα τρία κριτήρια ισότητας 
τριγώνων.

3.	 Συμπληρώστε τα κενά:
	 i)	 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η διχοτό-

μος της γωνίας της κορυφής είναι
		  ..............................................................

	 ii)	 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η διάμε-
σος που αντιστοιχεί στη βάση του εί-
ναι

		  ..............................................................

	iii)	 Ένα σημείο Μ βρίσκεται στη μεσο-
κάθετο ενός τμήματος ΑΒ, όταν

		  ..............................................................

	 iv)	 Δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα, όταν
		  ...............................................................

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν β = βʹ, 
γ = γʹ και Â = Âʹ. Αν I είναι το σημείο το-
μής των διχοτόμων ΑΔ και ΒΕ του τριγώ-
νου ΑΒΓ και Iʹ το σημείο τομής των διχο-
τόμων ΑʹΔʹ και ΒΈʹ του ΑʹΒʹΓʹ να αποδεί-
ξετε ότι:

	 i)	 ΑΔ = ΑʹΔʹ και ΒΕ = ΒʹΕʹ 
	 ii)	 ΑΙ = ΑʹΙʹ και ΒI = ΒʹΙʹ.

2.	 Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν β = βʹ, 
Â = Âʹ και δα = δαʹ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 Γ̂  = Γ̂ ʹ,
	 ii)	 α = αʹ και γ = γʹ.

3.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τη διάμε-
σο ΑΜ κατά ίσο τμήμα ΜΔ. Να αποδείξε-
τε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΓΔ είναι ίσα.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Να αποδείξετε ότι οι διχοτόμοι των γωνι-

ών της βάσης ισοσκελούς τριγώνου είναι 
ίσες.

2.	 Αν ΑΑʹ, ΒΒʹ και ΓΓʹ είναι τρεις διάμετροι 
κύκλου (βλ. σχήμα), να αποδείξετε ότι τα 
τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι ίσα.

Ο

Α

Β
Γ

Αʹ

Βʹ
Γʹ

3.	 Σε ένα κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι  
ΑΒ = ΓΔ και B̂ = Γ̂ . Να αποδείξετε ότι  
Â = Δ̂ .

Σύνθετα Θέματα
1.	 Θεωρούμε δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ και 

ΑʹΒʹΓʹ. Η διάμεσος ΑΜ και η διχοτόμος 
ΒΔ του ΑΒΓ τέμνονται στο Θ, ενώ η αντί-
στοιχη διάμεσος ΑʹΜʹ και η αντίστοιχη δι-
χοτόμος ΒʹΔʹ του ΑʹΒʹΓʹ τέμνονται στο Θʹ. 
Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΒΔ = ΒʹΔʹ,
	 ii)	 ΒÂΜ = ΒʹÂʹΜʹ, 
	iii)	 Τα τρίγωνα ΑΒΘ και ΑʹΒʹΘʹ είναι 

ίσα,
	 iv)	 ΑΘ = ΑʹΘʹ και ΘΔ = ΘʹΔʹ.

2.	 Δύο τμήματα ΑΒ και ΓΔ, που δεν έχουν 
τον ίδιο φορέα, έχουν την ίδια μεσοκάθε-
το ε. Αν η ε και η μεσοκάθετος του ΑΓ τέ-
μνονται, να αποδείξετε ότι από το σημείο 
τομής τους διέρχεται και η μεσοκάθετος 
του ΒΔ.

3.	 Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ). 
Η μεσοκάθετος της πλευράς ΑΓ τέμνει την 
προέκταση της ΓΒ στο Δ. Προεκτείνουμε 
τη ΔΑ κατά τμήμα ΑΕ = ΔΒ. Να αποδεί-
ξετε ότι:

	 i)	 το τρίγωνο ΔΑΓ είναι ισοσκελές,
	 ii)	 το τρίγωνο ΓΔΕ είναι επίσης ισοσκε-

λές.
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 3.5 	Ύπαρξη και μοναδικότητα καθέτου

Στο 2o κεφάλαιο αναφερθήκαμε στην κάθετη που φέρεται 
από σημείο σε ευθεία. Στην παρούσα παράγραφο θα μελε-
τήσουμε τη μοναδικότητα και την ύπαρξή της.

Από σημείο εκτός ευθείας διέρχεται μοναδική κάθετος 
στην ευθεία.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω ευθεία xʹx, σημείο Α εκτός αυτής και σημείο Μ της xʹx 
(σχ.23). Αν η ΑΜ είναι κάθετη στην xʹx, τότε το θεώρημα 
ισχύει ως προς την ύπαρξη της καθέτου. Έστω ότι η ΑΜ δεν 
είναι κάθετη στην xʹx. Στο ημιεπίπεδο που ορίζει η xʹx και 
δεν περιέχει το Α θεωρούμε την ημιευθεία Μy, ώστε να είναι 
xM̂y = AM̂x και πάνω σε αυτή σημείο Β, ώστε ΜΑ = ΜΒ. 
Επειδή τα σημεία Α, Β είναι εκατέρωθεν της xʹx, η xʹx τέμνει 
την ΑΒ σε ένα εσωτερικό σημείο, έστω Κ. Αφού ΜΑ = ΜΒ 
και M̂1 = M̂2, η ΜΚ είναι διχοτόμος στο ισοσκελές τρίγωνο 
ΜΑΒ, άρα είναι και ύψος και επομένως ΑΒ⊥xʹx.

Έστω ότι υπάρχει και άλλη ευθεία ΑΛ κάθετη στην xʹx . 
Τότε τα τρίγωνα ΑΜΛ και ΒΜΛ είναι ίσα, γιατί έχουν ΜΛ 
κοινή, ΜΑ = ΜΒ και M̂1 = M̂2, οπότε θα είναι και Λ̂ 

1 = Λ̂ 
2. 

Όμως Λ̂ 
1= 90°, άρα και Λ̂ 

2 = 90°, οπότε Λ̂ 
1 + Λ̂ 

2 = 180° το 
οποίο σημαίνει ότι τα σημεία Α, Λ, Β είναι συνευθειακά, 
δηλαδή η ΑΛ ταυτίζεται με την ΑΚ, που είναι άτοπο.

 3.6 	�Κ ριτήρια ισότητας ορθογώνιων 
τριγώνων

Επειδή δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μια γωνία ίση, την 
ορθή, από το 1ο (ΠΓΠ) και 2ο (ΓΠΓ) κριτήριο ισότητας 
τυχαίων τριγώνων προκύπτει άμεσα ότι:

•	 Δύο ορθογώνια τρίγωνα, που έχουν τις κάθετες πλευ-
ρές τους ίσες μία προς μία, είναι ίσα. (σχ.24)

•	 Δύο ορθογώνια τρίγωνα, που έχουν μια κάθετη πλευ-
ρά και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία ίσες μία 
προς μία, είναι ίσα. (σχ.25)

Η ισότητα ορθογώνιων τριγώνων εξασφαλίζεται ακόμη και 
από τα επόμενα θεωρήματα.

1 1
2 2

xxʹ

A

B
y

Κ
Γ

ΛΜ

Σχήμα 23

A

Γ

B Aʹ

Γʹ

Bʹ
Σχήμα 24

A

Γ

B Aʹ

Γʹ

Bʹ
Σχήμα 25
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Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και μία 
οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.

Θεώρημα Ι

 Απόδειξη

Έστω δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ με Â = Âʹ = 90°, ΒΓ = ΒʹΓʹ 
και B̂ = B̂ʹ (σχ.26). Θα αποδείξουμε ότι είναι και ΑΒ = ΑʹΒʹ. 
Έστω ότι ΑΒ ≠ ΑʹΒʹ , π.χ. ΑΒ > ΑʹΒʹ. Τότε στην πλευρά ΒΑ 
υπάρχει σημείο Δ, ώστε ΒΔ = ΑʹΒʹ. 
Τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν ΒΓ = ΒʹΓʹ, ΔΒ = ΑʹΒʹ και 
B̂ = B̂ʹ, επομένως είναι ίσα, οπότε θα είναι Δ̂  = Âʹ = 90°, δη-
λαδή ΓΔ⊥ΑΒ. Έτσι έχουμε ΓΑ⊥ΑΒ και ΓΔ⊥ΑΒ που είναι 
άτοπο (μοναδικότητα καθέτου). Οδηγηθήκαμε σε άτοπο γιατί 
υποθέσαμε ότι ΑΒ ≠ ΑʹΒʹ. Άρα ΑΒ = ΑʹΒʹ, οπότε τα τρίγωνα 
ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι ίσα, γιατί έχουν ΒΓ = ΒʹΓʹ, ΒΑ = ΒʹΑʹ 
και B̂ = B̂ʹ (ΠΓΠ). 

Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και 
μία κάθετη πλευρά αντίστοιχα ίσες μία προς μία, τότε 
είναι ίσα.

Θεώρημα ιι

 Απόδειξη

Έστω δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ (σχ.27) με Â = Âʹ = 90°, 
ΒΓ = ΒʹΓʹ και ΑΒ = ΑʹΒʹ. Θα αποδείξουμε ότι και B̂  = B̂ʹ. 
Στις προεκτάσεις των ΒΑ και ΒʹΑʹ θεωρούμε αντίστοιχα τα 
σημεία Δ και Δʹ, ώστε να είναι ΑΔ = ΑΒ και ΑʹΔʹ = ΑʹΒʹ. 
Τότε η ΓΑ είναι μεσοκάθετος του ΔΒ και η ΓʹΑʹ μεσοκά-
θετος του ΔʹΒʹ. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι ΓΔ = ΓΒ και 
ΓʹΔʹ = ΓʹΒʹ. Από τις τελευταίες ισότητες και την ΒΓ = ΒʹΓʹ 
προκύπτει ότι ΓΔ = ΓʹΔʹ. Έτσι τα τρίγωνα ΓΔΒ και ΓʹΔʹΒʹ 
έχουν ΓΔ = ΓʹΔʹ, ΒΓ = ΒʹΓʹ και ΔΒ = ΔʹΒʹ (ως διπλάσια των 
ίσων τμημάτων ΑΒ και ΑʹΒʹ), επομένως είναι ίσα, οπότε 
B̂ = B̂ʹ. Τότε και τα αρχικά τρίγωνα είναι ίσα (ΠΓΠ).

Το ύψος ισοσκελούς τριγώνου που αντιστοιχεί στη βάση 
είναι διάμεσος και διχοτόμος της γωνίας της κορυφής.

ΠΟΡΙΣΜΑ Ι

Η κάθετος που φέρεται από το κέντρο ενός κύκλου προς μια 
χορδή του διχοτομεί τη χορδή και το αντίστοιχο τόξο της.

ΠΟΡΙΣΜΑ ΙΙ

Σχήμα 27

A BΔ

Γ

Γʹ

BʹAʹΔʹ  

A

Γ

B Aʹ

Γʹ

BʹΔ
Σχήμα 26
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 Απόδειξη
Ας θεωρήσουμε έναν κύκλο (Ο, ρ), μια χορδή του ΑΒ και 
την κάθετη ΟΚ της ΑΒ, που τέμνει τον κύκλο στο σημείο Μ 
(σχ.28). Επειδή το τμήμα ΟΚ είναι ύψος στο ισοσκελές τρί-
γωνο ΟΑΒ (ΟΑ = ΟΒ = ρ), σύμφωνα με το προηγούμενο πό-
ρισμα είναι διάμεσος και διχοτόμος, δηλαδή το Κ είναι μέσο 
του ΑΒ και Ô1 = Ô2. Αφού Ô1 = Ô2 προκύπτει ότι A͡Μ = M͡B.Σχήμα 28

Ο

A B
Μ

1 2

Κ

Δύο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες αν και μόνο αν τα 
αποστήματά τους είναι ίσα.

Θεώρημα ιιΙ

 Απόδειξη

ʹΕστω οι ίσες χορδές ΑΒ και ΓΔ ενός κύκλου (Ο, ρ) και 
ΟΚ, ΟΛ τα αποστήματά τους αντίστοιχα (σχ.29). Τα τρί-
γωνα ΚΟΑ και ΛΟΓ, έχουν K̂ = Λ̂ = 90°, ΟΑ = ΟΓ (= ρ) 
και ΑΚ = ΓΛ (αφού ΑΒ = ΓΔ). Επομένως είναι ίσα, οπότε 
ΟΚ = ΟΛ. 
Αντίστροφα. Έστω ότι τα αποστήματα ΟΚ και ΟΛ είναι 
ίσα. Τότε τα τρίγωνα ΚΟΑ και ΛΟΓ έχουν K̂ = Λ̂ = 90°, 
ΟΑ = ΟΓ και ΟΚ = ΟΛ, επομένως είναι ίσα, οπότε

ΑΚ = ΓΛ ή  
AB
2

 = 
ΓΔ
2

  ή ΑΒ = ΓΔ.

Κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις 
πλευρές της και αντίστροφα κάθε εσωτερικό σημείο της 
γωνίας που ισαπέχει από τις πλευρές είναι σημείο της 
διχοτόμου.

Θεώρημα ιV

Απόδειξη

Έστω μια γωνία xÔy και Μ ένα σημείο της διχοτόμου της Οδ 
(σχ.30). Φέρουμε MA⊥Ox και MB⊥Oy. Τότε τα ορθογώνια 
τρίγωνα ΑΟΜ και ΒΟΜ είναι ίσα γιατί έχουν Â  = B̂  = 90°, 
ΟΜ κοινή και ΜÔΑ = ΜÔΒ, επομένως ΜΑ = ΜΒ.

Σχήμα 29

Δ

A B

Γ

Ο

Λ

Κ

Όλες οι παραπάνω περιπτώσεις ισότητας ορθογώνιων τριγώνων διατυπώνονται συνο-
πτικά ως εξής:
Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν:
•	 Δύο ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία.
•	 Μία πλευρά και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ

y

x

δ
Μ

B

Ο

A

Σχήμα 30
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Αντίστροφα. Έστω Μ ένα εσωτερικό σημείο της γωνί-
ας. Φέρουμε MA⊥Ox και MB⊥Oy και υποθέτουμε ότι 
ΜΑ = ΜΒ. Τότε τα τρίγωνα ΑΟΜ και ΒΟΜ είναι πάλι ίσα, 
αφού Â = B̂ = 90°, ΟΜ κοινή και ΜΑ = ΜΒ και επομένως 
ΜÔΑ = ΜÔΒ, οπότε το Μ είναι σημείο της διχοτόμου Οδ. 
Από το παραπάνω θεώρημα συμπεραίνουμε ότι: Η διχοτό-
μος μιας γωνίας είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων 
που ισαπέχουν από τις πλευρές της.
Με τη βοήθεια του συμπεράσματος αυτού αντιμετωπίζεται 
η επόμενη δραστηριότητα.

Να βρεθεί σημείο που ισαπέχει από τις πλευρές ενός τριγώνου.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Στην προέκτα-
ση της πλευράς ΑΒ (σχ.31) παίρνου-
με σημείο Ε, ώστε ΒΕ = ΑΒ και στην 
προέκταση της ΑΓ παίρνουμε σημείο 
Ζ, ώστε ΓΖ = ΑΓ. Αν ΑΔ το ύψος του 
τριγώνου και ΕΗ, ΖΘ τα κάθετα 
τμήματα προς την ευθεία ΒΓ, τότε:
	 i)	� να συγκριθούν τα τρίγωνα ΑΒΔ 

και ΕΒΗ, καθώς και τα ΑΓΔ και 
ΖΓΘ,

	ii)	 να αποδειχθεί ότι ΕΗ = ΖΘ. 

Λύση

	 i)	� Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΕΒΗ είναι ορθογώνια (Δ̂  = Ĥ = 90°) και έχουν ΑΒ = ΒΕ 
(από υπόθεση) και B̂1 = B̂2 (κατακορυφήν). Άρα, είναι ίσα.

		�  Όμοια και τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΖΓΘ είναι ίσα γιατί έχουν Δ̂  = Θ̂ = 90°, ΑΓ = ΓΖ 
και Γ̂ 1 = Γ̂ 2.

	ii)	� Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΔ και ΕΒΗ προκύπτει ότι ΕΗ = ΑΔ. Όμοια 
από την άλλη ισότητα των τριγώνων προκύπτει ΖΘ = ΑΔ. Επομένως ΕΗ = ΖΘ.

A

Η B

Ε

Γ

Ζ

Θ
Δ

1 1
2 2

Σχήμα 31

  εφαρμογη
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Θεωρούμε δύο ίσους κύκλους με κέντρα Κ, Λ 
και από το μέσο Μ του ΚΛ ευθεία ε που τέ-
μνει τους κύκλους (σχ.32) στα σημεία Α, Β και 
Γ, Δ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι ΑΒ = ΓΔ.

Απόδειξη

Επειδή τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ είναι χορδές 
ίσων κύκλων, για να είναι ΑΒ = ΓΔ αρκεί τα 
αποστήματά τους ΚΕ και ΛΖ, αντίστοιχα, να είναι ίσα. Τα τρίγωνα ΕΜΚ και ΖΜΛ 
είναι ορθογώνια (Ê = Ẑ = 90°) και έχουν ΚΜ = ΜΛ, γιατί το Μ είναι μέσο του ΚΛ 
και M̂1= M̂2 ως κατακορυφήν. Άρα είναι ίσα, οπότε ΚΕ = ΛΖ.

1
2

ε
Ζ

Γ

A
Ε

Μ
B

Δ

Λ
Κ

Σχήμα 32  εφαρμογη








 2
η

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Έστω ευθεία ε και σημείο Α εκτός αυτής. 
Αν ΑΒ⊥ε και ΑΓ⊥ε (Β, Γ σημεία της ε) 
τότε:

	 i)	 Β ≡ Γ	  Σ       Λ
	 ii)	 Β ≢ Γ	  Σ       Λ
	iii)	 ΑΒ = ΑΓ	  Σ       Λ

	 Αιτιολογήστε την απάντησή σας.
2.	 Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), 

Δ σημείο της βάσης και οι προτάσεις:
	 π1: Το ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου.
	 π2: Το ΑΔ είναι διάμεσος του τριγώνου.
	 π3: Το ΑΔ είναι διχοτόμος του τριγώνου.
	 Αν για το ΑΔ ισχύει μία από τις π1, π2, π3, 

τότε ισχύουν οι άλλες δύο προτάσεις;
3.	 Διατυπώστε τις δύο ανακεφαλαιωτικές 

περιπτώσεις ισότητας ορθογώνιων τρι-
γώνων.

4.	 Στο διπλανό 
σχήμα έχου-
με σχεδιάσει 
οκτώ ορθο-
γώνια τρί-
γωνα. Καθέ-
να από αυτά 
είναι ίσο με 
ένα από τα υπόλοιπα. Να βρείτε τα ζεύγη 
των ίσων τριγώνων και να αναφέρετε το 
λόγο για τον οποίο είναι ίσα.

5.	 Συμπληρώστε τα κενά στην επόμενη πρό-
ταση:

	 Ο φορέας του αποστήματος μιας χορδής 
είναι μεσοκάθετος της ............................... 
και διχοτομεί ............ ............

6.	 Αν ΑΒ, ΓΔ είναι χορδές ενός κύκλου (Κ) 
και ΚΕ, ΚΖ είναι αντίστοιχα τα αποστή-
ματά τους τότε:

	 a.	 AB = ΓΔ ⇔ ΚΕ = 1
2

 ΚΖ,

	 β.	 AB = ΓΔ ⇔ ΚΕ > ΚΖ,

	 γ.	 AB = ΓΔ ⇔ ΚΕ = ΚΖ,

	 δ.	 AB = ΓΔ ⇔ 1
2

 ΚΕ = 1
3

 ΚΖ,

	 ε.	 AB = ΓΔ ⇔ ΚΕ < ΚΖ.
	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντη-

σης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.
7.	 Ποια είναι η χαρακτηριστική ιδιότητα των 

σημείων της διχοτόμου μιας γωνίας;
8.	 Δύο ορθογώνια τρίγωνα που έχουν δύο 

πλευρές ίσες είναι πάντοτε ίσα; Να δι
καιολογήσετε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να αποδείξετε ότι τα ύψη ισοσκελούς τρι-

γώνου που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές 
του είναι ίσα.

2.	 Να αποδείξετε ότι τα μέσα των ίσων πλευ-
ρών ισοσκελούς τριγώνου ισαπέχουν:

	 i)	 από τη βάση,
	 ii)	 από τις ίσες πλευρές.

4
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3.	 Να αποδείξετε ότι τα άκρα ενός τμήματος 
ισαπέχουν από κάθε ευθεία που διέρχεται 
από το μέσο του.

4.	 Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, να αποδείξετε 
ότι και τα ύψη τους που αντιστοιχούν στις 
ίσες πλευρές είναι ίσα.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
και Μ το μέσο της βάσης του ΒΓ. Να απο-
δείξετε ότι:

	 i)	 το Μ ισαπέχει από τις ίσες πλευρές 
του τριγώνου,

	 ii)	 η ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας 
που σχηματίζουν οι αποστάσεις του 
Μ από τις ίσες πλευρές μεταξύ τους.

2.	 Να αποδείξετε ότι αν σε δύο τρίγωνα 
ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι α = αʹ, υα = υαʹ και 
μα = μαʹ, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

3.	 Να αποδείξετε ότι αν σε δύο οξυγώνια τρί-
γωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι α = αʹ, υβ = υβʹ 
και υγ = υγʹ, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

4.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) 
και η διχοτόμος του ΒΔ. Από το Δ φέρου-
με ΔΕ⊥ΒΓ, που τέμνει την ΑΒ στο Ζ. Να 
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΓΖ είναι ισο-
σκελές.

5.	 Δίνεται κύκλος (Ο, R), οι ίσες χορδές του 
ΑΒ, ΓΔ και τα αποστήματά τους ΟΚ και 
ΟΛ αντίστοιχα. Αν οι προεκτάσεις των ΒΑ 
και ΔΓ τέμνονται στο Μ, να αποδείξετε 
ότι:

	 i)	 τα τρίγωνα ΜΟΚ και ΜΟΛ είναι ίσα,
	 ii)	 ΜΑ = ΜΓ και ΜΒ = ΜΔ.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ. Η διχοτόμος της 
γωνίας Â  τέμνει τη μεσοκάθετο της ΒΓ 
στο σημείο Δ. Έστω Ε και Ζ οι προβολές 
του Δ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.

	 i)	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΔΒΕ και 
ΔΓΖ.

	 ii)	 Να λύσετε το ίδιο πρόβλημα θεωρώ-
ντας την εξωτερική διχοτόμο της Â, 
η οποία τέμνει τη μεσοκάθετο της ΒΓ 
στο σημείο Δʹ, με προβολές τα σημεία 
Εʹ, Ζʹ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντί-
στοιχα.

	iii)	 Να αποδείξετε ότι ΕΕʹ = ΑΓ και 
ΖΖʹ = ΑΒ.

2.	 Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ, ΑʹΒʹΓʹ 
έχουν μία κάθετη πλευρά ίση και η περί-
μετρος του ενός είναι ίση με την περίμετρο 
του άλλου, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
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Βασικοί γεωμετρικοί τόποι

 3.7 	Κύκλος - Μεσοκάθετος - Διχοτόμος

Όπως έχουμε αναφέρει, γεωμετρικός τόπος λέγεται το σύ-
νολο όλων των σημείων, που έχουν μια (κοινή) χαρακτηρι-
στική ιδιότητα.
Επομένως:
•	 ο κύκλος (σχ.33) είναι ένας γεωμετρικός τόπος, αφού 

όλα τα σημεία του και μόνον αυτά έχουν την ιδιότητα 
να απέχουν μια ορισμένη απόσταση από ένα σταθερό 
σημείο.

•	 η μεσοκάθετος ενός τμήματος (σχ.34) είναι επίσης ένας 
γεωμετρικός τόπος, αφού όλα τα σημεία της και μόνον 
αυτά έχουν την ιδιότητα να ισαπέχουν από τα άκρα του 
τμήματος.

•	 η διχοτόμος μιας γωνίας (σχ.35) είναι ένας άλλος γεω-
μετρικός τόπος, αφού όλα τα σημεία της και μόνον αυτά 
(από τα σημεία της γωνίας) ισαπέχουν από τις πλευρές 
της γωνίας.

Η αντιμετώπιση ενός προβλήματος γεωμετρικού τόπου 
απαιτεί μια ιδιαίτερη διαδικασία η οποία παρουσιάζεται στο 
επόμενο παράδειγμα.

Ο
Μ

Σχήμα 33

ε

Μ

A B

Σχήμα 34
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Μ

B
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z

Σχήμα 35

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων των κύ-
κλων, που διέρχονται από δύο σταθερά σημεία Α και Β.

Λύση

Έστω Μ ένα σημείο του ζητούμενου γεωμετρικού τόπου, 
δηλαδή το κέντρο ενός κύκλου που διέρχεται από τα Α, Β 
(σχ.36). Τότε ΜΑ = ΜΒ, ως ακτίνες του ίδιου κύκλου και 
επομένως το Μ ανήκει στη μεσοκάθετο ε του τμήματος 
ΑΒ.
Αντίστροφα. Έστω Ν ένα σημείο της μεσοκαθέτου ε του 
ΑΒ. Τότε θα είναι ΝΑ = ΝΒ, οπότε ο κύκλος (Ν, ΝΑ) 
διέρχεται και από το Β. 
Επομένως κάθε σημείο της ε είναι κέντρο κύκλου που 
διέρχεται από τα Α, Β. 
Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η μεσοκάθετος ε του τμήματος ΑΒ.
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Σχήμα 36

παραδειγμα
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Συμμετρικά σχήματα

 3.8 	Κεντρική συμμετρία

Στην §2.10 είδαμε πότε δύο σημεία Α, Αʹ λέγονται συμμε-
τρικά ως προς κέντρο ένα σημείο Ο (σχ.37).

Γενικότερα δύο σχήματα Σ, Σʹ λέγονται συμμετρικά ως 
προς ένα σημείο Ο (σχ.38), αν και μόνο αν κάθε σημείο 
του Σʹ είναι συμμετρικό ενός σημείου του Σ ως προς το Ο 
και αντίστροφα. Το σημείο Ο λέγεται κέντρο συμμετρίας 
του σχήματος, που αποτελείται από τα συμμετρικά ως προς 
το Ο σχήματα Σ και Σʹ. Δηλαδή ένα σημείο Ο λέγεται κέ-
ντρο συμμετρίας ενός σχήματος, όταν για κάθε σημείο Α του 
σχήματος το συμμετρικό του Αʹ, ως προς το Ο, είναι επίσης 
σημείο του σχήματος. Ένα σχήμα με κέντρο συμμετρίας 
λέμε ότι παρουσιάζει κεντρική συμμετρία.

Av στρέψουμε ένα σχήμα Σ, με κέντρο συμμετρίας το Ο 
(σχ.39), κατά 180ο γύρω από το Ο, θα πάρουμε ένα σχήμα 
που θα συμπίπτει με το αρχικό.

A AʹΟ

Σχήμα 37

180ο

Ο

AΣ

Σʹ
Aʹ

Σχήμα 38

180ο

Ο
A Aʹ

Σχήμα 39

Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Συμπληρώστε τα κενά στις επόμενες προ-
τάσεις.

	 i)	 Ο γεωμετρικός τόπος των κορυφών 
των ισοσκελών τριγώνων με γνωστή 
βάση είναι ..........................................

	 ii)	 Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων 
που ισαπέχουν από δύο τεμνόμενες 
ευθείες είναι .......................................

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των κο-

ρυφών Α των τριγώνων ΑΒΓ, που έχουν 
σταθερή την πλευρά ΒΓ = α και τη διάμε-
σο ΑΜ με γνωστό μήκος.

2.	 Δίνεται κύκλος (Ο, R). Αν Ν τυχαίο ση-
μείο του κύκλου και Μ σημείο στην προέ-
κταση της ΟΝ, ώστε ΟΝ = ΝΜ, να βρεθεί  
ο γεωμετρικός τόπος του Μ, όταν το Ν 
διαγράφει τον κύκλο.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση




ΣΧΟΛΙΟ
Από το προηγούμενο παράδειγμα γίνεται φανερό ότι η λύση ενός προβλήματος γεωμετρικού τόπου ακολουθεί 
τα εξής στάδια:
Θεωρούμε ένα τυχαίο σημείο Μ του ζητούμενου γεωμετρικού τόπου και με βάση τη χαρακτηριστική ιδιότητα 
που έχει, προσδιορίζουμε τη γραμμή Γ πάνω στην οποία βρίσκεται.
Στη συνέχεια κατασκευάζουμε με τον κανόνα και το διαβήτη τη γραμμή αυτή και εξετάζουμε αν το τυχαίο 
σημείο Ν της γραμμής αυτής ικανοποιεί τη χαρακτηριστική ιδιότητα του ζητούμενου γεωμετρικού τόπου. Αν 
αυτό συμβαίνει, τότε η γραμμή Γ είναι ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος.
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Από τα γνωστά μας, μέχρι τώρα σχήματα:
•	 Το ευθύγραμμο τμήμα έχει κέντρο συμμετρίας το μέσο 

του (σχ.40α).
•	 Η ευθεία έχει κέντρο συμμετρίας οποιοδήποτε σημείο 

της (σχ.40β).
•	 Ο κύκλος έχει κέντρο συμμετρίας το κέντρο του (σχ.40γ).

α

β

γ

A BΟ

AΟAʹ xx΄

A
B

Bʹ
Aʹ

Ο

Σχήμα 40

ε

A

Aʹ
Σχήμα 42

ε

Σ Σʹ

AʹA

Σχήμα 43

Το συμμετρικό ευθύγραμμου τμήματος ως προς σημείο που δεν ανήκει στο φο-
ρέα του, είναι τμήμα ίσο με αυτό.

Απόδειξη

Έστω ένα τμήμα ΑΒ (σχ.41), σημείο Ο που δεν ανήκει 
στην ευθεία ΑΒ και Αʹ, Βʹ τα συμμετρικά των Α, Β ως 
προς το Ο αντίστοιχα. Επειδή ΟΑʹ = ΟΑ, OBʹ = OB και 
ΑʹÔΒʹ =ΑÔΒ, τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΑʹΟΒʹ είναι ίσα, οπό-
τε ΑʹΒʹ = ΑΒ. Αρκεί να αποδείξουμε ότι τα τμήματα ΑΒ 
και ΑʹΒʹ είναι συμμετρικά ως προς το Ο. Έστω σημείο Μ του ΑΒ και Μʹ η τομή της 
ΜΟ με το ΑʹΒʹ. Από την προηγούμενη ισότητα τριγώνων έχουμε ότι Â = Âʹ, οπότε 
τα τρίγωνα ΑΟΜ και ΑʹΟΜʹ είναι ίσα γιατί έχουν ΟΑʹ = ΟΑ, Â = Âʹ και Ô1 = Ô2. 
Επομένως ΟΜʹ = ΟΜ, που σημαίνει ότι το Μʹ είναι συμμετρικό του Μ.
Όμοια το συμμετρικό κάθε σημείου Μʹ του ΑʹΒʹ είναι σημείο του ΑΒ. Άρα τα ΑΒ, 
ΑʹΒʹ είναι συμμετρικά ως προς το Ο.

  εφαρμογη
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Σχήμα 41

 3.9 	Αξονική συμμετρία

Στην §2.14 είδαμε πότε δύο σημεία Α, Αʹ λέγονται συμμε-
τρικά ως προς (άξονα) την ευθεία ε (σχ.42).
Γενικότερα δύο σχήματα Σ, Σʹ (σχ.43) λέγονται συμμετρικά 
ως προς την ευθεία ε, αν και μόνον αν κάθε σημείο του Σʹ 
είναι συμμετρικό ενός σημείου του Σ ως προς την ε και αντί-
στροφα. Η ευθεία ε λέγεται άξονας συμμετρίας του σχήμα-
τος που αποτελείται από τα σχήματα Σ και Σʹ. Δηλαδή μια 
ευθεία ε λέγεται άξονας συμμετρίας ενός σχήματος, όταν για 
κάθε σημείο Α του σχήματος το συμμετρικό του Αʹ, ως προς 
την ε, είναι επίσης σημείο του σχήματος. Ένα σχήμα με 
άξονα συμμετρίας λέμε ότι παρουσιάζει αξονική συμμετρία. 
Αν ένα σχήμα έχει ως άξονα συμμετρίας μια ευθεία ε, τότε 
η ε χωρίζει το σχήμα (σχ.44) σε δύο μέρη με τέτοιο τρόπο, 
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ώστε, αν διπλώσουμε το φύλλο σχεδίασης κατά μήκος της 
ε, τα μέρη αυτά θα ταυτιστούν.
Από τα γνωστά μας σχήματα
•	 Το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ έχει άξονες συμμετρίας τη με-

σοκάθετό του μ και τον φορέα του ε (σχ.45α).
•	 Η ευθεία xʹx έχει άξονα συμμετρίας κάθε ευθεία ε⊥xʹx 

και την ίδια τη xʹx (σχ.45β).
•	 Ο κύκλος έχει άξονα συμμετρίας το φορέα δ κάθε διαμέ-

τρου του ΑΒ (σχ.45γ).
•	 Το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) έχει άξονα συμ-

μετρίας το φορέα μ του ύψους ΑΔ (σχ.45δ).
•	 Το ισόπλευρο τρίγωνο έχει άξονα συμμετρίας τους φο-

ρείς των τριών υψών του (σχ.45ε).

ε

Σχήμα 44

(α) (β)

(δ) (ε)

A B

xʹ x
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μ
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Σχήμα 45

Έστω μια ευθεία ε και ένα τμήμα ΑΒ του οποίου το ένα 
άκρο Α είναι σημείο της ε. Να αποδειχθεί ότι το συμμετρι-
κό του ΑΒ ως προς την ε είναι το τμήμα ΑΒʹ ίσο με το ΑΒ, 
όπου Βʹ το συμμετρικό του Β ως προς την ε.

Απόδειξη

Το συμμετρικό του Α ως προς την ε είναι το ίδιο το Α, αφού το Α είναι σημείο της 
ε. Επειδή η ε είναι μεσοκάθετος του ΒΒʹ, είναι ΑΒʹ = ΑΒ. Στο ισοσκελές τρίγωνο 
ΑΒΒʹ η ΑΔ είναι ύψος και διάμεσος, άρα είναι και διχοτόμος, δηλαδή Â1 = Â2. Έστω 
σημείο Μ του ΑΒ. Φέρουμε ΜΚ⊥ε η οποία όταν προεκταθεί τέμνει το ΑΒʹ στο Μʹ. 
Στο τρίγωνο ΑΜΜʹ η ΑΚ είναι ύψος και διχοτόμος (αφού Â1 = Â2), άρα είναι και 
διάμεσος, δηλαδή ΚΜʹ = ΚΜ, οπότε το Μʹ είναι συμμετρικό του Μ.
Όμοια αποδεικνύεται ότι το συμμετρικό κάθε σημείου του ΑΒʹ είναι σημείο του ΑΒ. 
Άρα τα ΑΒ, ΑΒʹ είναι συμμετρικά ως προς την ε.

  εφαρμογη
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Ανισοτικές σχέσεις

Στην ενότητα αυτή αποδεικνύουμε την ανισοτική σχέση που 
ισχύει μεταξύ μιας εξωτερικής γωνίας ενός τριγώνου και 
των απέναντι γωνιών του και την ανισοτική σχέση πλευρών 
και γωνιών ενός τριγώνου. Επίσης, παρουσιάζουμε την τρι-
γωνική ανισότητα.

 3.10 	� Σχέση εξωτερικής και απέναντι γωνίας

Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι μεγαλύτερη 
από καθεμία από τις απέναντι γωνίες του τριγώνου.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρουμε τη διάμεσο ΒΔ (σχ.47) και 
στην προέκτασή της, προς το Δ, θεωρούμε σημείο Ε, ώστε 
ΔΕ = ΒΔ. Επειδή το Ε βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνί-
ας ΓÂx έχουμε ΓÂΕ < ΓÂx = Âεξ. Όμως τα τρίγωνα ΒΔΓ 
και ΕΔΑ είναι ίσα γιατί έχουν: ΒΔ = ΔΕ, ΑΔ = ΔΓ και 
Δ̂1 = Δ̂2, οπότε Γ̂  = ΓÂΕ. Από την τελευταία ισότητα και την 
ΓÂΕ < Âεξ προκύπτει ότι Âεξ >Γ̂ . Όμοια αποδεικνύεται ότι 
και Âεξ > B̂.

	 i)	Κάθε τρίγωνο έχει το πολύ μια γωνία ορθή ή αμβλεία.
	ii)	Το άθροισμα δύο γωνιών κάθε τριγώνου είναι μικρό-

τερο των 180°.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Να σχεδιάσετε τους άξονες συμμετρίας 
των γραμμάτων: Α, Β, Δ, Η, Θ, Τ, Χ, Ψ.

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Ο. Αν 
Αʹ, Βʹ, Γʹ είναι τα συμμετρικά των Α, Β, Γ 
ως προς το κέντρο Ο αντίστοιχα, να απο-
δειχθεί ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑʹΒʹΓʹ είναι 
συμμετρικά ως προς το Ο και ίσα.

3.	 Αν xʹÂʹyʹ είναι η συμμετρική της γωνίας 
xÂy, ως προς κέντρο συμμετρίας ένα ση-
μείο Ο, εξωτερικό της xÂy, τότε να απο-
δειχθεί ότι xʹÂʹyʹ = xÂy.

4.	 Να αποδείξετε ότι το συμμετρικό ενός τρι-
γώνου ΑΒΓ ως προς την ευθεία ΒΓ είναι 
τρίγωνο ίσο με το ΑΒΓ.

5.	 Να αποδείξετε ότι η διχοτόμος μιας γωνί-
ας είναι άξονας συμμετρίας της.

6.	 Έστω ε, εʹ δύο κάθετοι που τέμνονται στο 
Ο και ένα τυχαίο σημείο Μ. Αν Μʹ είναι 
το συμμετρικό του Μ ως προς ε και Μʹʹ 
το συμμετρικό του Μʹ ως προς εʹ, τότε να 
αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΟΜ = ΟΜʹʹ,
	 ii)	 τα σημεία Μ, Ο, Μʹʹ είναι συνευθεια

κά.

  Α
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 3.11 	� Ανισοτικές σχέσεις πλευρών  
και γωνιών

Σε κάθε τρίγωνο απέναντι από άνισες πλευρές βρίσκονται 
όμοια άνισες γωνίες και αντίστροφα.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με β > γ (σχ.48). Τότε υπάρχει μοναδι-
κό εσωτερικό σημείο Δ της ΑΓ, ώστε ΑΔ = ΑΒ. Το τρίγωνο 
ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση ΒΔ και επομένως B̂1 = Δ̂ 

1 = ω. 
Επειδή η ΒΔ είναι εσωτερική ημιευθεία της γωνίας B̂, είναι 
B̂ > B̂1, ενώ η Δ̂ 

1, ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ΒΔΓ 
είναι μεγαλύτερη από τη Γ̂ , δηλαδή Δ̂ 

1 > Γ̂ . Έτσι έχουμε 
B̂ > ω και ω > Γ̂ , επομένως B̂ > Γ̂ .
Αντίστροφα. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ > Γ̂ . Τότε θα είναι 
και β > γ, γιατί αν ήταν β = γ ή β < γ θα είχαμε B̂ = Γ̂  ή B̂ < Γ̂  
αντίστοιχα, που είναι άτοπο.

	 i)	 Αν μια γωνία ενός τριγώνου είναι ορθή ή αμβλεία, 
τότε η απέναντι πλευρά της είναι η μεγαλύτερη πλευ-
ρά του τριγώνου.

	ii)	 Αν ένα τρίγωνο έχει δύο γωνίες ίσες, τότε είναι ισο-
σκελές.

	iii)	 Αν ένα τρίγωνο έχει και τις τρεις γωνίες του ίσες, 
τότε είναι ισόπλευρο.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

 3.12 	Τ ριγωνική ανισότητα

Γνωρίζουμε ότι ο συντομότερος δρόμος μεταξύ δύο σημεί-
ων είναι η ευθεία που τα συνδέει. Αυτό εκφράζεται από το 
επόμενο θεώρημα.

Κάθε πλευρά τριγώνου είναι μικρότερη από το άθροισμα 
των δύο άλλων και μεγαλύτερη από τη διαφορά τους.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Θα αποδείξουμε αρχικά ότι α < β + γ 
(σχ.49). Γι’ αυτό προεκτείνουμε την πλευρά ΒΑ, προς το Α, 
κατά τμήμα ΑΔ = ΑΓ. Τότε το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκε-
λές και η ΓΑ εσωτερική ημιευθεία της ΒΓ̂ Δ, οπότε έχουμε 
αντίστοιχα Δ̂  = Γ̂ 1 και Γ̂ 1  < ΒΓ̂ Δ. Από τις σχέσεις αυτές προ-

ω
ω

A

B Γ

Δ1

1

Σχήμα 48

1

β
A

β

γ

αB Γ

Δ

Σχήμα 49

ΣΧΟΛΙΟ
Το διπλανό πόρισμα (ii) είναι 
το αντίστροφο του πορίσματος I 
της §3.2. Τα δύο αυτά πορίσμα-
τα συνοψίζονται στο εξής: ένα 
τρίγωνο είναι ισοσκελές αν και 
μόνο αν έχει δύο γωνίες ίσες.
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κύπτει ότι Δ̂  < ΒΓ̂ Δ, από την οποία σύμφωνα με το προη
γούμενο θεώρημα συμπεραίνουμε ότι ΒΓ < ΒΔ ή α < β + γ.
Όμοια προκύπτει ότι β < γ + α και γ < α + β. Από τις ανισό-
τητες αυτές, αντίστοιχα προκύπτει ότι α > β – γ, αν β ≥ γ ή 
α > γ – β, αν γ ≥ β, δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις ισχύει 
το ζητούμενο. Επομένως:

β – γ < α < β + γ, β ≥ γ

Κάθε χορδή κύκλου είναι μικρότερη ή ίση της διαμέτρου.
ΠΟΡΙΣΜΑ

ΣΧΟΛΙΟ
Γενικότερα ισχύει: Το ευθύγραμ-
μο τμήμα ΑΒ είναι μικρότερο 
από κάθε τεθλασμένη γραμμή 
που έχει άκρα τα Α και Β.

Αν Μ είναι ένα εσωτερικό σημείο ενός τριγώνου ΑΒΓ, να 
αποδειχθεί ότι:
i)	 ΒM̂Γ > Â                            ii)	 ΜΒ + ΜΓ < ΑΒ +ΑΓ.

Απόδειξη

	 i)	 Έστω Δ (σχ.50) το σημείο τομής της προέκτασης του ΒΜ 
με την ΑΓ. Η γωνία ΒΜΓ είναι εξωτερική στο τρίγωνο 
ΜΔΓ και επομένως ΒM̂Γ > Δ̂1. Αλλά η Δ̂1 είναι εξωτερική 
στο τρίγωνο ΑΒΔ, οπότε θα είναι Δ̂1 > Â. Άρα θα είναι και ΒM̂Γ > Â.

	ii)	 Με εφαρμογή της τριγωνικής ανισότητας στα τρίγωνα ΑΒΔ και ΜΓΔ προκύ-
πτουν αντίστοιχα οι ανισότητες

ΜΒ + ΜΔ < ΑΒ + ΑΔ και ΜΓ < ΜΔ + ΔΓ.
	Προσθέτοντας κατά μέλη βρίσκουμε:

ΜΒ + ΜΔ + ΜΓ < ΑΒ + (ΑΔ + ΔΓ) + ΜΔ ή ΜΒ + ΜΓ < ΑΒ + ΑΓ.

  εφαρμογη
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Σχήμα 50

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ της πλευράς ΒΓ. Αν ισχύουν 
δύο από τις επόμενες προτάσεις:
	 i)	 το τμήμα ΑΔ είναι διάμεσος,
	ii)	 το τμήμα ΑΔ είναι διχοτόμος,
	iii)	 το τμήμα ΑΔ είναι ύψος,
τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση ΒΓ.

Λύση
Έστω ΑΔ διχοτόμος και διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ (σχ.51). Προ-
εκτείνουμε το ΑΔ κατά ίσο τμήμα ΔΕ. Τότε τα τρίγωνα ΑΒΔ και 
ΔΓΕ είναι ίσα (ΒΔ = ΔΓ, ΑΔ = ΔΕ, Δ̂ 

1= Δ̂ 
2 ως κατακορυφήν). Άρα 

ΑΒ = ΓΕ (1) και Â1 = Ê. Από την Â1 = Ê προκύπτει ΑΓ = ΓΕ (2), αφού ΑΔ διχοτόμος, 
οπότε Â1 = Â2 = Ê. Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι ΑΒ = ΑΓ. Αν ΑΔ είναι 
ύψος και διάμεσος ή ύψος και διχοτόμος, τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι τα τρίγωνα 
ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ίσα, οπότε ΑΒ = ΑΓ.

  εφαρμογη
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Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές 
ίσες και τις περιεχόμενες γωνίες άνι-
σες, τότε και οι τρίτες πλευρές θα εί-
ναι όμοια άνισες και αντίστροφα.

Απόδειξη
Ας θεωρήσουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και 
ΑʹΒʹΓʹ με ΑΒ = ΑʹΒʹ, ΑΓ = ΑʹΓʹ και 
Â > Âʹ (σχ.55). 
Θα αποδείξουμε ότι BΓ > ΒʹΓʹ. Αφού 
Â > Âʹ, υπάρχει εσωτερική ημιευθεία Ax της Â τέτοια, ώστε ΒÂx = Âʹ. Πάνω στην Αx 
θεωρούμε σημείο Δ, ώστε ΑΔ = ΑʹΓʹ. Τότε τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑʹΒʹΓʹ είναι ίσα (ΠΓΠ). 
Άρα, ΒΔ = ΒʹΓʹ. Φέρουμε κατόπιν τη διχοτόμο ΑΕ της γωνίας ΔÂΓ, οπότε σχηματίζονται 
δύο ίσα τρίγωνα, τα ΑΔΕ και ΑΓΕ, άρα ΕΔ = ΕΓ. Στο τρίγωνο ΒΔΕ, έχουμε από την 
τριγωνική ανισότητα ότι 

ΒΔ < ΒΕ + ΕΔ ή ΒΔ < ΒΕ + ΕΓ ή ΒʹΓʹ < ΒΓ.
Αντίστροφα. Ας θεωρήσουμε ότι στα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι ΑΒ = ΑʹΓʹ, 
ΑΓ = ΑʹΓʹ και ΒΓ > ΒʹΓʹ. Αν ήταν Â = Âʹ, τότε θα είχαμε ότι ΒΓ = ΒʹΓʹ, ενώ αν ήταν 
Â < Âʹ, θα είχαμε ότι ΒʹΓʹ < ΒΓ, που είναι άτοπο. Επομένως, Â > Âʹ.

  εφαρμογη
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Δίνεται μια ευθεία ε, δύο σημεία Α, Β προς το ίδιο 
μέρος της και το συμμετρικό Αʹ του Α ως προς την ε 
(Σχ.53α).
	 i)	 Για οποιοδήποτε σημείο Μ της ε, να αποδειχθεί ότι 

ΜΑ + ΜΒ = ΜΑʹ + ΜΒ ≥ ΑʹΒ. Πότε το άθροι-
σμα ΜΑ + ΜΒ παίρνει τη μικρότερή του τιμή;

	ii)	 Στα σημεία Α, Β, Γ (σχ.53β) βρίσκονται τρεις 
κωμοπόλεις. Κοντά σε αυτές διέρχεται σιδηρο-
δρομική γραμμή, πάνω στην οποία πρόκειται να 
κατασκευασθεί σταθμός Σ. Σε ποιο σημείο πρέ-
πει να κατασκευασθεί ο σταθμός, ώστε ο δρόμος 
ΑΣΓΒ να είναι ο ελάχιστος δυνατός;

Λύση
	 i)	Επειδή το Αʹ είναι συμμετρικό του Α ως προς την ε, η ε είναι μεσοκάθετος του ΑΑʹ, 

οπότε ΜΑ = ΜΑʹ και επομένως ΜΑ + ΜΒ = ΜΑʹ + ΜΒ (1). Αν το Μ δεν είναι 
σημείο του τμήματος ΑʹΒ από το τρίγωνο ΜΑʹΒ, έχουμε ΜΑʹ + ΜΒ > ΑʹΒ (2), 
ενώ αν το Μ είναι σημείο του ΑʹΒʹ έχουμε ΜΑʹ + ΜΒ = ΑʹΒ (3). Από (1), (2) και 
(3) προκύπτει ότι ΜΑ + ΜΒ = ΜΑʹ + ΜΒ ≥ ΑʹΒ και ότι το ΜΑ + ΜΒ παίρνει τη 
μικρότερή του τιμή ΑʹΒ, όταν Μ = Μ0, όπου Μ0 το σημείο τομής της ε με το ΑʹΒ.

	ii)	Όμοια με το i).

  εφαρμογη
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Μ0

Aʹ
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  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) 
καθεμία από τις επόμενες προτάσεις:

	 i)	 Η εξωτερική γωνία Âεξ  
τριγώνου ΑΒΓ είναι  
μεγαλύτερη από τη Γ̂ .	  Σ     Λ

	 ii)	 Η εξωτερική γωνία B̂εξ  
τριγώνου ΑΒΓ είναι  
μικρότερη από τη Γ̂ .	  Σ     Λ

	iii)	 Το άθροισμα δύο γωνιών ενός  
τριγώνου είναι 180°.	  Σ     Λ

	 iv)	  Αν β > γ (σε τρίγωνο ΑΒΓ), τότε 
B̂ = Γ̂  και αντίστροφα.	  Σ     Λ

	 v)	 Αν β = γ (σε τρίγωνο ΑΒΓ), τότε 
B̂ = Γ̂  και αντίστροφα.	  Σ     Λ

2.	 Για το τρίγωνο του παρακάτω σχήματος 
ισχύει:

	 α. α = 7             β. α = 1
 	 γ. 1 < α < 7        δ. α > 7        ε. 0 < α < 1. 
	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντησης 

και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

3 4

α

3.	 Υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ με a =  γ
3

 και β =  3γ
5

; 

Δικαιολογήστε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Στο παρακάτω σχήμα είναι B̂1 > Γ̂ 1 . 
	 Να αποδείξετε ότι B̂1 > 90°.

2 2 11

Α

Β Γ

2.	 Αν σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ ισχύουν 
ΑΒ = ΒΓ και Â = Γ̂ , να αποδείξετε ότι 
ΑΔ = ΓΔ. Τι συμπεραίνετε για τη ΒΔ;

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂=Γ̂ . 
	 i)	 Τι είδους γωνία είναι η B̂; 
	 ii)	 Να αποδείξετε ότι το ύψος από την 

κορυφή Α τέμνει την ευθεία ΒΓ, σε 
εσωτερικό σημείο της πλευράς ΒΓ.

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ της 
ημιευθείας Βx που περιέχει το Α. Να απο-
δείξετε ότι η γωνία ΒΔ̂ Γ είναι μεγαλύτε-
ρη, ίση ή μικρότερη της γωνίας ΒÂΓ, αν 
το σημείο Δ βρίσκεται μεταξύ των Β και 
Α, ταυτίζεται με το Α ή βρίσκεται μετά το 
Α, αντίστοιχα.

5.	 Αν Μ σημείο της βάσης ΒΓ ισοσκε-
λούς τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι 
ΑΜ < ΑΒ.

6.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â =90°), η 
διχοτόμος της γωνίας Γ̂  τέμνει την πλευ-
ρά ΑΒ στο Δ. Να αποδείξετε ότι ΑΔ < ΔΒ.

7.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Ο σημείο στο 
εσωτερικό του τριγώνου. Οι ΒΟ και ΓΟ 
τέμνουν τις ΑΓ και ΑΒ στα σημεία Λ και 
Μ αντίστοιχα. Αν ισχύει ότι ΒΟ = ΓΟ και 
ΟΛ = ΟΜ να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 
ΑΒΓ είναι ισοσκελές.

8.	 Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
και Κ, Λ τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ αντί-
στοιχα. Να αποδείξετε ότι αν οι εξωτε-
ρικές διχοτόμοι των γωνιών του B̂ και Γ̂ 
τέμνονται στο σημείο Δ, τότε το τρίγωνο 
ΔΚΛ είναι ισοσκελές.

9.	 Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) και I το σημείο τομής των δι-
χοτόμων των γωνιών B̂, Γ̂ . Να αποδείξε-
τε ότι:

	 i)	 το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές,
	 ii)	 η ΑΙ είναι διχοτόμος της Â.

10.	Οι κωμοπόλεις Κ1, Κ2, Κ3 απέχουν από 
την πόλη Π (παρακάτω σχήμα), απο-
στάσεις 7, 6 και 10 km αντίστοιχα. Ένα 
αυτοκίνητο ξεκινάει από την κωμόπο-
λη Κ1 και ακολουθώντας τη διαδρομή 
Κ1Κ2Κ3Κ1 επιστρέφει στην Κ1. Ο χιλιο-
μετρητής του γράφει ότι για αυτή τη δια
δρομή διήνυσε απόσταση 48 km. Είναι 
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A

BΚ

δ ζ

ε

Σχήμα 54

αυτό δυνατόν; Δικαιολογήστε την απά-
ντησή σας.

K2

Π
7Km

6Km

10Km

K1 K3

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει μa < α
2

, να απο-
δείξετε ότι Â > B̂ + Γ̂ . Τι ισχύει όταν μa = 
α
2

 ή μa > α
2

 ;

2.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και 
Μ το μέσο της ΒΓ. Να αποδείξετε ότι 
ΑM̂Γ > ΑM̂Β.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και η 
διάμεσος ΑΜ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΜÂΒ > ΜÂΓ,

	 ii)	 β – γ
2

 < μa <  β + γ
2

,

	iii)	 μα+ μβ+ μγ < 2τ.
4.	 Έστω κύκλος (Ο, R) διαμέτρου ΑΒ και 

σημείο Σ της ημιευθείας ΟΑ. Για κάθε 
σημείο Μ του κύκλου να αποδειχθεί ότι 
ΣΑ ≤ ΣΜ ≤ ΣΒ. (Το τμήμα ΣΑ λέγεται 
απόσταση του Σ από τον κύκλο).

5.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Αν η διχοτόμος δα τέ-
μνει κάθετα τη διάμεσο μβ, να αποδείξετε 
ότι:

	 i)	 ΑΓ = 2ΑΒ,
	 ii)	 ΑΒ < ΒΓ.

6.	 Έστω κύκλος (Ο, R) και δύο τόξα A͡B, Γ͡Δ. 

Αν A͡B = 2Γ͡Δ να αποδείξετε ότι ΑΒ < 2ΓΔ.
7.	 Να αποδείξετε ότι σε δύο άνισα τόξα ενός 

κύκλου αντιστοιχούν χορδές όμοια άνισες 
και αντίστροφα.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Έστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ και Ο 

εσωτερικό σημείο του.
	 i)	 Να αποδείξετε ότι

	 ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ > ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΑ
2 .

	 ii)	 Για ποια θέση του Ο το άθροισμα
	ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ γίνεται ελάχιστο;

2.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ) προεκτείνουμε 
τις πλευρές ΒΑ και ΓΑ προς το μέρος του 
Α κατά τμήματα ΑΔ = ΑΓ και ΑΕ = ΑΒ 
αντίστοιχα. Η ευθεία ΔΕ τέμνει την ευθεία 
ΒΓ στο σημείο Μ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 το τρίγωνο ΜΒΕ είναι ισοσκελές,
	 ii)	 η διχοτόμος της ΒM̂Ε διέρχεται από 

το σημείο Α.
3.	 Έστω Ο το σημείο τομής των διαγωνίων 

ενός κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. Να απο-
δείξετε ότι:

	 i)	 κάθε διαγώνιος είναι μικρότερη της 
ημιπεριμέτρου του τετραπλεύρου,

	 ii)	 ΑΓ + ΒΔ > ΑΒ + ΓΔ και  
ΑΓ + ΒΔ > ΑΔ + ΒΓ,

	iii)	 το άθροισμα των διαγωνίων είναι με-
γαλύτερο της ημιπεριμέτρου του τε-
τραπλεύρου και μικρότερο της περι-
μέτρου του τετραπλεύρου.

4.	 Στο εσωτερικό ορθής γωνίας xÔy θεωρού-
με σημείο Γ και στις πλευρές της Οx, Oy τα 
σημεία Α, Β αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι με-
γαλύτερη από 2ΟΓ.

 3.13 	Κ άθετες και πλάγιες

Έστω μια ευθεία ε (σχ.54) και ένα σημείο Α εκτός αυτής. 
Από το Α φέρουμε προς την ε την κάθετο δ και μια πλάγια 
ζ. Οι ευθείες δ και ζ τέμνουν την ε στα Κ και Β αντίστοιχα. 
Το Κ, όπως είναι γνωστό, λέγεται προβολή του Α πάνω στην 
ε ή ίχνος της καθέτου δ πάνω στην ε. Το Β λέγεται ίχνος της 
ευθείας ζ ή του τμήματος ΑΒ πάνω στην ε.
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Αν δύο πλάγια τμήματα είναι ίσα, τότε τα ίχνη τους ισα-
πέχουν από το ίχνος της καθέτου, και αντίστροφα.

Θεώρημα I

 Απόδειξη

Έστω ΑΒ και ΑΓ δύο ίσα πλάγια τμήματα και ΑΚ το κά-
θετο τμήμα (σχ.55). To τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές και 
το ΑΚ ύψος του, επομένως θα είναι και διάμεσος, δηλαδή 
ΚΒ = ΚΓ.
Αντίστροφα. Έστω ότι ΚΒ = ΚΓ. Στο τρίγωνο ΑΒΓ το ΑΚ 
είναι ύψος και διάμεσος, άρα (εφαρμογή §3.12) το τρίγωνο 
είναι ισοσκελές, δηλαδή ΑΒ = ΑΓ.

Αν από ένα σημείο εκτός ευθείας φέρουμε το κάθετο και 
δύο πλάγια ευθύγραμμα τμήματα τότε:
(i)	 Το κάθετο τμήμα είναι μικρότερο από κάθε πλάγιο.
(ii)	� Αν δύο πλάγια τμήματα είναι άνισα, τότε και οι απο-

στάσεις των ιχνών τους από το ίχνος της καθέτου 
είναι ομοιοτρόπως άνισες και αντίστροφα.

Θεώρημα II

 Απόδειξη

	 i)	 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΒ (σχ.56), η γωνία K̂ είναι 
η μεγαλύτερη ως ορθή. Επομένως η πλευρά ΑΒ είναι η 
μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου και, άρα, ΑΒ > ΑΚ.

	ii)	 Έστω ευθεία ε και σημείο Α εκτός αυτής. Θεωρούμε 
την κάθετο ΑΚ στην ε και δύο πλάγια τμήματα ΑΒ, ΑΓ, 
όπου Β, Γ σημεία της ε (σχ.57).

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι 
και τα δύο ίχνη Β, Γ των πλάγιων τμημάτων ανήκουν στην 
ίδια ημιευθεία που ορίζει το σημείο Κ.
Ας υποθέσουμε ότι ΚΓ > ΚΒ (σχ.57). Θα αποδείξουμε ότι 
ΑΓ > ΑΒ. Αφού το Β είναι μεταξύ των Κ, Γ, η ΑB̂Γ εί-
ναι εξωτερική του ορθογώνιου τριγώνου ΚΑΒ, επομένως 
ΑB̂Γ > K̂ = 1⌊, δηλαδή η ΑB̂Γ είναι αμβλεία. Στο τρίγωνο 
ΑΒΓ η πλευρά ΑΓ βρίσκεται απέναντι από την ΑB̂Γ, συνεπώς 
είναι η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου, δηλαδή ΑΓ > ΑΒ. 
Αντίστροφα. Ας υποθέσουμε ότι ΑΓ > ΑΒ. Αν ήταν 
ΚΓ = ΚΒ, τότε θα είχαμε ΑΓ = ΑΒ, που είναι άτοπο. Αν 
ΚΓ < ΚΒ, τότε σύμφωνα με το προηγούμενο θα είχαμε ότι 
ΑΓ < ΑΒ, που είναι επίσης άτοπο. Επομένως ΚΓ > ΚΒ.

A

B ΓΚ

Σχήμα 55

A

B Κ
Σχήμα 56

A

BΓ Κ
ε

Σχήμα 57

ΣΧΟΛΙΟ
Την ιδιότητα (i) του Θεωρήμα-
τος II, που έχει το κάθετο τμήμα 
συνήθως εκφράζουμε και ως: η 
απόσταση ενός σημείου Α από 
μία ευθεία ε είναι μικρότερη από 
την απόσταση του Α από τυχόν 
σημείο της ευθείας.
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Ευθεία και κύκλος

 3.14 	 Σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου

Θεωρούμε έναν κύκλο (Ο, R) μια ευθεία xʹx και την από-
σταση δ = ΟΑ του κέντρου Ο από την xʹx (σχ.58). Μεταξύ 
των δ και R ισχύει μία από τις σχέσεις: δ > R, δ = R και 
δ < R. Θα εξετάσουμε τη γεωμετρική ερμηνεία καθεμίας 
από τις σχέσεις αυτές.
•	 Έστω δ > R (σχ.58α). Τότε το Α είναι εξωτερικό σημείο 

του κύκλου, οπότε και κάθε άλλο σημείο Μ της ευθείας 
είναι εξωτερικό, αφού OM > OA > R. Επομένως, η xʹx 
δεν έχει κανένα κοινό σημείο με τον κύκλο και λέγεται 
εξωτερική ευθεία του κύκλου.

•	 Έστω δ = R (σχ.58β). Τότε το Α είναι κοινό σημείο της 
ευθείας με τον κύκλο, ενώ κάθε άλλο σημείο Μ της xʹx 
είναι εξωτερικό σημείο του (Ο, R), αφού ΟΜ > ΟΑ = R. 
Επομένως, η xʹx έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον κύ-

Ερωτήσεις Κατανόησης
	 Αν ΑΒ, ΑΓ πλάγια τμήματα ως προς μια 

ευθεία ε και ΑΚ το κάθετο τμήμα, τότε:
1.	 Συμπληρώστε τις παρακάτω ισοδυναμίες

	 i)	 ΑΒ = ΑΓ ⇔ ...................
	 ii)	 ΑΒ > ΑΓ ⇔ ...................

2.	 Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) 
καθεμία από τις παρακάτω σχέσεις και 
αιτιολογήστε την απάντησή σας.

	 i)	 ΑΒ > ΑΚ	  Σ     Λ
	 ii)	 ΑΒ = ΑΚ	  Σ     Λ
	iii)	 ΑΒ < ΑΚ	  Σ     Λ

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Στις κάθετες πλευρές ΑΒ, ΑΓ ορθογώνιου 

τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε τα σημεία Δ, Ε 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΔΕ < ΕΒ,
	 ii)	 ΔΕ < ΒΓ.

2.	 Στο παρακάτω σχήμα το ΑΗ είναι ύψος 
και διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ. Να συ-
γκρίνετε τα τμήματα ΑΒ, ΑΓ και ΑΔ.

Α

Β Η Γ Δ

3.	 Δίνεται τμήμα ΑΒ, σημείο Ρ της μεσο
καθέτου του και μία ευθεία ε που διέρχε-
ται από το Α.

	 i)	 Να συγκρίνετε τις αποστάσεις του Ρ 
από την ευθεία ε και το σημείο Β.

	 ii)	 Ποια πρέπει να είναι η θέση της ευ-
θείας ε, ώστε οι αποστάσεις αυτές να 
είναι ίσες;

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση




}

}

}

{

{

α

β

γ

Ο

δ R
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x′

Μ A

Ο
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x
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δ R
A xΜBB′

Ο

Σχήμα 58
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κλο και λέγεται εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Α. 
Το σημείο Α λέγεται σημείο επαφής της ευθείας με τον 
κύκλο. Επίσης, στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία 
xʹx εφάπτεται του κύκλου (Ο, R) στο σημείο Α. Είναι 
φανερό ότι:

Η ακτίνα που καταλήγει στο σημείο επαφής είναι κάθετη 
στην εφαπτομένη.
Η εφαπτομένη του κύκλου σε κάθε σημείο του είναι μο-
ναδική.
•	 Έστω δ < R (σχ.58γ). Τότε το Α είναι εσωτερικό σημείο 

του κύκλου. Πάνω στην ημιευθεία Αx θεωρούμε ένα ση-
μείο Μ, ώστε ΑΜ = R. Τότε το Μ είναι εξωτερικό σημείο 
του κύκλου, αφού ΟΜ > ΑΜ = R. Έτσι η ημιευθεία Αx, 
αφού διέρχεται από ένα εσωτερικό σημείο, το Α, και ένα 
εξωτερικό, το Μ, είναι φανερό ότι έχει ένα μοναδικό κοι-
νό σημείο με τον κύκλο, το Β. Όμοια και η ημιευθεία Αxʹ 
έχει ένα κοινό σημείο με τον κύκλο, το Βʹ.

Επομένως, η xʹx έχει δύο κοινά σημεία με τον κύκλο. Στην 
περίπτωση αυτή η ευθεία xʹx, λέγεται τέμνουσα του κύκλου 
και τα κοινά της σημεία με τον κύκλο λέγονται σημεία το-
μής της με τον κύκλο. Επίσης λέμε ότι η ευθεία τέμνει τον 
κύκλο.
Ανακεφαλαιώνοντας έχουμε:
•	 Αν δ > R, η ευθεία δεν έχει κοινά σημεία με τον κύκλο.
•	 Αν δ = R, η ευθεία έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον 

κύκλο.
•	 Αν δ < R, η ευθεία έχει δύο κοινά σημεία με τον κύκλο.
Με τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο αποδεικνύονται και 
τα αντίστροφα των παραπάνω συμπερασμάτων. Με την ίδια 
επίσης μέθοδο αποδεικνύεται και το επόμενο θεώρημα.

Μια ευθεία και ένας κύκλος έχουν το πολύ δύο κοινά 
σημεία.

Θεώρημα I

 Απόδειξη

Ας υποθέσουμε ότι μια ευθεία ε και ένας κύκλος (Ο, ρ) έχουν 
τρία κοινά σημεία, τα Α, Β, Γ (σχ. 59). Επειδή ΟΑ = ΟΒ (= ρ) 
και ΟΒ = ΟΓ (= ρ), οι μεσοκάθετοι ξ, ζ των ΑΒ, ΒΓ αντί-
στοιχα, διέρχονται από το Ο. Έτσι από το σημείο Ο έχουμε 
δύο διαφορετικές κάθετες στην ε, τις ξ, ζ, που είναι άτοπο.

ε
ζ ξ

B

Γ

Ο
A

Σχήμα 59

ΣΧΟΛΙΟ
Από το προηγούμενο θεώρημα 
προκύπτει ότι τρία οποιαδήπο-
τε σημεία ενός κύκλου δεν είναι 
συνευθειακά. Στην §4.5 θα δού-
με ότι από τρία μη συνευθειακά 
σημεία διέρχεται ένας κύκλος, 
που είναι και μοναδικός.
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 3.15 	Ε φαπτόμενα τμήματα

Έστω ένας κύκλος (Ο, ρ) και ένα εξωτερικό του σημείο Ρ. 
Στην §6.7 θα δούμε ότι από το Ρ φέρονται δύο εφαπτόμε-
νες του κύκλου. Αν Α, Β είναι τα σημεία επαφής αυτών με 
τον κύκλο (σχ.60), τότε τα τμήματα ΡΑ και ΡΒ λέγονται 
εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου από το σημείο Ρ και η 
ευθεία ΡΟ διακεντρική ευθεία του σημείου Ρ. Ισχύει το εξής 
θεώρημα:

Τα εφαπτόμενα τμήματα κύκλου, που άγονται από σημείο 
εκτός αυτού είναι ίσα μεταξύ τους.

Θεώρημα ΙΙ

 Απόδειξη

Τα τρίγωνα ΑΟΡ και ΒΟΡ (σχ.60) έχουν Â= B̂= 90°, ΟΡ 
κοινή και ΟΑ = ΟΒ (= ρ), άρα είναι ίσα, οπότε ΡΑ = ΡΒ.

Αν Ρ είναι ένα εξωτερικό σημείο ενός κύκλου, τότε η 
διακεντρική ευθεία του:
	 i)	 είναι μεσοκάθετος της χορδής του κύκλου με άκρα 

τα σημεία επαφής,
	ii)	 διχοτομεί τη γωνία των εφαπτόμενων τμημάτων και 

τη γωνία των ακτίνων που καταλήγουν στα σημεία 
επαφής.

ΠΟΡΙΣΜΑ

1 1
2 2

A

B

ΟΡ

Σχήμα 60

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Πότε μια ευθεία έχει δύο, ένα ή κανένα 
κοινό σημείο με έναν κύκλο;

2.	 Είναι δυνατόν στο παρακάτω σχήμα να 
είναι ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ; Δικαιολογήστε την 
απάντησή σας.

Ο

Α Β Γ
ε

 3.	Στο παρακάτω σχήμα τα ΡΑ, ΡΒ είναι 
εφαπτόμενα τμήματα, η ΡΚ διχοτόμος 
της ΑP̂Β, τα Λ, Ν μέσα των τόξων ΑΛΒ , 
ΑΝΒ  αντίστοιχα και το Μ μέσο της χορ-
δής ΑΒ. Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή 

λάθος (Λ) καθεμία από τις παρακάτω 
προτάσεις:

Ο

Α

ΜΛΚΡ

Β

Ν

	 i)	 ΡΑ = ΡΒ.	  Σ      Λ
	 ii)	 Η ΡΚ διέρχεται  

από το Ο.	  Σ      Λ 
	iii)	 Η ΟΜ διέρχεται  

από τα Ρ, Λ, Ν.	  Σ      Λ
	 iv)	 Η προέκταση του ΛΜ  

διχοτομεί τις γωνίες ΑP̂Β, ΑÔΒ  
και το τόξο ΑΝΒ .	  Σ      Λ
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 3.16 	 Σχετικές θέσεις δύο κύκλων

Θεωρούμε δύο κύκλους (Κ, R) και (Λ, ρ) με R ≥ ρ. Οι σχε-
τικές τους θέσεις φαίνονται στο παρακάτω σχήμα (σχ.61α). 
Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα κέντρα δύο κύκλων 
λέγεται διάκεντρος των δύο κύκλων και συμβολίζεται με 
δ (σχ. 61β). 
Οι σχετικές θέσεις δύο κύκλων εξαρτώνται από τη σχέση 
της διακέντρου με το άθροισμα ή τη διαφορά των ακτίνων 
τους. Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

Κ δ Λ

Σχήμα 61β

ΚΛ ΚΛ ΚΛ

Κ
ΛΚΛ

Σχήμα 61α

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Αν έχουμε δύο ομόκεντρους κύκλους, να 

εξηγήσετε γιατί όλες οι χορδές του μεγά-
λου κύκλου που εφάπτονται στο μικρό κύ-
κλο είναι ίσες.

2.	 Δίνεται κύκλος (Ο, ρ), μία διάμετρός του 
ΑΒ και οι εφαπτόμενες ε1, ε2 του κύκλου 
στα Α, Β. Αν μια τρίτη εφαπτομένη ε τέ-
μνει τις ε1, ε2 στα Γ, Δ, να αποδείξετε ότι 
ΓÔΔ = 90°.

3.	 Από εξωτερικό σημείο Ρ κύκλου (Ο,R) 
φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και 
ΡΒ. Μία τρίτη εφαπτομένη στο σημείο 
Ε του κύκλου τέμνει τα ΡΑ και ΡΒ στα  
σημεία Γ, Δ αντίστοιχα. Να βρεθεί η περί-
μετρος του τριγώνου ΡΓΔ ως συνάρτηση 
των τμημάτων ΡΑ και ΓΔ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Να αποδείξετε ότι δύο σημεία μίας εφα-

πτομένης κύκλου, τα οποία ισαπέχουν από 
το σημείο επαφής, απέχουν ίση απόσταση 
από τον κύκλο.

2.	 Από σημείο Μ εξωτερικό του κύκλου (Ο, 
R) φέρουμε τις εφαπτόμενες ΜΑ, ΜΒ του 
κύκλου. Προεκτείνουμε το ΟΒ κατά ίσο 
τμήμα ΒΓ. Να αποδείξετε ότι η γωνία 
ΑM̂Γ είναι τριπλάσια της ΒM̂Γ.

3.	 Από εξωτερικό σημείο Ρ ενός κύκλου κέ-
ντρου Ο, φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήμα-
τα ΡΑ και ΡΒ. Αν Μ είναι ένα εσωτερικό 
σημείο του ευθύγραμμου τμήματος ΟΡ να 
αποδείξετε ότι ΜÂΡ = ΜB̂Ρ.
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(α)

(β)

(γ)

(δ)

(ε)

ΚΛ
δ

Κ Λ
δ

Κ Λδ

A

B

ρR

R ρ
δΚ Λ

Κ Λδ

Σχήμα 62

Κ Λ
R ρA

δ

Σχήμα 63

Κ

A

Λ

B

R

R

ρ

ρ

Σχήμα 64

A

Κ Λ

B

Σχήμα 65

► �Κύκλοι χωρίς κοινά σημεία

	 i)	 Ο κύκλος (Λ, ρ) βρίσκεται στο εσωτερικό του (Κ, R), 
αν και μόνο αν δ < R – ρ (σχ.62α).

	ii)	 Οι κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) βρίσκεται ο ένας στο εξω-
τερικό του άλλου, αν και μόνο αν δ > R + ρ (σχ.62ε).

► �Εφαπτόμενοι κύκλοι

	 i)	 Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, δηλαδή έχουν ένα 
κοινό σημείο και ο κύκλος (Λ, ρ) βρίσκεται στο εσω-
τερικό του (Κ, R), αν και μόνο αν δ = R – ρ (σχ.62β).

	ii)	 Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά, δηλαδή έχουν ένα 
κοινό σημείο και ο ένας βρίσκεται στο εξωτερικό του 
άλλου, αν και μόνο αν δ = R + ρ (σχ.62δ).

Το κοινό σημείο δύο εφαπτόμενων κύκλων λέγεται σημείο 
επαφής και είναι σημείο της διακέντρου.
Πράγματι, αν το σημείο επαφής Α (σχ.63) δεν είναι ση-
μείο της διακέντρου, τότε από το τρίγωνο ΑΚΛ έχουμε 
ΚΛ < ΚΑ + ΑΛ, δηλαδή δ < R + ρ, που είναι άτοπο.
► �Τεμνόμενοι κύκλοι

Οι κύκλοι τέμνονται, δηλαδή έχουν δύο κοινά σημεία, αν 
και μόνο αν R – ρ < δ < R + ρ (σχ.62γ). Το ευθύγραμμο 
τμήμα ΑΒ που ενώνει τα κοινά σημεία λέγεται κοινή χορδή 
των δύο κύκλων. Ισχύει το επόμενο θεώρημα.

Η διάκεντρος δύο τεμνόμενων κύκλων είναι μεσοκάθετος 
της κοινής χορδής τους.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω οι κύκλοι (K, R) και (Λ, ρ) του σχ.64 και Α, Β τα σημεία 
τομής τους. Επειδή ΚΑ = ΚΒ = R, το σημείο Κ είναι σημείο 
της μεσοκαθέτου του ΑΒ. Όμοια από την ΛΑ = ΛΒ = ρ προκύ-
πτει ότι και το Λ είναι σημείο της μεσοκαθέτου του ΑΒ. Άρα, 
η ΚΛ είναι μεσοκάθετος της κοινής χορδής ΑΒ του κύκλου.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Στην περίπτωση που οι τεμνόμενοι κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) (σχ.65) 
είναι ίσοι, δηλαδή έχουν R = ρ, τότε και η κοινή χορδή είναι μεσο-
κάθετος της διακέντρου.
Πράγματι, επειδή R = ρ, θα είναι ΑΚ = ΑΛ και ΒΚ = ΒΛ. Άρα τα Α 
και Β είναι σημεία της μεσοκαθέτου του ΚΛ και επομένως η κοινή 
χορδή ΑΒ είναι μεσοκάθετος της διακέντρου ΚΛ. 
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ΣΧΟΛΙΟ
Η ευθεία ε του παραπάνω σχήματος, που εφάπτεται και στους δύο κύκλους και τους αφήνει προς το ίδιο μέρος 
της λέγεται κοινή εξωτερική εφαπτομένη, ενώ η ευθεία ζ που έχει τους κύκλους στους οποίους εφάπτεται 
εκατέρωθεν αυτής λέγεται κοινή εσωτερική εφαπτομένη.

Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α (σχ.66). 
Μία ευθεία ε εφάπτεται και στους δύο κύκλους στα 
Β, Γ αντίστοιχα, όπως στο σχ.66. Να αποδειχθεί ότι:
	 i)	� Η εφαπτομένη ζ του ενός κύκλου στο Α είναι 

και εφαπτομένη του άλλου.
	ii)	 Η ευθεία ζ διχοτομεί το τμήμα ΒΓ. 

Απόδειξη

	 i)	 Έστω ότι η ζ εφάπτεται στον κύκλο (Κ) στο Α. Τότε ζ⊥ΚΑ (1).
		  Επειδή όμως οι κύκλοι εφάπτονται, το Α είναι σημείο της διακέντρου ΚΛ, οπότε 

από την (1) προκύπτει ότι ζ⊥ΑΛ, επομένως η ευθεία ζ είναι και εφαπτομένη του 
κύκλου (Λ).

	ii)	 Έστω Μ το σημείο τομής της ζ με την ε. Τότε ΜΑ = ΜΒ, ως εφαπτόμενα τμή-
ματα του (Κ) και ΜΑ = ΜΓ, ως εφαπτόμενα τμήματα του (Λ). Από τις ισότητες 
αυτές προκύπτει ότι ΜΒ = ΜΓ.

  εφαρμογη








Κ Λ
A

Μ

ζ
B

Γ ε

Σχήμα 66

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1. 	Αν (Κ, R) και (Λ, ρ) είναι δύο κύκλοι που 
έχουν διαφορετικά κέντρα και R > ρ, 
ΚΛ = δ, να αντιστοιχίσετε κάθε φράση της 
πρώτης στήλης με την αντίστοιχη σχέση 
στη δεύτερη στήλη.

Στήλη Α Στήλη Β

α.	�Ο κύκλος (Λ, ρ) 
είναι εσωτερικός 
του (Κ, R).

β.	�Ο κύκλος (Λ, ρ) 
εφάπτεται εσωτε-
ρικά του (Κ, R).

γ.	� Οι κύκλοι (Κ, R) 
και (Λ, ρ) τέμνο-
νται.

δ.	� Οι κύκλοι εφάπτο-
νται εξωτερικά.

ε.	� Κάθε κύκλος είναι 
εξωτερικός του 
άλλου.

1.	δ > R + ρ

2.	δ = R + ρ

3.	δ = R – ρ

4.	δ < R – ρ

5.	2δ = R – ρ

6.	ρ < δ < R

7.	2δ = Rρ

8.	R – ρ < δ < R + ρ

2. 	Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) 
καθεμία από τις επόμενες προτάσεις και 
αιτιολογήστε την απάντησή σας.

	 i)	 Η διάκεντρος δύο τεμνόμενων κύ-
κλων είναι μεσοκάθετος της κοινής 
χορδής.	  Σ       Λ

	 ii)	 Η κοινή χορδή δύο ίσων τεμνόμενων 
κύκλων είναι μεσοκάθετος της διακέ-
ντρου.	  Σ       Λ

	iii)	 Το σημείο επαφής δύο εφαπτόμε-
νων κύκλων είναι σημείο της διακέ-
ντρου.	  Σ       Λ

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να προσδιορισθούν οι σχετικές θέσεις 

των κύκλων (K, ρ) και (Λ, 2ρ) αν
	 i)	 ΚΛ =  ρ

2
 ,	 iv)	 ΚΛ = 3ρ,

	 ii)	 ΚΛ = ρ,	 ν)	 ΚΛ = 4ρ.
	iii)	 ΚΛ = 2ρ,

2.	 Δίνεται κύκλος (Ο, ρ) και μια ακτίνα του 
ΟΑ. Γράφουμε κύκλο με διάμετρο ΟΑ. 
Ποια είναι η σχετική θέση των δύο κύκλων;
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Γεωμετρικές κατασκευές
Στην §2.7 αναφέραμε την έννοια της γεωμετρικής κατα-
σκευής. Η αντιμετώπιση ενός προβλήματος κατασκευής 
ακολουθεί τα εξής στάδια: την κατασκευή (ή σύνθεση), 
την απόδειξη και τη διερεύνηση.
•	 Η κατασκευή είναι όλες εκείνες οι ενέργειες που οδη-

γούν στη σχεδίαση του σχήματος.
•	 Η απόδειξη είναι η επιβεβαίωση ότι το σχήμα που κατα-

σκευάστηκε έχει ως στοιχεία τα δοσμένα.
•	 Η διερεύνηση είναι η αναγραφή όλων εκείνων των συν-

θηκών, που πρέπει να ικανοποιούν τα δεδομένα, ώστε 
το πρόβλημα να έχει λύση. Στη διερεύνηση εξετάζεται 
επίσης και το πλήθος των λύσεων του προβλήματος.

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Οι γεωμετρικές κατασκευές
Τα πρώτα προβλήματα γεωμετρικών κατασκευών απαντώνται στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. Οι μαθη-
ματικές προτάσεις διαιρούνται σε «θεωρήματα», όπου ζητείται να αποδειχθεί ότι ένα αντικείμενο έχει 
μια ορισμένη ιδιότητα και σε «προβλήματα», όπου ζητείται να κατασκευασθεί κάποιο αντικείμενο που 
να έχει ορισμένη ιδιότητα. Στα «Στοιχεία» οι κατασκευές στηρίζονται στα τρία πρώτα αιτήματα του 
Βιβλίου I (βλ. Τα μη επιλύσιμα γεωμετρικά προβλήματα της αρχαιότητας).
Ως τα τέλη του 4ου αι. πρέπει να είχε εδραιωθεί η πεποίθηση ότι ορισμένα προβλήματα, όπως π.χ. το 
πρόβλημα του διπλασιασμού του κύβου δεν είναι επιλύσιμο με τα επιτρεπτά τότε κατασκευαστικά ερ-
γαλεία. Έτσι εμφανίζεται η πρώτη ιεράρχηση των προβλημάτων με βάση τα επιτρεπτά κατασκευαστικά 
εργαλεία επιλυσιμότητάς τους. Ως επίπεδα προβλήματα θεωρούνται αυτά που μπορούν να κατασκευ-
αστούν με κανόνα και διαβήτη, στερεά προβλήματα είναι εκείνα που λύνονται με τη βοήθεια κωνικών 
τομών, και γραμμικά προβλήματα είναι όλα τα υπόλοιπα. Ο Πάππος μάλιστα θεωρούσε σοβαρό λάθος 
τη λύση ενός επίπεδου προβλήματος με τη βοήθεια κωνικών τομών.

ΣΧΟΛΙΟ
Όταν η κατασκευή του ζητούμε-
νου σχήματος δεν είναι άμεσα 
φανερή, τότε, πριν από την κα-
τασκευή κάνουμε, ως βοηθητικό 
βήμα, και τη λεγόμενη ανάλυση. 
Σε προβλήματα επόμενων κεφα-
λαίων θα χρησιμοποιήσουμε και 
την ανάλυση.

3.	 Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και το μέσο 
του Ο. Γράφουμε τον κύκλο (Α, ΑΟ) και 
τον κύκλο με διάμετρο ΟΒ. Ποια είναι η 
σχετική θέση των δύο κύκλων;

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται κύκλος (Ο, R) και εξωτερικό ση-

μείο του Ρ, ώστε ΟΡ <2R. Γράφουμε τον 
κύκλο (Ο, 2R). Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ο κύκλος (O,2R) τέμνει τον κύκλο (Ρ, 
ΡΟ) σε δύο σημεία Γ και Δ,

	 ii)	 τα ευθύγραμμα τμήματα ΟΓ και ΟΔ 
τέμνουν τον κύκλο (Ο, R) στα σημεία 
Α και Β,

	iii)	 τα ΡΑ και ΡΒ εφάπτονται στον (Ο,R).
2.	 Δίνονται δύο κύκλοι (Ο1, R1) και (Ο2, R2) 

με Ο1Ο2 > R1+R2 >2R2. 

	 i)	 Nα αποδείξετε ότι ο ένας βρίσκεται 
στο εξωτερικό του άλλου.

	 ii)	 Εστω ότι η διάκεντρος τέμνει τον 
(Ο1) στα σημεία Μ, Μʹ και τον (Ο2) 
στα σημεία Ν, Νʹ αντίστοιχα με τα Μ, 
Ν μεταξύ των Μʹ, Νʹ. Να αποδείξε-
τε ότι ΜΝ ≤ ΑΒ ≤ ΜʹΝʹ, όπου Α, Β 
τυχαία σημεία των κύκλων (Ο1) και 
(Ο2) αντίστοιχα.

3.	 Ένας κύκλος κέντρου Κ είναι εξωτερικός 
ενός άλλου κύκλου κέντρου Λ. Μια κοινή 
εξωτερική εφαπτομένη και μια κοινή εσω-
τερική εφαπτομένη των δύο κύκλων τέμνο-
νται στο Ρ. Να αποδείξετε ότι ΚP̂Λ = 90°. 

4.	 Μπορείτε να ζωγραφίσετε 12 κύκλους, ώστε 
ο καθένας από αυτούς να εφάπτεται σε 5 
ακριβώς από τους δοσμένους κύκλους;
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 3.17 	 Απλές γεωμετρικές κατασκευές

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζουμε ορισμένες γεωμετρι-
κές κατασκευές με τις οποίες κατοχυρώνουμε κατασκευα-
στικά στοιχειώδη γεωμετρικά αντικείμενα και διαδικασίες.

Να κατασκευασθεί η μεσοκάθετος ενός ευθύγραμμου τμήματος.
Κατασκευή: Έστω τμήμα ΑΒ (σχ.68). Με κέντρα τα άκρα του Α, 

Β και ακτίνα ρ > ΑΒ
2

 γράφουμε δύο ίσους κύκλους. Αν Γ, Δ είναι 

τα κοινά σημεία των κύκλων αυτών, η ευθεία ε που ορίζουν είναι 
η ζητούμενη.
Απόδειξη: Η ευθεία ε είναι κοινή χορδή ίσων κύκλων, επομένως 
είναι κάθετη στη διάκεντρο ΑΒ (§3.16).
Διερεύνηση: Για να έχει το πρόβλημα λύση θα πρέπει οι κύκλοι 
(Α, ρ) και (Β, ρ) να τέμνονται. Αυτό όμως ισχύει, αφού η διάκεντρός τους ΑΒ ικα-
νοποιεί την ρ – ρ < ΑΒ < ρ + ρ. 
Παρατήρηση: Με την παραπάνω κατασκευή βρίσκουμε και το μέσο ενός ευθύγραμμου τμήματος.

Αρκετές φορές τα παραπάνω βήματα: κατασκευή, απόδειξη, διερεύνηση μπορεί να 
παρουσιάζονται ενοποιημένα.
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Δίνεται γωνία xÔy και η ημιευθεία 
Οʹxʹ. Να κατασκευασθεί γωνία 
ίση με τη xÔy η οποία έχει ως μια 
πλευρά, την Οʹxʹ και κορυφή το Οʹ.
Κατασκευή: Καθιστούμε τη γωνία 
xÔy (σχ.67) επίκεντρη γράφοντας 
κύκλο με κέντρο Ο και τυχαία ακτί-
να ρ. Έστω A͡B το αντίστοιχο τόξο 
της. Με κέντρο Οʹ και ακτίνα την 
ίδια, γράφουμε άλλον κύκλο που τέμνει την Οʹxʹ στο Αʹ. Ακολούθως γράφουμε τον 
κύκλο (Αʹ, ΑΒ) του οποίου ένα κοινό σημείο με τον (Οʹ, ρ) είναι το Βʹ. Φέρουμε την 
ημιευθεία ΟʹΒʹ. Η γωνία xʹÔʹΒʹ, δηλαδή η xʹÔʹyʹ είναι η ζητούμενη.
Απόδειξη: Οι γωνίες xÔy και xʹÔʹyʹ είναι ίσες, γιατί είναι επίκεντρες στους ίσους 
κύκλους (Ο, ρ), (Οʹ, ρ) και βαίνουν στα ίσα τόξα A͡B και ′ ′Α Β  αντίστοιχα. (§2.18)
Διερεύνηση: Για να έχει το πρόβλημα λύση, θα πρέπει οι κύκλοι (Οʹ, ρ) και (Αʹ, ΑΒ) 
να τέμνονται. Αυτό όμως συμβαίνει πάντοτε, επειδή για τη διάκεντρό τους ΟʹΑʹ = ρ 
ισχύει: ρ – ΑΒ < ρ < ρ + ΑΒ (λόγω της τριγωνικής ανισότητας στο τρίγωνο ΟΑΒ). 
Μια δεύτερη λύση του προβλήματος αντιστοιχεί στο δεύτερο κοινό σημείο των κύ-
κλων (Οʹ, ρ) και (Αʹ, ΑΒ).

  Π
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x A′ x′

y′
B′

Ο′

Σχήμα 67

Σχήμα 68
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Να κατασκευασθεί η διχοτόμος μιας γωνίας.

Λύση

Έστω γωνία xÔy (σχ.71). Με κέντρο το Ο και τυχαία ακτίνα, 
γράφουμε κύκλο, που τέμνει τις πλευρές της γωνίας στα Α, 
Β αντίστοιχα. Φέρουμε τη μεσοκάθετο δ (Πρόβλημα 2) της 
χορδής ΑΒ που είναι και η ζητούμενη διχοτόμος.
Πράγματι η ευθεία δ, ως μεσοκάθετος χορδής κύκλου, διέρχεται από το κέντρο του 
κύκλου και διχοτομεί το αντίστοιχο τόξο A͡B της γωνίας xÔy (§3.6). Επομένως είναι 
διχοτόμος της.
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Σχήμα 71

Να κατασκευασθεί η εφαπτομένη ενός κύκλου (Ο, ρ) σε ένα 
σημείο του Α.

Λύση

Στην προέκταση της ακτίνας ΟΑ (σχ.72) παίρνουμε το σημείο 
Β, ώστε να είναι ΑΒ = ΟΑ. Στη συνέχεια φέρουμε τη μεσοκά-
θετο του ΟΒ που είναι η εφαπτομένη του κύκλου, γιατί είναι 
κάθετη στην ακτίνα στο άκρο της Α.
Σημείωση: Για την κατασκευή των εφαπτομένων από σημείο εκτός κύκλου 
βλέπε σελ. 142.

  εφαρμογη








B
A

ε

Ο

Σχήμα 72

Δίνεται ευθεία ε και σημείο Α. Να κατασκευασθεί ευθεία που 
να διέρχεται από το Α κάθετη στην ε, όταν:
	 i)	 το Α είναι σημείο της ευθείας ε,
	ii)	 το Α δεν είναι σημείο της ε.

Λύση

	 i)	 Με κέντρο το Α (σχ.69) και τυχαία ακτίνα γράφουμε κύκλο, 
ο οποίος τέμνει την ε στα σημεία Β και Γ. Έτσι το Α έγινε 
μέσο του τμήματος ΒΓ και επομένως η ζητούμενη κάθε-
τος είναι η μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ (προηγούμενη 
κατασκευή).

	ii)	 Με κέντρο το Α (σχ.70) και κατάλληλη ακτίνα γράφουμε 
κύκλο που τέμνει την ευθεία ε στα Β και Γ. Η μεσοκάθετος 
ζ του τμήματος ΒΓ, που κατασκευάζεται όπως προηγουμέ-
νως, είναι η ζητούμενη κάθετος.

	� Πράγματι, επειδή ΑΒ = ΑΓ, ως ακτίνες του ίδιου κύκλου, 
η μεσοκάθετος της χορδής ΒΓ διέρχεται από το Α.
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Σχήμα 69

Σχήμα 70
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 3.18 	 Βασικές κατασκευές τριγώνων

Σε αντιστοιχία με τα τρία κριτήρια ισότητας τριγώνων 
(§3.2-3.4) έχουμε τις επόμενες γεωμετρικές κατασκευές.

Να κατασκευαστεί τρίγωνο ΑΒΓ, του 
οποίου δίνονται οι πλευρές ΑΒ = γ, 
ΑΓ = β και η περιεχόμενη γωνία Â = ω.
Λύση
Με πλευρά μια ημιευθεία Αx κατασκευά-
ζουμε (§3.17) γωνία xÂy = ω (σχ.73). Στις 
πλευρές Αx, Ay παίρνουμε, με το διαβήτη, 
τα σημεία Β, Γ αντίστοιχα, ώστε ΑΒ = γ και ΑΓ = β. Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι το ζητούμενο.
Πράγματι, από την κατασκευή, το τρίγωνο ΑΒΓ έχει ΑΓ = γ, ΑΓ = β και Â = ω. Με τον 
περιορισμό 0° < ω < 180° (§3.10 Πορίσματα (ii)) το πρόβλημα έχει πάντα μοναδική λύση.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 1 A

B

Γ

y
x

γ
βγ

β

ω

ω

Σχήμα 73

Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ, του 
οποίου δίνεται η πλευρά ΒΓ = α και 
οι προσκείμενες σε αυτή γωνίες B̂ = ω 
και Γ̂  = φ.
Λύση
Θεωρούμε τμήμα ΒΓ = α και με κορυφές 
τα Β, Γ (σχ.74) κατασκευάζουμε, προς το ίδιο μέρος της ΒΓ, γωνίες ΓB̂x = ω και 
ΒΓ̂ y = φ. Οι πλευρές Bx, Γy των γωνιών αυτών τέμνονται στο σημείο Α. Το τρίγωνο 
ΑΒΓ είναι το ζητούμενο.
Πράγματι, από την κατασκευή, το τρίγωνο ΑΒΓ έχει ΒΓ = α, B̂ = ω και Γ̂  = φ. Με τον 
περιορισμό 0° < ω + φ < 180° (§3.10 Πορίσματα (ii)) το πρόβλημα έχει πάντα μονα-
δική λύση. Στο επόμενο κεφάλαιο (§4.2) θα δούμε ότι ο περιορισμός ω + φ < 180° 
εξασφαλίζει την τομή των ημιευθειών Βx και Γy.
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Σχήμα 74
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 3 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ, του οποίου 

δίνονται οι πλευρές ΒΓ = α, ΑΓ = β και ΑΒ = γ.
Λύση
Θεωρούμε τμήμα ΒΓ = α (σχ.75) και γράφουμε 
τους κύκλους (Β, γ) και (Γ, β). Αν οι κύκλοι τέ-
μνονται και Α είναι το ένα από τα σημεία τομής 
τους, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι το ζητούμενο.
Πράγματι το τρίγωνο ΑΒΓ, από την κατασκευή, 
έχει ΒΓ = α, ΑΒ = γ ως ακτίνα του (Β, γ) και ΑΓ = β ως ακτίνα του (Γ, β).
Για να έχει λύση το πρόβλημα, πρέπει οι κύκλοι (Β, γ) και (Γ, β) να τέμνονται, το 

A

A΄

B

γ β

α Γ

α

β
γ

Σχήμα 75
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Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Πώς θα χωρισθεί με κανόνα και διαβή-

τη ένα ευθύγραμμο τμήμα σε τέσσερα ίσα 
τμήματα;

2.	 Πώς θα βρεθεί με κανόνα και διαβήτη το 
μέσο ενός τόξου δοσμένου κύκλου;

3.	 Πώς θα βρεθεί το κέντρο ενός κύκλου που 
έχει γραφεί με ένα νόμισμα;

4.	 Τα τμήματα α, β, γ με α > β και α > γ είναι 
πλευρές τριγώνου όταν: 

	 α.  α = β + γ           β. α > β + γ 
γ.  α < β + γ           δ. α < 2(β + γ) 
ε.  Τίποτε από τα προηγούμενα.

	 Kυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντησης 
και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης 

1.	 Να κατασκευάσετε γεωμετρικά γωνία 45°.
2.	 Να χωρίσετε δοσμένη γωνία σε τέσσερις 

ίσες γωνίες.
3.	 Να κατασκευάσετε ισόπλευρο τρίγωνο με 

πλευρά γνωστό τμήμα α.
4.	 Να κατασκευάσετε ισοσκελές τρίγωνο του 

οποίου δίνονται η βάση α και το αντίστοι-
χο σε αυτήν ύψος υ.

5.	 Να κατασκευάσετε ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑΒΓ με Â = 90°, όταν δίνονται:

	 i)	 ΑΒ = γ και ΑΓ = β,
	 ii)	 ΑΒ = γ και ΒΓ = α,

	 όπου α, β, γ γνωστά τμήματα.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση




1.	 Έστω τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ τέτοια, ώστε 
ΑΓ = ΑʹΓʹ, Γ̂ = Γ̂ʹ και B̂ + B̂ʹ = 2⌊.

	 i)	 Να αποδείξετε ότι ΑΒ = ΑʹΒʹ,
	 ii)	 Διατυπώστε λεκτικά την άσκηση αυτή.

2.	 Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και με 
πλευρές τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ κατασκευάζουμε 
εξωτερικά του ΑΒΓ τρία ισόπλευρα τρί-
γωνα ΑʹΒΓ, ΑΒʹΓ και ΑΒΓʹ. Να αποδείξετε 
ότι ΑΑʹ = ΒΒʹ = ΓΓʹ.

3.	 Αν ΟΚ, ΟΛ είναι αντίστοιχα τα αποστήμα-
τα των χορδών ΑΒ, ΓΔ κύκλου (O, R), να 
αποδείξετε ότι ΑΒ < ΓΔ, αν και μόνον αν 
ΟΚ > ΟΛ.

4.	 Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα ση-
μεία Δ, Ε, Ζ των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ και 
ΓΑ αντίστοιχα, ώστε ΑΔ = ΒΕ = ΓΖ. Αν Κ, 
Λ, Μ τα σημεία τομής των ΑΕ, ΓΔ και ΒΖ, 
να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΚΛΜ είναι 
ισόπλευρο.

5.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ <1⌊  και 

ΑΓ = 2ΑΒ. Να αποδείξετε ότι Γ̂  < Â
2

 .

6.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΒΓ
2

  και  

Γ̂  = B̂
2

 . Να αποδείξετε ότι Â =1⌊.

7.	 Να αποδείξετε ότι δύο τρίγωνα τα οποία 
έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις 
αντίστοιχες διαμέσους που περιέχονται στις 
πλευρές αυτές ίσες μία προς μία είναι ίσα.

8.	 Δίνεται μια γωνία xÔy και δύο εσωτερικά 
της σημεία Α και Β. Έστω Αʹ το συμμετρι-
κό του Α ως προς την Ox και Βʹ το συμμε-
τρικό του Β ως προς την Oy. Αν Μ, Ν είναι 
τυχαία σημεία των Ox, Oy αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι

	 ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ = ΑʹΜ + ΜΝ + ΝΒʹ.
	 Με τη βοήθεια της σχέσης αυτής να βρεί-

τε τις θέσεις των Μ, Ν, για τις οποίες το 
άθροισμα ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ είναι το μικρό-
τερο δυνατό.

ΓΕ
Ν

ΙΚ
ΕΣ

 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
οποίο συμβαίνει (§3.16) όταν β – γ < α < β + γ (β > γ). Αν Αʹ είναι το δεύτερο κοινό 
σημείο των κύκλων (Β, γ) και (Γ, β), το τρίγωνο ΑʹΒΓ είναι ίσο με το ΑΒΓ, επομένως 
δεν αποτελεί νέα λύση του προβλήματος, αφού τα τρίγωνα είναι ίσα.

ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Από την παραπάνω κατασκευή προκύπτει ότι τρία τμήματα α, β, γ είναι πλευρές τριγώνου αν και μόνον αν 
ισχύει β – γ < α < β + γ (β ≥ γ). Αν υποθέσουμε ότι α > β και α > γ, η τελευταία διπλή ισότητα είναι ισοδύναμη 
με την α < β + γ.
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Τα τρίγωνα ταξινομούνται σε
•	� σκαληνά, ισοσκελή και ισόπλευρα, 

ως προς τις πλευρές τους.
•	� οξυγώνια, ορθογώνια, αμβλυγώνια, 

ως προς τις γωνίες τους.
Οι πλευρές και οι γωνίες ενός τριγώνου 
λέγονται κύρια στοιχεία του, ενώ οι 
διάμεσοι, οι διχοτόμοι και τα ύψη του 
λέγονται δευτερεύοντα στοιχεία.

Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν:
•	� Δύο πλευρές ίσες μία προς μία και 

τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες 
(ΠΓΠ).

•	� Μία πλευρά και τις προσκείμενες σε 
αυτή γωνίες ίσες μία προς μία (ΓΠΓ).

•	� Και τις τρεις πλευρές τους ίσες μία 
προς μία (ΠΠΠ).

Ειδικότερα δύο ορθογώνια τρίγωνα εί-
ναι ίσα όταν έχουν:
•	� Δύο οποιεσδήποτε ομόλογες πλευρές 

τους ίσες μία προς μία.
•	� Μια πλευρά και την προσκείμενη σε 

αυτήν οξεία γωνία αντίστοιχα, ίσες μία 
προς μία.

Στο ισοσκελές τρίγωνο:
•	� Οι προσκείμενες στη βάση γωνίες εί-

ναι ίσες.
•	� Η διχοτόμος της γωνίας της κορυφής 

είναι διάμεσος και ύψος.
•	� Η διάμεσος που αντιστοιχεί στη βάση 

είναι ύψος και διχοτόμος.
•	� Το ύψος, που αντιστοιχεί στη βάση, 

είναι διχοτόμος και διάμεσος.

Στον κύκλο:
•	� Αν δύο τόξα είναι ίσα, τότε και οι χορ-

δές τους είναι ίσες και αντίστροφα.
•	� Δύο χορδές είναι ίσες, αν και μόνον αν 

τα αποστήματά τους είναι ίσα.

•	� Ο φορέας του αποστήματος μιας χορ-
δής:

	 – διέρχεται από το κέντρο του κύκλου,
	 – είναι μεσοκάθετος της χορδής,
	 – �διχοτομεί το αντίστοιχο τόξο της 

χορδής.

Βασικοί γεωμετρικοί τόποι είναι: ο 
κύκλος, η μεσοκάθετος ευθύγραμμου 
τμήματος και η διχοτόμος γωνίας.
•	� Η μεσοκάθετος ενός ευθύγραμμου 

τμήματος είναι ο γεωμετρικός τόπος 
των σημείων του επιπέδου, που ισα-
πέχουν από τα άκρα του.

•	� Η διχοτόμος μιας γωνίας είναι ο γεω-
μετρικός τόπος των σημείων της γωνί-
ας, που ισαπέχουν από τις πλευρές της.

Δύο σχήματα Σ, Σ' λέγονται συμμετρι-
κά ως προς ένα σημείο Ο ή μια ευθεία 
ε, όταν κάθε σημείο του Σ' είναι συμμε-
τρικό ενός σημείου του Σ, ως προς το Ο 
ή την ε και αντίστροφα.

Ανισοτικές σχέσεις στο τρίγωνο:
•	� Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου 

είναι μεγαλύτερη από τις απέναντι γω-
νίες του τριγώνου.

•	� Απέναντι από άνισες πλευρές βρίσκο-
νται όμοια άνισες γωνίες.

•	� Κάθε πλευρά τριγώνου είναι μικρότε-
ρη από το άθροισμα των δύο άλλων 
και μεγαλύτερη από τη διαφορά τους.

Βασική συνέπεια:
•	� Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι B̂ = Γ̂ , 

τότε θα είναι και β = γ.
•	� Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ της 

βάσης ΒΓ. Αν η ΑΔ είναι διχοτόμος και 
διάμεσος ή διχοτόμος και ύψος ή διά-
μεσος και ύψος, τότε το τρίγωνο είναι 
ισοσκελές.
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	 	 Κριτήρια Ισότητας:  �• ΠΓΠ 
• ΓΠΓ 
• ΠΠΠ

	 Ιδιότητες:   �• ισοσκελών τριγώνων 
• μεσοκαθέτου 
• χορδών - τόξων

	 Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων 

	 Σχέση χορδών και αποστημάτων 

	  Βασικοί γεωμετρικοί τόποι: 	 �• κύκλος 
• μεσοκάθετος 
• διχοτόμος

	 Συμμετρία ως προς κέντρο και άξονα 

	 Ανισοτικές σχέσεις - Κάθετες και πλάγιες 

	 Σχετικές θέσεις: 	 �• ευθείας και κύκλου 
• δύο κύκλων

 Απλές γεωμετρικές κατασκευές - Βασικές κατασκευές τριγώνων 

ΤΡΙΓΩΝΑ
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   Είδη - Στοιχεία   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Παράλληλες Ευθείες
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τις παράλληλες ευθείες. Αρχικά, με βάση τις γωνίες που 
σχηματίζουν δύο παράλληλες και μία τέμνουσα θα κατασκευάσουμε από σημείο εκτός ευθείας 
μία παράλληλη προς αυτή.
Στη συνέχεια, θα δεχθούμε ως αξίωμα το αίτημα παραλληλίας, που είναι ισοδύναμο με το 
Ευκλείδειο αίτημα και θα μελετήσουμε τις συνέπειές του στα τρίγωνα.

Lázlό Moholy-Nagy  
(Ούγγρος, 1895-1946),  
«Χρώμα -δικτύωμα νο.1» 1922.
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 4.1 	Ε ισαγωγή

Όπως είδαμε στην §2.3, δύο διαφορετικές ευθείες μπορεί 
να έχουν ένα μόνο κοινό σημείο ή να μην έχουν κανένα 
κοινό σημείο.
Επομένως, οι σχετικές θέσεις δυο ευθειών ε1 και ε2, οι οποί-
ες βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο, είναι οι παρακάτω:
	 i)	 ταυτίζονται (σχ.1α),
	ii)	 τέμνονται (σχ.1β),
	iii)	 δεν τέμνονται (σχ.1γ).
Στην τρίτη περίπτωση οι ευθείες ε1 και ε2 λέγονται παράλ-
ληλες, ώστε:
Δυο ευθείες ε1 και ε2 που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο 
και δεν έχουν κοινό σημείο λέγονται παράλληλες ευθείες.
Για να δηλώσουμε ότι οι ε1 και ε2 είναι παράλληλες, γρά-
φουμε ε1//ε2.

 4.2 	�Τ έμνουσα δύο ευθειών -  
Ευκλείδειο αίτημα

Ας θεωρήσουμε δύο ευθείες ε1 και ε2 του επιπέδου, οι οποίες 
τέμνονται από τρίτη ευθεία ε3. Παρατηρούμε ότι σχηματί-
ζονται οκτώ γωνίες.
Οι γωνίες γ, δ, ε, ζ που βρίσκονται μεταξύ των ε1, ε2 λέγο-
νται “εντός”, ενώ οι γωνίες α, β, η, θ λέγονται “εκτός”. Δύο 
γωνίες που βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της τέμνουσας ε3 
λέγονται “επί τα αυτά μέρη”, ενώ δύο γωνίες που βρίσκο-
νται εκατέρωθεν της ε3 λέγονται “εναλλάξ”.
Έτσι, με συνδυασμό και των δύο χαρακτηρισμών, οι γωνίες 
ε και γ λέγονται εντός εναλλάξ, οι γωνίες ε και α λέγονται 
εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη, ενώ οι γωνίες ε και δ 
λέγονται εντός και επί τα αυτά μέρη.
Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω γωνίες, θα αποδείξουμε το 
επόμενο θεώρημα, που εξασφαλίζει την ύπαρξη παράλλη-
λων ευθειών.

Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν δύο 
εντός εναλλάξ γωνίες ίσες, τότε είναι παράλληλες.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω ότι ω = φ. Αν οι ευθείες ε1, ε2 τέμνονται σε σημείο Γ,

(α)

(β)

(γ)

A

ε2ε1

ε2

ε1

ε1

ε2

Σχήμα 1

ε3

ε1

ε2
ε

αβ
γ δ

ζ

η θ

Σχήμα 2
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  4 .  Π Α Ρ Α Λ Λ Η Λ Ε Σ  Ε Υ Θ Ε Ι Ε Σ

η εξωτερική γωνία φ του τριγώνου ΑΒΓ θα είναι ίση με την 
απέναντι εσωτερική γωνία ω, που είναι άτοπο. (§3.10)

Άρα ε1//ε2.

Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν δύο 
εντός, εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες ίσες ή δύο εντός 
και επί τα αυτά μέρη παραπληρωματικές, τότε είναι πα-
ράλληλες.

ΠΟΡΙΣΜΑ Ι

Δύο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία, σε διαφορετικά 
σημεία της, είναι μεταξύ τους παράλληλες.

ΠΟΡΙΣΜΑ ΙΙ

 Απόδειξη

Πράγματι οι γωνίες ω και φ (σχ.4α) είναι ορθές, οπότε 
ω = φ. Άρα ε1//ε2.

Θα εξετάσουμε τώρα αν από σημείο εκτός ευθείας μπορού-
με να φέρουμε παράλληλες ευθείες προς αυτή και πόσες. 
Έστω λοιπόν, ευθεία ε και σημείο Α εκτός αυτής (σχ.4β). 
Φέρουμε την ΑΒ⊥ε και ονομάζουμε εʹ την ευθεία που είναι 
κάθετη στην ΑΒ στο σημείο Α. Τότε εʹ//ε (αφού και οι δύο 
είναι κάθετες στην ΑΒ).

Έτσι λοιπόν υπάρχει ευθεία εʹ που διέρχεται από ένα ση-
μείο Α που δεν ανήκει στην ε και είναι παράλληλη προς 
την ευθεία ε. Δεχόμαστε ως αξίωμα ότι η ευθεία αυτή είναι 
μοναδική, δηλαδή:

Αίτημα παραλληλίας

Από σημείο εκτός ευθείας άγεται μία μόνο παράλλη-
λη προς αυτή.

Γ

A ε

B

ω

φ

ε1

ε2

Σχήμα 3

ε1

ε2

ε

ε′

ω

φ

A

B

A

B

(α)

(β)

Σχήμα 4

ΣΧΟΛΙΟ
Το παραπάνω αξίωμα είναι ισοδύναμο με το 5ο αίτημα των “Στοιχεί-
ων” του Ευκλείδη (Ευκλείδειο αίτημα).
Το Ευκλείδειο αίτημα ή κάποιο ισοδύναμό του καθορίζει τη φύση 
ολόκληρης της Γεωμετρίας και αποτελεί βάση για τα περισσότερα 
θεωρήματα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.
(βλ. Ιστορικό σημείωμα, σελ. 96)
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Ιδιότητες παράλληλων ευθειών

Άμεσες συνέπειες του αιτήματος παραλληλίας είναι οι πα-
ρακάτω προτάσεις.

Πρόταση Ι

Αν δυο παράλληλες ευθείες τέμνονται από τρίτη, σχημα-
τίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες.

 Απόδειξη

Έστω ότι ε1//ε2 και ε μια τέμνουσα (σχ.5). Θα αποδείξουμε 
π.χ. ότι ω = φ. Αν οι γωνίες ω και φ δεν είναι ίσες, φέρουμε 
την Αx ώστε οι γωνίες xÂB και φ να βρίσκονται εκατέρωθεν 
της ε και να είναι ίσες. Τότε Αx//ε2 γιατί τεμνόμενες από την 
ΑΒ σχηματίζουν δύο εντός και εναλλάξ γωνίες ίσες. Κατά 
συνέπεια υπάρχουν δύο παράλληλες από το Α προς την ε2, 
που είναι άτοπο. Άρα ω = φ.

Αν δύο παράλληλες ευθείες τέμνονται από τρίτη σχημα-
τίζουν
	 i)	 τις εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες ίσες,
	ii)	 τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες παραπληρωμα-

τικές.

ΠΟΡΙΣΜΑ

Πρόταση ΙΙ

Αν δύο διαφορετικές ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες 
προς μία τρίτη ευθεία ε, τότε είναι και μεταξύ τους πα-
ράλληλες, δηλαδή αν ε1//ε και ε2//ε, τότε ε1//ε2.

 Απόδειξη

Αν οι ε1 και ε2 τέμνονταν σε σημείο Α, θα είχαμε από το Α 
δύο παράλληλες προς την ε, που είναι άτοπο. Άρα ε1//ε2.

Πρόταση ΙΙΙ

Αν δύο ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες και μία τρίτη 
ευθεία ε τέμνει τη μία από αυτές, τότε η ε θα τέμνει και 
την άλλη.

 Απόδειξη

Υποθέτουμε ότι η ε τέμνει την ε1 στο Α. Αν η ε δεν έτεμνε 
την ε2, θα ήταν ε//ε2 και έτσι θα είχαμε από το Α δύο παράλ-
ληλες προς την ε2, πράγμα αδύνατο. Άρα η ε τέμνει την ε2.

ε1

ε

φ

ω

ε2

A

B

x

Σχήμα 5

A
ε1

ε2

ε

Σχήμα 6

ε
A ε1

ε2

Σχήμα 7
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Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε μια από δύο παράλληλες 
ευθείες, τότε είναι κάθετη και στην άλλη.

ΠΟΡΙΣΜΑ

Πρόταση ΙV

Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν τις 
εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες με άθροισμα μικρότε-
ρο από 2 ορθές, τότε οι ευθείες τέμνονται προς το μέρος 
της τέμνουσας που βρίσκονται οι γωνίες.

 Απόδειξη

Έστω ότι η ε τέμνει τις ε1, ε2 στα Α και Β (σχ.8) αντίστοιχα 
και ότι φ + ω ≠ 2⌊. Τότε οι ε1 και ε2 δεν είναι παράλληλες, 
αφού φ + ω ≠ 2⌊ (Πόρισμα σελ. 82). Έστω ότι οι ε1 και ε2 
τέμνονται σε σημείο Κ, προς το μέρος της τέμνουσας, που 
δεν περιέχει τις γωνίες ω και φ. Τότε, όμως, η εξωτερική 
γωνία ω του τριγώνου ΑΚΒ είναι μεγαλύτερη από τη γωνία 
Â1, δηλαδή ω > Â1 = 2⌊ – φ ή ω + φ > 2⌊, που είναι άτοπο. 
Άρα οι ε1, ε2 τέμνονται προς το μέρος της τέμνουσας που 
βρίσκονται οι γωνίες ω και φ. 

Η κατασκευή τριγώνου με δοσμένη μία πλευρά και τις 
δύο προσκείμενες σε αυτή γωνίες έχει λύση, αν και μόνο 
αν το άθροισμα των δύο γωνιών είναι μικρότερο των δύο 
ορθών. (βλέπε §3.18 - Πρόβλημα 2)

ΠΟΡΙΣΜΑ

 4.3 	Κατασκευή παράλληλης ευθείας

Είδαμε παραπάνω ότι υπάρχει ευθεία εʹ, η οποία διέρχεται 
από ένα σημείο Α και είναι παράλληλη προς γνωστή ευθεία 
ε. Για την κατασκευή της εʹ φέρουμε από το Α ένα πλάγιο 
τμήμα ΑΒ προς την ε και ονομάζουμε φ την οξεία γωνία που 
σχηματίζει το ΑΒ με την ε. Μεταφέρουμε τη γωνία φ (§2.6) 
ώστε να έχει κορυφή το Α, η μια πλευρά της να είναι η ΑΒ 
και η άλλη πλευρά της ΑΓ να βρίσκεται στο ημιεπίπεδο που 
δεν ανήκει η γωνία φ. Επειδή ΓÂΒ = φ έχουμε ΑΓ//ε, αφού 
τεμνόμενες από την ΑΒ, σχηματίζουν δύο εντός και εναλλάξ 
γωνίες ίσες. Έτσι η ευθεία ΑΓ είναι η ζητούμενη ευθεία εʹ.

A
ε

ε1

ε2

ω

φ

B

1Κ

Σχήμα 8

Γ A ε′

ε

φ

φ
B

Σχήμα 9

ΣΧΟΛΙΟ
Η πρόταση IV αποτελεί βασικό 
κριτήριο με το οποίο εξετάζου-
με αν δύο ευθείες τέμνονται.
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 4.4 	 Γωνίες με πλευρές παράλληλες

Ας θεωρήσουμε δύο γωνίες xÂy και xʹB̂yʹ με Αx//Βxʹ και 
Αy//Βyʹ, δηλαδή δύο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους, μία 
προς μία παράλληλες. Αν προεκτείνουμε τις Βxʹ και Byʹ θα 
τέμνουν τις Αx και Αy στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. Έτσι 
όλες οι γωνίες του σχήματος 10 λόγω των παραλλήλων θα 
είναι ίσες με ω ή φ.
Παρατηρούμε ότι:
•	 Αν και οι δύο γωνίες είναι οξείες (σχ.11), είναι ίσες.
•	 Αν και οι δύο γωνίες είναι αμβλείες (σχ.12), είναι ίσες.
•	 Αν η μία γωνία είναι οξεία και η άλλη αμβλεία (σχ.13), 

είναι παραπληρωματικές.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι:
Δύο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους παράλληλες, μία 
προς μία, είναι ίσες αν είναι και οι δύο οξείες ή αμβλείες, 
ενώ είναι παραπληρωματικές αν η μία γωνία είναι οξεία 
και η άλλη αμβλεία.

ω
ω

ω

Σχήμα 11

φ
φ φ

Σχήμα 12

ω φ

Σχήμα 13

Έστω ε1 και ε2 δύο παράλληλες που τέμνονται από ευ-
θεία ε.
Να αποδειχθεί ότι
	 i)	� Οι διχοτόμοι δύο εντός εναλλάξ γωνιών είναι πα-

ράλληλες.
	ii)	 Οι διχοτόμοι δύο εντός και επί τα αυτά μέρη γωνιών είναι κάθετες.

Απόδειξη

	 i)	� Έστω Αx, By οι διχοτόμοι των γωνιών ΔÂΒ και ΑB̂Γ αντίστοιχα.

		  Τότε  ω =  ΔÂΒ
2

  και  φ =  ΑB̂Γ
2

. Αλλά ΔÂΒ  = ΑB̂Γ (ως εντός εναλλάξ).

		�  Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ω = φ. Οι ω και φ όμως είναι εντός εναλλάξ 
γωνίες των ευθειών Αx και By με τέμνουσα την ΑΒ. Άρα Αx//By.

	ii)	� Αν Αz διχοτόμος της ΜÂΒ, τότε Αz⊥Αx (ως διχοτόμοι εφεξής και παραπληρω-
ματικών γωνιών). Αφού Αx//By, θα είναι και Az⊥By.

  εφαρμογη
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Σχήμα 14
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 4.5 	Αξιοσημείωτοι κύκλοι τριγώνου

Στην παράγραφο αυτή χρησιμοποιούμε το Ευκλείδειο αί-
τημα για να μελετήσουμε τους κύκλους που σχετίζονται με 
ένα τρίγωνο.

► �Ο περιγεγραμμένος κύκλος τριγώνου

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε τρίγωνο υπάρχει κύκλος που 
διέρχεται από τις τρεις κορυφές του. Ο κύκλος αυτός λέ-
γεται περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου και επιπλέον 
αποδεικνύεται ότι το κέντρο του είναι ένα σημείο στο οποίο 
συντρέχουν και οι τρεις μεσοκάθετοι του τριγώνου και λέ-
γεται περίκεντρο.

Οι τρεις μεσοκάθετοι ενός τριγώνου διέρχονται από το 
ίδιο σημείο, το οποίο είναι κέντρο κύκλου που διέρχεται 
από τις κορυφές του τριγώνου.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Κ, Λ, Μ τα μέσα των πλευρών του 
ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα. Οι μεσοκάθετοι Κx και Λy των 
ΑΒ, ΒΓ θα τέμνονται σε σημείο Ο, αφού τέμνονται οι κάθε-
τες ευθείες τους ΑΒ και ΒΓ. Το Ο ισαπέχει από τις κορυφές Α 
και Β αφού ανήκει στη μεσοκάθετο της πλευράς ΑΒ, δηλαδή 
ΟΑ = ΟΒ. Επίσης ΟΒ = ΟΓ, αφού το Ο ανήκει στη μεσοκά-
θετο της πλευράς ΒΓ. Επομένως ισχύει ότι ΟΑ = ΟΓ, οπότε 
το Ο θα ανήκει και στη μεσοκάθετο της ΑΓ. Άρα, ο κύκλος 
(O, OA) θα διέρχεται από τις τρεις κορυφές του τριγώνου 
ΑΒΓ και είναι ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου.

► �Ο εγγεγραμμένος κύκλος τριγώνου

Ένας άλλος σημαντικός κύκλος βρίσκεται στο εσωτερικό τρι-
γώνου και εφάπτεται και στις τρεις πλευρές του. Θα αποδεί-
ξουμε ότι για κάθε τρίγωνο υπάρχει κύκλος με την ιδιότητα 
αυτή. Ο κύκλος αυτός λέγεται εγγεγραμμένος κύκλος του τρι-
γώνου και το κέντρο του, το οποίο λέγεται έγκεντρο, θα είναι 
το σημείο τομής των διχοτόμων των γωνιών του τριγώνου.

Οι διχοτόμοι των γωνιών ενός τριγώνου διέρχονται από το 
ίδιο σημείο, το οποίο είναι κέντρο κύκλου που εφάπτεται 
και στις τρεις πλευρές του τριγώνου.

Θεώρημα
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x
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Κ

B Λ
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Γ

y
Σχήμα 15
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 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και οι διχοτόμοι ΒΕ και ΓΖ των γωνιών 
του B̂ και Γ̂  αντίστοιχα. Οι ΒΕ και ΓΖ τέμνονται σε σημείο I

αφού ΕB̂Γ + ΖΓ̂ Β =  B̂
2

 +  Γ̂  

2
 < B̂ + Γ̂  < 2⌊. (§4.2 - Πρόταση IV)

Το Ι ως σημείο της διχοτόμου της B̂ θα ισαπέχει από τις πλευ-
ρές της ΒΑ και ΒΓ, δηλαδή ΙΛ = ΙΘ. Ανάλογα το Ι θα ισαπέχει 
από τις πλευρές της Γ̂ , δηλαδή ΙΘ = ΙΝ. Επομένως το Ι ισαπέχει 
από τις ΑΒ και ΑΓ και θα ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας Â.
Τελικά, το Ι είναι το σημείο τομής και των τριών διχοτόμων 
του τριγώνου. Με κέντρο το Ι και ακτίνα την κοινή από-
σταση του Ι από τις πλευρές του ΑΒΓ, γράφεται κύκλος που 
εφάπτεται και στις τρεις πλευρές του τριγώνου.

Οι παρεγγεγραμμένοι κύκλοι τριγώνου

Η ιδιότητα των εσωτερικών διχοτόμων ενός τριγώνου να διέρχονται από το ίδιο 
σημείο ισχύει και όταν θεωρήσουμε δύο εξωτερικές και μία εσωτερική διχοτόμο 
του τριγώνου. Οι τρεις αυτές διχοτόμοι τέμνονται σε σημείο το οποίο είναι κέντρο 
κύκλου που εφάπτεται στη μία πλευρά του τριγώνου και στις προεκτάσεις των δύο 
άλλων. Ο κύκλος αυτός λέγεται παρεγγεγραμμένος και το κέντρο του παράκεντρο 
του τριγώνου. Σε κάθε τρίγωνο υπάρχουν τρία παράκεντρα, τα οποία συμβολίζουμε 
Ια, Ιβ, Ιγ, και κατά συνέπεια τρεις παρεγγεγραμμένοι κύκλοι (σχ.17α,β).

Οι διχοτόμοι δύο εξωτερικών γωνιών ενός τριγώνου και η ημιευθεία που διχοτο-
μεί την τρίτη γωνία του τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο είναι 
κέντρο κύκλου που εφάπτεται στη μία πλευρά του τριγώνου και στις προεκτά-
σεις των δύο άλλων.

Απόδειξη

  εφαρμογη








A

B Γ

α β

Ιγ
Ιβ

ΙαΙα
xy

B
Γ

A

Σχήμα 17

A

B ΓΔ

ΕΖ

Θ

Λ Ν

Ι

Σχήμα 16
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Ας θεωρήσουμε τις διχοτόμους Βx και Γy των δύο εξωτερικών γωνιών B̂εξ και Γ̂ εξ 
αντίστοιχα, του τριγώνου ΑΒΓ. Οι Βx και Γy τέμνονται σε σημείο Iα, αφού ισχύει ότι:     

xB̂Γ + yΓ̂ Β = B̂εξ + Γ̂ εξ

2
 = 2⌊ –  B̂ + Γ̂ 

2
 < 2⌊.

Το Ια ισαπέχει από τη ΒΓ και την προέκταση της ΑΒ, καθώς και από την προέκταση της 
ΑΓ. Επομένως ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας Â, αφού ισαπέχει από τις πλευρές της.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	  i) �Πώς ονομάζονται οι γωνίες α και β του 
παρακάτω σχήματος; Τι σχέση έχουν 
μεταξύ τους;

	 ii) Τι ισχύει για τις γωνίες γ̂ και δ̂;
ε

ε1

ε2

α δ

γ

β

2.	 Να εξηγήσετε γιατί η ΑΒ είναι παράλληλη 
της ΓΔ.

Α Β

ΔΓ

65o

245o

3.	 Αν ω= 120° – θ και φ = 60° + θ να εξη-
γήσετε γιατί xxʹ//yyʹ.

ω xx′

yy′
φ

4.	 Να αναφέρετε πέντε (5) τρόπους για να 
αποδείξουμε ότι δύο ευθείες είναι παράλ-
ληλες.

5.	 Δύο οξείες γωνίες που έχουν τις πλευρές 
τους παράλληλες είναι:

	 i)	 συμπληρωματικές,
	 ii)	 ίσες,
	iii)	 παραπληρωματικές,
	 iv)	 κανένα από τα παραπάνω.

	 Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και ευ-

θεία ε παράλληλη προς τη βάση του ΒΓ, 
που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα Δ και Ε 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 
ΑΔΕ είναι ισοσκελές.

2.	 Δίνεται γωνία xÔy και σημείο Α της διχο-
τόμου της. Αν η παράλληλη από το Α προς 
την Ox τέμνει την Oy στο Β, να αποδείξετε 
ότι το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές.

3.	 Δίνεται γωνία xÔy και η διχοτόμος της 
ΟΔ. Από σημείο Α της Oy φέρουμε πα-
ράλληλη προς την ΟΔ που τέμνει την προ-
έκταση της Ox στο Β. Να αποδείξετε ότι 
OA = OB.

4.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (AB = ΑΓ) 
και σημείο Δ της πλευράς ΑΒ. Αν ο κύκλος 
(Δ, ΔΒ) τέμνει τη ΒΓ στο Ε, να αποδείξετε 
ότι ΔΕ//ΑΓ.

5.	 Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ, ΓΑ 
τριγώνου ΑΒΓ παίρνουμε αντίστοιχα τα 
τμήματα: ΑΔ = ΑΒ και ΑΕ = ΑΓ. Να απο-
δείξετε ότι ΔΕ//ΒΓ.

6.	 Δίνεται κύκλος (Ο, ρ) και Μ το μέσο χορ-
δής του ΑΒ. Φέρουμε Ox⊥OM. Να απο-
δείξετε ότι Ox//ΑΒ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (AB = ΑΓ) 

και η διάμεσος του ΑΜ. Φέρουμε Γx⊥ΒΓ 
προς το ημιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α 
και παίρνουμε σε αυτή τμήμα ΓΔ = ΑΒ. Να 
αποδείξετε ότι η ΑΔ είναι διχοτόμος της 
γωνίας ΜÂΓ.

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του 
ΑΔ. Από την κορυφή Β φέρουμε ΒΕ//ΑΔ 
που τέμνει την προέκταση της ΓΑ στο Ε. 
Να αποδείξετε ότι ΕΓ = ΑΒ + ΑΓ.
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 4.6 	  Άθροισμα γωνιών τριγώνου

Η παραλληλία επιτρέπει να μεταφέρουμε τις γωνίες ενός 
τριγώνου, ώστε να έχουν κοινή κορυφή μια οποιαδήποτε 
κορυφή του τριγώνου και να σχηματίζουν ευθεία γωνία 
(σχ.18). Έτσι μπορούμε να υπολογίσουμε το άθροισμα των 
γωνιών του τριγώνου.

Το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές.
Θεώρημα

 Απόδειξη

Από μια κορυφή, π.χ. την Α, φέρουμε ευθεία xy//BΓ. Τότε 
ω = B̂ (1) και φ = Γ̂  (2), ως εντός και εναλλάξ των παραλλή-
λων xy και ΒΓ με τέμνουσες ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.
Αλλά ω + Â + φ = 2⌊ (3).
Από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι

Â + B̂ + Γ̂  = 2⌊.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και η 
εξωτερική διχοτόμος του Αx. Από την κο-
ρυφή Β φέρουμε ΒΔ//Αx που τέμνει την ΑΓ 
στο Δ. Να αποδείξετε ότι ΔΓ = ΑΓ – ΑΒ.

4.	 Από το έγκεντρο Ι, τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε 
ευθεία παράλληλη της ΒΓ που τέμνει τις 
ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι ΔΕ = ΒΔ+ΓΕ.

5.	 Από το έγκεντρο I τριγώνου ΑΒΓ φέρου-
με ΙΔ//ΑΒ και ΙΕ//ΑΓ. Να αποδείξετε ότι 
η περίμετρος του τριγώνου ΔΙΕ ισούται με 
τη ΒΓ.

Α

Ι

Β Δ Ε
Γ

Σύνθετα Θέματα
1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτόμος του ΒΔ 

και η εξωτερική διχοτόμος του Βx. Θεω-
ρούμε δύο σημεία Ε και Κ της πλευράς ΑΒ. 
Αν ο κύκλος (Ε, ΕΒ) τέμνει τη ΒΔ στο Ζ, 
ενώ ο κύκλος (Κ, ΚΒ) τέμνει τη Βx στο Μ, 
να αποδείξετε ότι ΕΖ//ΜΚ.

2.	 Από τα άκρα ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ 
φέρουμε προς το ίδιο ημιεπίπεδο δύο πα-
ράλληλες ημιευθείες Αx και Βy. Παίρνου-
με Γ τυχαίο σημείο του ΑΒ, και στις Αx, 
Βy τα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα, ώστε 
ΑΔ = ΑΓ και ΒΕ = ΒΓ. Να αποδείξετε ότι 
η γωνία ΔΓ̂ Ε είναι ορθή.

3. 	Από το παράκεντρο Ια τριγώνου ΑΒΓ με 
ΑΒ < ΑΓ φέρουμε παράλληλη στην ΑΒ, 
που τέμνει τις πλευρές ΒΓ και ΑΓ στα ση-
μεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε 
ότι ΔΕ = ΑΕ – ΒΔ.

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και Μ 
σημείο της πλευράς ΒΓ. Από το Μ φέρου-
με παράλληλη προς τη διχοτόμο ΑΔ της 
γωνίας Â, που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα 
σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε 
ότι:

	 i)	 Το τρίγωνο ΕΑΖ είναι ισοσκελές.

	 ii)	 ΒΕ + ΓΖ  = σταθερό.

	iii)	 Αν Μ μέσο της ΒΓ τότε:

		  α) ΒΕ = ΓΖ =  ΑΓ + ΑB
2

 ,

		  β) ΑΕ = ΑΖ =  ΑΓ – ΑB
2

 .

A yx
ω φ

B Γ

Σχήμα 18
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	 i)	 Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι ίση με το 
άθροισμα των δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών του 
τριγώνου.

	ii)	 Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες, μία προς μία, 
έχουν και τις τρίτες γωνίες τους ίσες.

	iii)	 Οι οξείες γωνίες ενός ορθογώνιου τριγώνου είναι 
συμπληρωματικές.

	iv)	 Κάθε γωνία ισόπλευρου τριγώνου είναι 60ο.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

 Απόδειξη

 i)	 Έχουμε Â + B̂ + Γ̂  = 2⌊ και Γ̂ εξ + Γ̂  = 2⌊, οπότε
Â + B̂ + Γ̂ = Γ̂ εξ + Γ̂    ή   Γ̂ 

εξ  = Â + B̂.
ii) – iv) Προφανή.

 4.7 	 Γωνίες με πλευρές κάθετες

Δυο οξείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες 
είναι ίσες.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω οι γωνίες xÔy = ω και xʹÔʹyʹ= φ με Οx⊥Oʹxʹ και 
Oy⊥Oʹyʹ.
Τα τρίγωνα ΟΑΓ και ΟʹΒΓ έχουν Â = B̂ = 1⌊ και Γ̂ 1 = Γ̂ 2 
(κατακορυφήν).
Άρα θα έχουν και τις άλλες γωνίες ίσες, οπότε ω = φ.

	 i)	 Δύο αμβλείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κά-
θετες είναι ίσες.

	ii)	 Δύο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες αλλά 
η μία είναι οξεία και η άλλη αμβλεία είναι παραπλη-
ρωματικές.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

 Απόδειξη

	 i)	 Πράγματι, (σχ.20) είναι θ + ω = 2⌊, θʹ + φ = 2⌊, οπότε 
θ = θʹ, αφού ω = φ.

	ii)	 Πράγματι, (σχ.20) είναι θ + ω = 2⌊, οπότε θ + φ = 2⌊, 
αφού ω = φ. 

Γεξ

ΓB

A

x

Σχήμα 19

y

z θ
ω

x′y′

θ′

φ

z′

Ο′

Ο

A

Γ1
2

xB

Σχήμα 20
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 4.8 	Άθροισμα γωνιών κυρτού ν-γώνου

Ας θεωρήσουμε κυρτό πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ και Ο τυχαίο εσωτε-
ρικό σημείο του. Αν ενώσουμε το Ο με τις κορυφές του πεντα-
γώνου, σχηματίζονται πέντε τρίγωνα. Το άθροισμα των γωνιών 
κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές. Έτσι το άθροισμα των γωνιών 
και των πέντε τριγώνων είναι (2∙5) ορθές. Αν αφαιρέσουμε το 
άθροισμα των γωνιών Ô1 + Ô2 + Ô3 + Ô4 + Ô5 = 4 ορθές, θα 
μείνει το άθροισμα των γωνιών του πενταγώνου, δηλαδή:

Â + B̂ + Γ̂  + Δ̂  + Ê = (2∙5 – 4) ορθές.
Όμοια, αν το κυρτό πολύγωνο έχει ν πλευρές και ενώσουμε 
το Ο με τις κορυφές του σχηματίζονται ν τρίγωνα. Το άθροι-
σμα των γωνιών των ν τριγώνων είναι 2ν ορθές. Αν αφαι-
ρέσουμε το άθροισμα των γωνιών Ô1+Ô2+Ô3+ ... +Ôν = 4 
ορθές έχουμε:

Â1 + Â2 + Â3 +...+ Âν = (2ν – 4) ορθές.
Καταλήξαμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι πρέπει:
Το άθροισμα των γωνιών κυρτού ν-γώνου να είναι 2ν – 4 
ορθές.
Άλλη απόδειξη. Ας θεωρήσουμε κυρτό πολύγωνο Α1Α2...
Αν με ν πλευρές και ας φέρουμε από μια κορυφή του, π.χ. 
την Α1, όλες τις διαγωνίους που διέρχονται από αυτή. Έτσι 
το πολύγωνο διαιρείται σε ν – 2 τρίγωνα, γιατί σε καθεμιά 
από τις πλευρές του, εκτός των Α1Α2 και Α1Αν που διέρχο-
νται από την κορυφή Α1, αντιστοιχεί ένα τρίγωνο. Επειδή το 
άθροισμα των γωνιών των ν – 2 τριγώνων είναι 2(ν – 2) = 
(2ν – 4) ορθές και ισούται με το άθροισμα των γωνιών του 
πολυγώνου, προκύπτει ότι:
Το άθροισμα των γωνιών κυρτού ν-γώνου είναι 2ν – 4 ορθές.

Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών κυρτού ν-γώνου 
είναι 4 ορθές.

ΠΟΡΙΣΜΑ

 Απόδειξη









Έχουμε 

�Â1εξ + Â1 = 2⌊ 
Â2εξ + Â2 = 2⌊ 
... + ... = ...        προσθέτουμε κατά μέλη οπότε: 
Âνεξ + Âν = 2⌊

(Â1εξ + Â2εξ + ... + Âνεξ) + (Â1 + Â2 + ... + Âν) = 2ν⌊ ή
(Â1εξ + Â2εξ + ... + Âνεξ) + (2ν – 4)⌊ = 2v⌊ ή
Â1εξ + Â2εξ+ ... + Âνεξ = 4⌊.

A
B

Γ

Δ

Ε
Ο

1
2

34
5

Σχήμα 21

Α1

Α2 Α3

Α4

Α5

Αν-1Αν

1
2 3

4

ν-1
ν Ο

Σχήμα 22

Α1

Α2

Α3

Α4 Α5

Αν-1

Αν

Σχήμα 23

Α1

Α2

Α3

Α4

Αν

Σχήμα 24
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Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διχοτόμο Αx της εξωτερικής 
γωνίας Â του τριγώνου. Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο είναι 
ισοσκελές, αν και μόνο αν Αx//ΒΓ.

Απόδειξη

	 i)	 Αν β = γ τότε B̂ = Γ̂  = ω.

		  Όμως Âεξ = B̂ + Γ̂  = 2ω, οπότε Âεξ

2
 = ω ή Â1 = Γ̂  = ω. Άρα

		  Αx//ΒΓ, αφού σχηματίζουν δύο εντός και εναλλάξ γωνίες ίσες.
	ii)	 Αν Αx//ΒΓ τότε Â1 = Γ̂  (ως εντός εναλλάξ) και Â2 = B̂ (ως εντός εκτός και επί 

τα αυτά μέρη). Άρα B̂ = Γ̂  (αφού Â1 = Â2), οπότε β = γ.

  εφαρμογη








 1
η

Α

Β Γ

ω2
1 ω

ωω

γ β

α

x

Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τις εσωτερικές και εξωτερικές διχοτόμους των γωνιών 
του B̂ και Γ̂ . Να αποδειχθεί ότι

	 i)	 Η γωνία των δύο εσωτερικών διχοτόμων είναι ίση με 90º + 
Â
2

.

	ii)	 Η γωνία μίας εσωτερικής και μίας εξωτερικής διχοτόμου είναι ίση με  
Â
2

.

	iii)	 Η γωνία των δύο εξωτερικών διχοτόμων είναι ίση με 90º – 
Â
2

.

Απόδειξη

Οι εσωτερικές διχοτόμοι τέμνονται στο έγκεντρο I. Οι 
εξωτερικές διχοτόμοι των εξωτερικών γωνιών B̂ και Γ̂  
τέμνονται στο παράκεντρο Ια και η εσωτερική διχοτόμος 
της B̂ με την εξωτερική διχοτόμο της Γ̂  τέμνονται στο 
παράκεντρο Ιβ.
	 i)	 Από το τρίγωνο ΒΙΓ παίρνουμε:
		  ΒÎΓ + B̂1 + Γ̂ 1 = 180°  ή  ΒÎΓ = 180° – B̂1 – Γ̂1  ή

		  ΒÎΓ = 180° –  B̂
2

 –  Γ̂ 

2
  ή  ΒÎΓ = 90° + 90° –  B̂

2
 –  Γ̂ 

2
   ή

		  ΒÎΓ = 90° + 
Â
2

  (επειδή Â
2

 +  B̂
2

 +  Γ̂ 

2
 = 90°).    (1)

	ii)	 Η εσωτερική και εξωτερική διχοτόμος μιας γωνίας τέμνονται κάθετα. Έτσι στο 
τρίγωνο ΙΓΙβ είναι: Γ̂  = 90° και ΒÎΓ = 90° + Îβ    (2) (ως εξωτερική γωνία).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι Îβ = 
Â
2

.   (3)

	iii)	 Όμοια στο τρίγωνο IαΒΙβ είναι B̂ = 90°, οπότε Îα+ Îβ = 90° ή Îα = 90° – Îβ.   (4)

Από τις (3) και (4) προκύπτει ότι Îα = 90° – 
Â
2

.

  εφαρμογη








 2
η

Α

2 2
11Β Γ

Ιβ

Ι

Ια

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   91 23/7/2013   3:38:24 μμ



92

Ε Υ Κ Λ Ε Ι Δ Ε Ι Α  Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ Ι Α

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Να υπολογίσετε τη γωνία ω στο παρακά-
τω σχήμα. 

50ο 120ο

ω

2.	 Αν AB = ΑΓ και Γx διχοτόμος της ΑΓ̂ Δ, να 
υπολογίσετε τη γωνία φ (βλ. σχήμα).

A

x

B

φ

Γ Δ
55ο

3.	 Υπάρχει κυρτό ν-γωνο τέτοιο, ώστε το 
άθροισμα των εσωτερικών γωνιών του 
να ισούται με το άθροισμα των εξωτερι-
κών γωνιών του;

4.	 Να εξηγήσετε γιατί αν ένα ισοσκελές τρί-
γωνο έχει μια γωνία 60° είναι ισόπλευρο.

5.	 Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών 
ενός τριγώνου είναι:

	 α) 180°        β) 270°        γ) 360° 
δ) 540°        ε) κανένα από τα παραπάνω 

	 Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο μια γωνία του εί-

ναι ίση με τα 2
3

 μιας άλλης γωνίας του.

	 Να υπολογισθούν όλες οι γωνίες του (δύο 
περιπτώσεις).

2.	 Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) εί-
ναι Â =  B̂

2
. Αν Ι το έγκεντρο του τριγώνου 

να υπολογισθεί η γωνία BÎΓ. (Εφαρμογή 
2 - §4.8)

3.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Â είναι τριπλά-
σια της γωνίας B̂. Αν Γ̂εξ = 144° να βρεθεί 
το είδος του τριγώνου ως προς τις πλευρές 
του.

4.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) 
και το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι 
B̂ = ΔÂΓ και Γ̂  =ΔÂΒ.

5.	 Στο παρακάτω σχήμα είναι:
A

B ΓΔ

108ο

x

	 ΑΒ = ΑΓ = ΔΒ και xÂΓ = 108°.
	 Να υπολογισθεί η γωνία Δ̂  .
6.	 Στο παρακάτω σχήμα είναι: Â = 90°, ΑΔ 

διχοτόμος, ΔΕ//ΑΒ. Αν η γωνία B̂ είναι 
20° μεγαλύτερη από τη Γ̂  να υπολογίσετε 
τις γωνίες ω και φ.

A

B ΓΔ

Ε

ω
φ

7. 	Το άθροισμα των γωνιών κυρτού πολυγώ-
νου είναι 900°. Να βρεθεί το πλήθος των 
πλευρών του.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι B̂εξ = 90° +  Â
2

. Να 
αποδείξετε ότι ΑΒ = ΑΓ.

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ > Γ̂  και η διχο-
τόμος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι

	 i)	 ΑΔ̂Γ – ΑΔ̂Β = B̂ – Γ̂ ,

	 ii)	 ΑΔ̂Β = 90° –  B̂ – Γ̂
2

 , 

		  ΑΔ̂Γ = 90° +  B̂ – Γ̂
2

 .

3.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ > Γ̂  φέρουμε το 
ύψος ΑΔ και τη διχοτόμο ΑΕ. Να αποδεί-

ξετε ότι ΔÂΕ =  B̂ – Γ̂
2

.

4.	 Αν οι διχοτόμοι των γωνιών Â, B̂ κυρτού 
τετραπλεύρου ΑΒΓΔ τέμνονται σε σημείο 

Ε, να αποδείξετε ότι ΑÊB =  Γ̂  + Δ̂
2

.

5. 	Από τυχαίο σημείο Δ της βάσης ΒΓ ισο-
σκελούς τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε τη 
ΔΕ⊥ΑΓ. Να αποδείξετε ότι Â = 2ΕΔ̂ Γ.
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6.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) το 
ύψος του ΑΔ και η διχοτόμος του ΒΖ τέ-
μνονται σε σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι το 
τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισοσκελές.

7.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°). 
Η διχοτόμος της γωνίας B̂ τέμνει την ΑΓ 
στο Ζ και την κάθετη στη ΒΓ στο σημείο 
Γ, στο Η. Να αποδείξετε ότι ΖΓ = ΓΗ.

Σύνθετα Θέματα 

1.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
και τυχαίο σημείο Δ της πλευράς ΑΒ. Στην 
προέκταση της ΓΑ προς το Α, παίρνου-
με τμήμα ΑΕ = ΑΔ. Να αποδείξετε ότι 
ΔΕ⊥ΒΓ. 

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ > Γ̂  και η διχο-
τόμος του ΑΔ. Από την κορυφή Β φέρουμε 
ευθεία κάθετη στην ΑΔ, που τέμνει την ΑΓ 

στο Ε. Να αποδείξετε ότι EB̂Γ =  B̂ – Γ̂ 
2

.

3.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ προεκτεί-
νουμε την υποτείνουσα ΓΒ κατά τμήμα 
ΒΔ = ΑΒ. Φέρουμε κάθετη στη ΒΓ στο 
σημείο Γ και παίρνουμε σε αυτή –προς το 
μέρος του Α– τμήμα ΓΕ = ΑΓ. Να αποδεί-
ξετε ότι τα σημεία Δ, Α, Ε είναι συνευθει-
ακά.

4.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
και το ύψος του ΒΔ. Φέρουμε ΔΗ⊥ΑΒ, 
που τέμνει την προέκταση της ΒΓ στο Ε. 
Να αποδείξετε ότι:

	i) ΒΔ = ΔΕ,         ii) ΒΓ > ΓΕ. 
5.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ, προεκτείνουμε τα ύψη 

του ΒΔ και ΓΕ, προς το μέρος των κορυ-
φών και επί των προεκτάσεων παίρνουμε 
τμήματα ΒΖ = ΑΓ και ΓΗ = ΑΒ αντίστοι-
χα. Να αποδείξετε ότι

	 i) ΑΖ = ΑΗ,         ii) ΑΖ⊥ΑΗ.
6.	 Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ με Â > Γ̂  

και ονομάζουμε φ την οξεία γωνία των 
διχοτόμων των γωνιών B̂ και Δ̂. Να απο-

δείξετε ότι φ =  Â – Γ̂ 
2

.

7.	 Δύο επίπεδα κάτοπτρα Κ1, Κ2 είναι κά-
θετα. Φωτεινή ακτίνα α προσπίπτει αρ-
χικά στο Κ1 και μετά την ανάκλαση στο 
Κ2, εξέρχεται κατά την ακτίνα β. Τι πορεία 
θα ακολουθήσει, σε σχέση με την αρχική 
ακτίνα α;

ω

ω

φ φ

β

Κ1

Κ2

α
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1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Â = 60° και οι δι-
χοτόμοι του ΒΔ και ΓΕ. Να αποδείξετε ότι 
ΒΔ̂Γ = ΓÊΑ.

2.	 Θεωρούμε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ = ΒΓ = α) και τα σημεία Δ και 
Ε των πλευρών του ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, 

ώστε ΑΔ = ΒΕ =  1
3

a. Να αποδείξετε ότι 
ΔΕ⊥ΒΓ.

3.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) 
και η διχοτόμος του ΑΔ. Φέρουμε Δx⊥ΒΓ, 
που τέμνει την ΑΒ στο Ε και την προέ-
κτασή της ΑΓ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι 
ΒΕ = ΖΓ. 

4.	 Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ με Â = Γ̂  = 90° 
και ΒΓ = ΓΔ. Στην προέκταση της ΑΔ παίρ-
νουμε τμήμα ΔΕ = ΑΒ. Να αποδείξετε ότι 
ΑΓ⊥ΓΕ.

5.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ. Να απο-
δείξετε ότι:

	 i)	 Το ύψος ΑΔ = υα σχηματίζει με τη μι-
κρότερη πλευρά μικρότερη γωνία.

	 ii)	 Η διάμεσος ΑΜ = μα σχηματίζει με τη 
μικρότερη πλευρά μεγαλύτερη γωνία.

	iii)	 Το ύψος υα και η διάμεσος μα βρί-
σκονται εκατέρωθεν της διχοτόμου 
ΑΕ = δα.

6.	 Τρεις κύκλοι με κέντρα Κ1, Κ2, Κ3 εφάπτο-
νται εξωτερικά στα Α, Β, Γ. Να αποδείξετε 
ότι ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώ-
νου ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένος στο τρίγωνο 
Κ1Κ2Κ3.

7.	 Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ, τον εγγεγραμμένο 
κύκλο του (Ι, ρ) και τον παρεγγεγραμμένο 
κύκλο του (Iα, ρα). Oνομάζουμε Δ, Ε, Ζ και 
Δʹ, Εʹ, Ζʹ τα σημεία επαφής των (Ι, ρ) και 
(Ια, ρα) με τις ευθείες ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα.

	 Να αποδείξετε ότι:
	 i)	 ΑΖ = ΑΕ = τ – α,  

ΒΔ = ΒΖ = τ – β, 
ΓΔ = ΓΕ = τ – γ,

	 ii)	 ΑΖʹ = ΑΕʹ= τ,
	iii)	 ΖΖʹ = ΕΕʹ = α, ΔΔʹ = β – γ.

ΓΕ
Ν

ΙΚ
ΕΣ

 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
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1.	 Να συμπληρώσετε τον πίνακα για κυρτά ν-γωνα.

αριθμός 
πλευρών

άθροισμα γωνιών  
κυρτού ν-γώνου

άθροισμα εξωτερικών γωνιών 
 κυρτού ν-γώνου

4
5
6
7
.
.
.
ν 2ν – 4 ορθές 4 ορθές

	 i)	 Τι παρατηρείτε για το άθροισμα των γωνιών κυρτού ν-γώνου; Εξαρτάται από τον αριθμό 
των πλευρών ν; Τι ισχύει όταν αυξάνεται το ν;

	 ii)	 Τι παρατηρείτε για το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών κυρτού ν-γώνου. Να σχολιάσετε 
τη σχέση του με τον αριθμό των πλευρών ν.

2.	 Να κατασκευάσετε δύο γωνίες με πλευρές παράλληλες (3 περιπτώσεις). Να εξετάσετε τι ισχύει 
για τις διχοτόμους τους (παράλληλες, κάθετες κτλ.)

	 Να κάνετε το ίδιο για δύο γωνίες με πλευρές κάθετες.

Εργασία
Να υπολογίσετε τις γωνίες ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), το οποίο είναι δυνατόν να χωρι-
σθεί σε δύο άλλα ισοσκελή τρίγωνα.
Υπόδειξη: Η ευθεία που χωρίζει το ΑΒΓ σε δυο ισοσκελή τρίγωνα πρέπει να διέρχεται από μια 
κορυφή του τριγώνου. Να διακρίνετε δύο περιπτώσεις: 
 i)   με ευθεία ΑΔ από την κορυφή Α.
ii)   με ευθεία ΒΕ από την κορυφή Β.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Η θεωρία των παραλλήλων
Το αίτημα του Ευκλείδη. Στο Βιβλίο I των 
«Στοιχείων» του ο Ευκλείδης ορίζει ως παράλ-

ληλες «τις ευθείες εκεί-
νες που βρίσκονται στο 
ίδιο επίπεδο και προε-
κτεινόμενες επ’ άπειρον 
και από τα δύο μέρη δε 
συναντώνται σε κανένα 
απ’ αυτά» (Ορισμός 23). 
Αμέσως μετά διατυπώ-
νει πέντε αιτήματα, τα 
τέσσερα πρώτα από τα 
οποία εκφράζουν τις βα-

σικές ιδιότητες των γεωμετρικών κατασκευών με 
τη βοήθεια του κανόνα και του διαβήτη, ενώ το 
πέμπτο αποφαίνεται ότι:
«Εάν μια ευθεία που τέμνει δύο ευθείες σχηματί-
ζει τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες μικρό-
τερες από δύο ορθές, τότε οι δύο ευθείες προε-
κτεινόμενες επ’ άπειρον συναντώνται στο μέρος 
που οι σχηματιζόμενες γωνίες είναι μικρότερες 
από δύο ορθές» (Αίτημα V). 
Το αίτημα αυτό αποδεικνύεται ισοδύναμο με τις 
εξής προτάσεις: 
(Ε1)   �Υπάρχει ευθεία α και σημείο Α εκτός αυτής 

τέτοιο, ώστε από το Α διέρχεται μία μονα-
δική ευθεία που δεν τέμνει την α. 

(Ε2)   �Υπάρχει τετράπλευρο με τέσσερις ορθές 
γωνίες. 

(Ε3)   �Το άθροισμα των γωνιών τυχόντος τριγώ-
νου ισούται με δύο ορθές. 

(Ε4)   �Υπάρχει τρίγωνο, το άθροισμα των γωνιών 
του οποίου να ισούται με δύο ορθές. 

(Ε5)   �Αν μια ευθεία τέμνει δύο παράλληλες ευ-
θείες, οι αντίστοιχες γωνίες είναι ίσες. 

(Ε6)   �Τα σημεία που κείνται προς το ίδιο μέρος 
από δεδομένη ευθεία και σε μία και την 
αυτή απόσταση, σχηματίζουν ευθεία. 

(Ε7)   �Αν μια ευθεία τέμνει δύο άλλες ευθείες 
και αυτές αποκλίνουν η μία από την άλλη 
από το ένα μέρος, τότε από το άλλο μέρος 
συγκλίνουν. 

(Ε8)   Υπάρχουν όμοια τρίγωνα. 
(Ε9)   �Υπάρχουν τρίγωνα με οσοδήποτε μεγάλο 

μέγεθος. 

(Ε10) �Έστω α τυχούσα ευθεία και Α σημείο εκτός 
αυτής. Τότε στο επίπεδο που ορίζεται από 
την ευθεία α και το σημείο Α υπάρχει όχι 
περισσότερες από μία ευθεία που διέρχεται 
από το σημείο Α και δεν τέμνει την ευθεία 
α (Αξίωμα παραλληλίας). 

Το αίτημα του Ευκλείδη ή κάποιο ισοδύναμό του 
καθορίζει τη φύση ολόκληρης της γεωμετρίας 
και αποτελεί βάση για τα περισσότερα θεωρή-
ματα της Ευκλείδειας γεωμετρίας. 

Η θεωρία των παραλλήλων στην αρχαιότητα 
και το Βυζάντιο. Είναι πιθανό πριν τη διατύπω-
ση του πέμπτου αιτήματος των «Στοιχείων» του 
Ευκλείδη να υπήρξαν προσπάθειες να αποδειχθεί. 
Όμως οι διαθέσιμες μαρτυρίες είναι πενιχρότα-
τες και αποσπασματικές. Ενδείξεις υπάρχουν 
στα «Αναλυτικά Ύστερα» του Αριστοτέλη, όπου 
συνδέεται το πρόβλημα των παραλλήλων με την 
πρόταση (Ε3). Ο Αριστοτέλης ασκεί κριτική στις 
προσπάθειες μαθηματικών (που δεν κατονομά-
ζονται) να αποδείξουν το Ευκλείδειο αίτημα ότι 
υποπίπτουν στο λογικό σφάλμα της «λήψης του 
ζητουμένου» (petitio principi), δηλαδή ότι κατά 
την απόδειξη χρησιμοποιούν πρόταση ισοδύναμη 
προς την αποδεικτέα. Άλλη πηγή είναι τα «Σχό-
λια για τις δυσκολίες στην εισαγωγή του βιβλίου 
του Ευκλείδη» του Ομάρ Χαγιάμ όπου αναφέρει 
ότι «η αιτία του λάθους των ύστερων επιστημό-
νων στην απόδειξη αυτής της υπόθεσης είναι ότι 
δε λάμβαναν υπόψη τους τις αρχές του φιλοσό-
φου [δηλαδή, του Αριστοτέλη]» και παραθέτει 
πέντε αρχές, τέσσερις από τις οποίες απαντώνται 
με λίγο διαφορετική διατύπωση στα «Φυσικά» 
και το «Περί Ουρανού».

Το πρώτο γνωστό έργο της αρχαιότητας, που λί-
γες μόλις δεκαετίες μετά τα «Στοιχεία» αναφέρε-
ται στη θεωρία των παραλλήλων, είναι η χαμένη 
πραγματεία του Αρχιμήδη «Περί παραλλήλων», 
που μνημονεύει ο βιβλιογράφος Ιμπν αλ-Ναντίμ 
(πέθανε το 993) στο «Βιβλίο της βιβλιογραφίας 
των επιστημών», μαζί με άλλα έργα του Αρχιμή-
δη που διασώθηκαν μόνο στα Αραβικά. Το βιβλίο 
αυτό ήταν πιθανότατα γνωστό στον Θαμπίτ ιμπν 
Κούρρα (836-901), συγγραφέα δύο πραγματειών 
σχετικών με τη θεωρία των παραλλήλων. Σύμ-
φωνα με μαρτυρία του Πρόκλου, ο οποίος θε-
ωρεί ότι το αίτημα του Ευκλείδη είναι θεώρημα 
και επιχειρεί να δώσει μια δική του απόδειξη, 
ο Ποσειδώνιος είχε προτείνει έναν ορισμό των 
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παραλλήλων, διαφορετικό από αυτόν του Ευ-
κλείδη. Παράλληλες ονομάζει τις ευθείες που 
βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο, δε συγκλίνουν ούτε 

αποκλίνουν και όλες οι 
κάθετες από τα σημεία 
της μιας προς την άλλη 
είναι ίσες μεταξύ τους. 
Ο ορισμός αυτός όμως 
βασίζεται στο ισοδύ-
ναμο αξίωμα (Ε6). Ο 
Πρόκλος αναφέρεται 
επίσης εκτεταμένα στις 
προσπάθειες του Κλαύ-
διου Πτολεμαίου και 

άλλων μαθηματικών, τους οποίους δεν κατονο-
μάζει, να αποδείξουν το Ευκλείδειο αίτημα.

Με την απόδειξη του Ευκλείδειου αιτήματος 
ασχολήθηκε ο Διόδωρος (1ος αι. π.Χ.). Στα Αρα-
βικά διατηρήθηκαν και οι προσπάθειες κάποιου 
Αγάνη και του Σιμπλίκιου που στηρίζονται στον 
ορισμό του Ποσειδωνίου και, επομένως, στο 
αξίωμα (Ε6). 

Η θεωρία των παραλλήλων στα Αραβικά μα-
θηματικά. Η πρώτη γνωστή προσπάθεια από-
δειξης του Ευκλείδειου αιτήματος στα Αραβικά 
μαθηματικά έγινε από τον αλ-Τζαουχαρί στο 
έργο του «Τελειοποίηση του βιβλίου των “Στοι-
χείων”», το περιεχόμενο του οποίου μεταφέρει ο 
Νασίρ αντ-Ντιν αλ-Τουσί. Όμως στην απόδειξή 
του χρησιμοποιεί την ισοδύναμη προς το απο-
δεικτέο πρόταση ότι «αν μία ευθεία τέμνει δύο 
άλλες ευθείες έτσι ώστε οι εντός εναλλάξ γωνίες 
να είναι ίσες, τότε το ίδιο ισχύει όταν οι δύο ευ-
θείες τέμνονται από οποιαδήποτε άλλη ευθεία». 
Οι πρώτες προσπάθειες αντικατάστασης του Ευ-
κλείδειου αιτήματος με το αξίωμα της ύπαρξης 
«ισαπεχουσών» ευθειών ανάγονται στον αλ-Να-
ϊριζί και τον Ιμπν Σίνα (Αβικέννα). 

Οι άραβες μαθηματικοί ανέπτυξαν δύο κυρίως 
προσεγγίσεις στην απόδειξη του Ευκλείδειου 
αιτήματος, που εγκαινιάζονται στο έργο του Θα-
μπίτ ιμπν Κούρρα (908-946): τη γεωμετρική και 
την κινηματική προσέγγιση. Η κινηματική προ-
σέγγιση ακολουθεί το πνεύμα του Αρχιμήδη και 
αναπτύχθηκε από τον Ιμπν αλ-Χαϊθάμ. Η πρω-
τοτυπία της μεθόδου του αλ-Χαϊθάμ, την οποία 
ακολούθησαν συχνά οι γεωμέτρες στη συνέχεια, 
είναι ότι υποθέτει την ύπαρξη ενός τετραπλεύρου 
με τρεις ορθές γωνίες και εξετάζει τις περιπτώ-
σεις η τέταρτη γωνία να είναι οξεία ή αμβλεία, 

προσπαθώντας να καταλήξει σε αντίφαση με τον 
ορισμό των παραλλήλων ως «ισαπεχουσών» ευ-
θειών. Η γεωμετρική προσέγγιση αναπτύχθηκε 
κυρίως από τον Ομαρ Χαγιάμ. Ξεκινώντας από 
την απόδειξη της πρότασης (Ε2) και με συλλο-
γισμούς συγγενείς με αυτούς του Πρόκλου, απο-
δεικνύει το Ευκλείδειο αίτημα χωρίς να υποπέσει 
στο λογικό σφάλμα της «λήψης του ζητουμένου». 
Ο εγκυκλοπαιδιστής φιλόσοφος, μαθηματικός 
και αστρονόμος Νασίρ αντ-Ντιν αλ-Τουσί (1201-
1274) στη δική του πρωτότυπη απόδειξη του 
αξιώματος των παραλλήλων ακολουθεί το ύφος 
του Ιμπν Κούρρα και του Ιμπν αλ-Χαϊθάμ, αλλά 
στηρίζεται σε αξίωμα που αποτελεί ισχυρότερη 
μορφή του αιτήματος παραλληλίας. 

Στη διάρκεια του 13ου αι. συνεχίζονται οι ανα-
ζητήσεις απόδειξης του Ευκλείδειου αιτήματος. 
Ο αλ-Χαναφί, ακολουθώντας παλαιότερες τά-
σεις που εκδηλώνονται στο έργο του αλ-Κιντί, 
του αλ-Μπιρουνί (973-περ. 1050) και του Ομάρ 
Χαγιάμ, συνδέουν το πρόβλημα του Ευκλεί-
δειου αιτήματος με την έννοια της επ’ άπειρον 
διαιρετότητας των γεωμετρικών μεγεθών. Ιδι-
αίτερα διαδεδομένη ήταν η θεωρία των παραλ-
λήλων του αλ-Αμπχαρί (ή αλ-Αμπαχρί, πέθανε 
το 1263). Συγγενής προς αυτήν ήταν η θεωρία 
του αλ-Μαγκριμπί. Στις δύο τελευταίες θεωρίες 
βρίσκει κανείς ίχνη του ύφους των συλλογισμών 
του Σιμπλίκιου. Στα τέλη του 13ου-αρχές 14ου 
αι. μια ακόμα αξιοσημείωτη προσπάθεια γίνεται 
από τον αντ-Ντιν ασ-Σιραζί (1236-1311), μαθη-
τή του αλ-Τουσί. 

Παρ’ όλες τις προσπάθειες που σκιαγραφήσαμε 
οι Άραβες μαθηματικοί ήταν πολύ μακριά από 
την ιδέα ότι είναι δυνατή μια άλλη γεωμετρία. 
Απλώς προσπαθούσαν να αποδείξουν το Ευ-
κλείδειο αίτημα από υποθέσεις που θεωρούσαν 
πιο προφανείς. Στην πορεία των προσπαθειών 
τους απέδειξαν την ισοδυναμία του Ευκλείδειου 
αιτήματος με διάφορες προτάσεις που μπορούν 
να θεωρηθούν ισοδύναμες με το πέμπτο αίτη-
μα, καθώς και πολλά θεωρήματα που σήμερα 
εμπίπτουν στο πεδίο της Υπερβολικής και της 
Ελλειπτικής Γεωμετρίας. 

Η θεωρία των παραλλήλων στην Ευρώπη από 
τον 13ο ως το 18ο αι. Η πρώτη γνωστή από-
πειρα απόδειξης του Ευκλείδειου αιτήματος στη 
μεσαιωνική Ευρώπη απαντάται το 13ο αι. στο 
σύγγραμμα του Βιτέλο (Vitelo, περίπου 1225-
1280) «Οπτική» ή «Προοπτική» (1572). Βασική 
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πηγή του Βιτέλο είναι το έργο του Ιμπν αλ-Χα-
ϊθάμ. Ωστόσο, η απόδειξή του υστερεί ως προς 
το επίπεδο αυστηρότητας που είχαν φτάσει οι 
Άραβες μαθηματικοί. 

Δύο άλλες απόπειρες απαντώνται το 14ο αι. στα 
«Σχόλια» του Γερσωνίδη (Levi ben Gerson ή 
Gersonides, 1288-1344) και στο έργο κάποιου 
Αλφόνσο, ο οποίος εικάζεται ότι είναι ο Ισπανός 
ιατρός και συγγραφέας πολεμικών θρησκευτικών 
έργων Αλφόνσο του Βαλλαντολίντ (1270-1346). 

Στις αρχές του 16ου αι. η θεωρία παραλλήλων 
εξετάζεται στο «Κάτοπτρο αστρονομικό που πε-
ρικλείει την ανθρώπινη σοφία σε κάθε επιστήμη» 
του Φ. Μπ. Γκρισογκόνο (1472-1538), που εκδί-
δεται στη Βενετία το 1507. Το 1574 εμφανίζεται 
μία πρωτότυπη απόδειξη του πέμπτου αιτήματος 
από τον Κλάβιο (Clavius (Schlussel), 1537-1612) 
που εργαζόταν στη Ρώμη και συμμετείχε στην 
επεξεργασία του Γρηγοριανού ημερολογίου. Η 
απόδειξη του Κλάβιου στηρίζεται στην πρόταση 
(Ε6). Η απόδειξή του παρουσιάζει ομοιότητες με 
αυτές του Ιμπν Κούρρα και του Ιμπν αλ-Χαϊθάμ, 
τις οποίες ίσως γνώριζε από δεύτερο χέρι. 

Τον 17ο αι. παρατηρείται κάποια ένταση των προ-
σπαθειών στη θεωρία των παραλλήλων, η οποία 
όμως δεν απέφερε ιδιαίτερα αξιόλογους καρπούς. 
Δημοσιεύονται το 1603 στην Μπολόνια δύο το-
μίδια του Πιέτρο Α. Κατάλντι (1548-1626), το 
1658 στην Πίζα η επεξεργασμένη από τον Τζ.Α. 
Μπορέλλι (1608-1679) έκδοση των «Στοιχείων» 
του Ευκλείδη, και το 1680 ανάλογη έκδοση των 
«Στοιχείων» από τον Βιτάλε Τζορντάνο (1633-
1711). Το 1693 δημοσιεύεται η πραγματεία του 
Τζ. Ουώλλις (J. Wallis, 1616-1703) «Το πέμπτο 
αίτημα και ο πέμπτος ορισμός του Βιβλίου VΙ του 
Ευκλείδη», το δεύτερο μέρος της οποίας περιέχει 
μετάφραση μιας απόδειξης που αποδίδεται στον 
αλ-Τουσί, και στο τρίτο εκτίθεται απόδειξη του 
Ουώλλις, που βασίζεται στην πρόταση (Ε9), την 
οποία θεωρεί φυσική «Κοινή Έννοια».

Από την πραγματεία του Ουώλλις γνωρίστηκε 
με την αποδιδόμενη στον αλ-Τουσί απόδειξη του 
πέμπτου αιτήματος ο Τζιρόλαμο Σακκέρι (G.G. 
Saccheri, 1667-1733). Ο Σακκέρι ξεκινώντας 
από το ισόπλευρο τετράπλευρο με τις δύο ορθές 
του Ομάρ Χαγιάμ και του αλ-Τουσί αναλύει τις 
ίδιες τρεις υποθέσεις για τις άλλες δύο γωνίες. 
Αποκλείει την υπόθεση της οξείας γωνίας επειδή 
θεωρεί ότι στην περίπτωση αυτή, όπως και στην 

περίπτωση της ορθής γωνίας ισχύει το πέμπτο αί-
τημα, δηλαδή επειδή αντιφάσκει στα αξιώματα 
της συνήθους γεωμετρίας του Ευκλείδη. Στην πε-
ρίπτωση της αμβλείας γωνίας ο Σακκέρι προχωρεί 
όσο κανείς άλλος πριν από αυτόν στην απόδειξη 
θεωρημάτων της σημερινής Υπερβολικής Γεω-
μετρίας. Όμως διολισθαίνοντας σε λάθος συλλο-
γισμό κατέληξε σε αντίφαση, οπότε συμπέρανε 
ότι η περίπτωση της ορθής γωνίας (δηλαδή της 
Ευκλείδειας γεωμετρίας) είναι η μόνη δυνατή. 
Πιο σημαντική είναι η προσπάθεια του Γερμα-
νού μαθηματικού Λάμπερτ (J.H. Lambert, 1728-
1777). Ξεκινώντας από το ίδιο τετράπλευρο του 
Ομάρ Χαγιάμ και του Σακκέρι αποκλείει χωρίς 
δυσκολία την υπόθεση της οξείας γωνίας, στη 
βάση ότι στην περίπτωση αυτή δύο κάθετες στην 
ίδια ευθεία τέμνονται, πράγμα που, κατά τη γνώ-
μη του, δεν αντιφάσκει στο πέμπτο αίτημα, αλλά 
στα υπόλοιπα αξιώματα της Γεωμετρίας του 
Ευκλείδη. Επίσης παρατηρεί ότι η υπόθεδη της 
οξείας γωνίας ισχύει στην επιφάνεια της σφαίρας 
αν ως ευθείες ληφθούν οι μέγιστοι κύκλοι της 
σφαίρας. Εξετάζοντας την υπόθεση της αμβλείας 
γωνίας ο Λάμπερτ αποδεικνύει ακόμα περισσό-
τερα και από τον Σακκέρι θεωρήματα της σημε-
ρινής Υπερβολικής Γεωμετρίας. Προσπαθώντας 
να λάβει κάποια παράδοξα αποτελέσματα παρα-
δέχεται ότι δεν είναι εύκολο να αποκλεισθεί η 
υπόθεση της αμβλείας γωνίας. Αντίθετα με τον 
Σακκέρι, ούτε υποπίπτει σε σφάλμα, ούτε συ-
μπεραίνει ότι η υπόθεση της αμβλείας γωνίας 
οδηγεί σε αντίφαση. Αντίθετα, εκφράζοντας κά-
ποια έκπληξη για τις «περίεργες» ιδιότητες των 
σχημάτων στην περίπτωση αυτή (π.χ. ότι χάνεται 
η έννοια της ομοιότητας και της αναλογίας των 
σχημάτων, ότι το άθροισμα των γωνιών ενός τρι-
γώνου αυξάνει όσο μειώνεται η επιφάνεια του 
τριγώνου, κ.α.) διατυπώνει την ιδιαίτερα βαθιά 
και διορατική σκέψη ότι «η τρίτη υπόθεση ισχύει 
σε κάποια φανταστική σφαίρα». 
Από τις προσπάθειες μετά τον Λάμπερτ, αξίζει 
να αναφερθεί η «απόδειξη» του Λ. Μπερτράν 
(L. Bertrand, 1731-1812), μαθητή του Όυλερ, το 
1778, του Α.Μ. Λεζάντρ (1752-1833), που αφι-
έρωσε σαράντα χρόνια στις έρευνες στη θεωρία 
των παραλλήλων, του Σ.Ε. Γκούριεφ (1764-
1813), και του Φαρκάς Μπόλυαϊ (Farkas Bolyai, 
1775-1856), του πατέρα του Γιάνος Μπόλυαϊ, 
του μετέπειτα δημιουργού της μη Ευκλείδειας 
Γεωμετρίας. 
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Α
Ν

Α
Κ

ΕΦ
Α

Λ
Α

ΙΩ
ση

τις εντός εναλλάξ 
γωνίες τους ίσες.

είναι κάθετες στην ίδια ευθεία ε.

είναι παράλληλες προς τρίτη ευθεία ε.

τέμνονται από μια τρίτη ευθεία  
και σχηματίζουν:

τις εντός και επί τα αυτά μέρη 
γωνίες τους παραπληρωματικές.

τις εντός εκτός και επί τα αυτά 
μέρη γωνίες τους ίσες.

Δύο ευθείες ε1 και ε2 
είναι παράλληλες αν:

ίσες, αν είναι

παραπληρωματικές, αν η μία είναι οξεία 
και η άλλη αμβλεία.

και οι δύο οξείες.

και οι δύο αμβλείες.Δύο γωνίες που έχουν 
παράλληλες ή κάθετες  

πλευρές είναι:

Δύο ευθείες ενός επιπέδου • ταυτίζονται όταν έχουν 2 κοινά σημεία.
• τέμνονται όταν έχουν 1 κοινό σημείο.
• είναι παράλληλες όταν δεν έχουν κοινό σημείο.

Από σημείο Α εκτός ευθείας ε • υπάρχει ευθεία εʹ//ε.

• �δεχόμαστε αξιωματικά ότι η εʹ είναι μοναδική. 
(Αίτημα παραλληλίας)

Α

Β
ε

ε′

τις εντός εναλλάξ 
γωνίες ίσες.

τις εντός και επί τα αυτά μέρη 
γωνίες παραπληρωματικές.

τις εντός εκτός και επί τα αυτά 
μέρη γωνίες ίσες.

Αν ε⊥ε1  
τότε ε⊥ε2.

Αν η ε τέμνει την ε1 τότε θα τέμνει και 
την ε2 και θα σχηματίζει:

Έστω ε1//ε2 και ε μια  
τρίτη ευθεία.

ε

ε2

ε1
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Περίκεντρο (σημείο τομής 
μεσοκαθέτων)

Έγκεντρο (σημείο τομής εσωτερικών 
διχοτόμων)

Παράκεντρα (σημεία τομής δύο 
εξωτερικών και μιας εσωτερικής 
διχοτόμου)

Αξιοσημείωτοι κύκλοι 
τριγώνου και κέντρα τους

τριγώνου είναι  
2 ορθές, 
οπότε:

κυρτού 
ν-γώνου είναι  
2ν – 4 ορθές.

Κάθε εξωτερική γωνία 
ισούται με το άθροισμα 
των δύο απέναντι 
εσωτερικών.

Αν δύο τρίγωνα έχουν 
2 γωνίες ίσες, έχουν 
και τις τρίτες γωνίες 
ίσες.

Οι οξείες γωνίες 
ορθογώνιου 
τριγώνου είναι 
συμπληρωματικές.

Κάθε γωνία ισόπλευρου  
τριγώνου είναι 60º.

Το άθροισμα  
των εσωτερικών γωνιών
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Josef Alberts  
(Γερμανός, 1888-1976).  
«Αφιέρωμα στο τετράγωνο: 
οπτασία»,  
λάδι σε σανίδα, 1959.  
Συλλογή Μουσείου Solomon 
R. Guggenheim, Νέα Υόρκη.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
Παραλληλόγραμμα - Τραπέζια
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τα τετράπλευρα που έχουν παράλληλες πλευρές, θα τα τα-
ξινομήσουμε και θα εξετάσουμε τις χαρακτηριστικές ιδιότητές τους. Ως εφαρμογές θα αποδει-
χθούν κάποιες βασικές προτάσεις για τα τρίγωνα, τα τετράπλευρα και τις παράλληλες ευθείες.
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 5.1 	Ε ισαγωγή

Όπως είδαμε στην §2.20, το ευθύγραμμο σχήμα που έχει 
τέσσερις πλευρές λέγεται τετράπλευρο. Κάθε κυρτό τετρά-
πλευρο ΑΒΓΔ (σχ.1) έχει δύο διαγωνίους ΑΓ και ΒΔ, οι 
οποίες τέμνονται σε εσωτερικό σημείο τους.
Στα επόμενα, όταν λέμε τετράπλευρο, θα εννοούμε κυρτό 
τετράπλευρο.
Το τετράπλευρο που έχει δύο μόνον πλευρές παράλληλες 
λέγεται τραπέζιο (σχ.2), ενώ το τετράπλευρο που έχει τις 
απέναντι πλευρές παράλληλες λέγεται παραλληλόγραμμο 
(σχ.3).

 5.2 	Παραλληλόγραμμα

Παραλληλόγραμμο

Ορισμός

Παραλληλόγραμμο λέγεται το τετράπλευρο που έχει 
τις απέναντι πλευρές του παράλληλες.

Δηλαδή το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, 
όταν ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ.

► �Ιδιότητες παραλληλογράμμων

Σε κάθε παραλληλόγραμμο ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

	 i)	 Οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες.
	ii)	 Οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες.
	iii)	 Οι διαγώνιοί του διχοτομούνται.

 Απόδειξη των i), ii)

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΒΓΔ (σχ.5). Έχουμε:
B̂1 = Δ̂1 = ω (εντός εναλλάξ). 
ΒΔ κοινή πλευρά. 
B̂2 = Δ̂2 = φ (εντός εναλλάξ). 
Άρα τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΒΓΔ είναι ίσα, οπότε ΑΒ = ΓΔ και 
ΑΔ = ΒΓ. Επίσης έχουμε Â = Γ̂ και B̂ = Δ̂ = φ + ω.

 Απόδειξη της ιδιότητας iii)

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ. Έχουμε:
ΑΒ = ΓΔ
B̂1 = Δ̂1 = ω (εντός εναλλάξ).

Σχήμα 1

A
B

ΓΔ

Ο

Σχήμα 2

Σχήμα 3

Σχήμα 4

A B

ΓΔ

Σχήμα 5

1

12

2ω
φ

φ
ω

A B

ΓΔ
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Â1 = Γ̂1 = φ (εντός εναλλάξ).
Άρα, τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ είναι ίσα, οπότε ΟΑ = ΟΓ και 
ΟΒ = ΟΔ.

Το σημείο τομής των διαγωνίων παραλληλογράμμου είναι 
κέντρο συμμετρίας του.

ΠΟΡΙΣΜΑ i

Για το λόγο αυτό λέγεται κέντρο του παραλληλογράμμου.

Παράλληλα τμήματα που έχουν τα άκρα τους σε δύο πα-
ράλληλες ευθείες είναι ίσα (σχ.7).

ΠΟΡΙΣΜΑ ii

Αν τα τμήματα (σχ.8) είναι κάθετα στις παράλληλες, το 
κοινό μήκος τους λέγεται απόσταση των παραλλήλων. Κάθε 
ευθύγραμμο τμήμα που έχει τα άκρα του στις ευθείες των 
απέναντι πλευρών παραλληλογράμμου και είναι κάθετο σε 
αυτές λέγεται ύψος του παραλληλογράμμου, ενώ οι απέ-
ναντι πλευρές του λέγονται βάσεις ως προς αυτό το ύψος 
(σχ.9).

► �Κριτήρια για παραλληλόγραμμα

Στην παράγραφο αυτή θα αποδείξουμε προτάσεις (κριτήρια) 
οι οποίες εξασφαλίζουν ότι ένα τετράπλευρο είναι παραλ-
ληλόγραμμο: Ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο αν 
ισχύει μια από τις παρακάτω προτάσεις:

	 i)	 Οι απέναντι πλευρές ανά δύο είναι ίσες.
	 ii)	 Δύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες.
	iii)	 Οι απέναντι γωνίες ανά δύο είναι ίσες.
	iv)	 Οι διαγώνιοί του διχοτομούνται.

 Απόδειξη

Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Για να αποδείξουμε τα κρι-
τήρια, θα πρέπει σύμφωνα με τον ορισμό να αποδείξουμε 
ότι σε κάθε περίπτωση, οι απέναντι πλευρές του τετραπλεύ-
ρου είναι παράλληλες.
	 i)	 Έστω ΑΒ = ΓΔ και ΑΔ = ΒΓ (σχ.10). Αν φέρουμε τη 

διαγώνιο ΒΔ, τότε σχηματίζονται τα τρίγωνα ΑΒΔ και 
ΒΓΔ που είναι ίσα, γιατί ΑΒ = ΓΔ, ΑΔ = ΒΓ και ΒΔ 
κοινή πλευρά. Άρα B̂1 = Δ̂ 

1 = ω και B̂2 = Δ̂ 
2 = φ, οπότε 

ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ, δηλαδή το ΑΒΓΔ είναι παραλλη-
λόγραμμο.

Σχήμα 6

A B

ΓΔ

1 1

1 1ω

ωφ

φ

Ο

Σχήμα 7

A B Γ

A′ B′ Γ′

ε1

ε2

Σχήμα 8

A B

A′ B′

ε1

ε2

Σχήμα 9

A BΕ
Κ

Λ

ΖΔ Γ

υ1

υ2

Σχήμα 10

2ω
φ
1

12
φ
ω

A B

ΓΔ
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	ii)	 Έστω ΑΒ// = ΓΔ (σχ.10). Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ εί-
ναι ίσα, γιατί ΑΒ = ΓΔ, B̂1 = Δ̂ 

1 = ω και η ΒΔ είναι 
κοινή πλευρά. Επομένως, όμοια με το i), το ΑΒΓΔ είναι 
παραλληλόγραμμο.

	iii)	 Αν Â = Γ̂  = ω και B̂ = Δ̂  = φ (σχ.11) η σχέση 
Â + B̂ + Γ̂ + Δ̂ = 4⌊ γράφεται 2ω + 2φ = 4⌊ ή φ + ω = 2⌊. 
Επομένως, έχουμε ότι Â + Δ̂  = 2⌊, οπότε ΑΒ // ΓΔ και 
Â + B̂ = 2⌊, οπότε ΑΔ // ΒΓ, δηλαδή το ΑΒΓΔ είναι πα-
ραλληλόγραμμο.

	iv)	 Έστω ΑΟ = ΟΓ και ΟΒ = ΟΔ (σχ.12). Τα τρίγωνα ΑΟΒ 
και ΓΟΔ, καθώς και τα τρίγωνα ΑΟΔ και ΒΟΓ είναι 
ίσα. Επομένως, όμοια με το i), θα είναι ΑΒ // ΓΔ και 
ΑΔ // ΒΓ, δηλαδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

Σχήμα 11

A

ΓΔ

ω φ

ωφ

B

Σχήμα 12

A B

Δ Γ
Ο

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Ποια από τα παρακάτω τετράπλευρα είναι 
παραλληλόγραμμα, ποια όχι και γιατί; 
A

Κ

Ν

Μ
Ζ ω

ωΗ Ν

Γ

Λ

Ο

B Α

Α

φ

φ

ω

ω
Δ

ΚΡ
Ε Λ

ΒΡ

Ο

Β

ΓΔΔ

3

3

3

3 3

3,5

3,5

3

5 5

90ο+θ̂

90ο–θ̂

4

4 4

6

6

5

Γ

2.	 Με ποιους τρόπους μπορούμε να αποδεί-
ξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι παραλλη-
λόγραμμο; 

3.	 Να υπολογίσετε τις γωνίες του παραλλη-
λογράμμου.

Α Β

ΓΔ
75o

4.	 Να υπολογίσετε τις γωνίες ω και φ του πα
ραλληλογράμμου ΔΕΖΗ.

Δ Ε

Ζ

2ω

φωΗ

5.	 Ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο 
αν:

	 i)	 Δύο απέναντι γωνίες είναι ίσες.	
	 ii)	 Οι διαδοχικές γωνίες του  

είναι παραπληρωματικές.	
	iii)	 Δύο απέναντι πλευρές του  

είναι ίσες.	
	 iv)	 Δύο απέναντι πλευρές του  

είναι παράλληλες.	
	 (Σημειώστε x σε κάθε σωστή πρόταση).

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Η διχο-

τόμος της Â τέμνει τη ΔΓ στο Ε. Να απο-
δείξετε ότι ΔΕ = ΒΓ.

2.	 Έστω Ο το κέντρο παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ. Αν Ε και Ζ σημεία των ΟΑ και ΟΓ 
αντίστοιχα, ώστε ΟΕ = ΟΖ, να αποδείξετε 
ότι το τετράπλευρο ΒΕΔΖ είναι παραλλη-
λόγραμμο.

3.	 Έστω Ε και Ζ, τα μέσα των πλευρών ΑΒ 
και ΓΔ αντίστοιχα, παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλλη-
λόγραμμο.

	 ii)	 οι ΑΓ, ΒΔ και ΕΖ συντρέχουν.
4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του 

ΑΔ. Η παράλληλη από το Δ προς την ΑΒ 
τέμνει την ΑΓ στο Ε. Αν η παράλληλη από 
το Ε προς τη ΒΓ τέμνει την ΑΒ στο Ζ, να 
αποδείξετε ότι ΑΕ = ΒΖ.
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Είδη παραλληλογράμμων

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε τα είδη των παραλ-
ληλογράμμων, δηλαδή τα παραλληλόγραμμα που έχουν και 
κάποιες επιπλέον ιδιότητες. Διακρίνουμε τρία είδη παραλ-
ληλογράμμων: το ορθογώνιο, το ρόμβο και το τετράγωνο.

 5.3 	Ορθογώνιο

Ορισμός

Ορθογώνιο λέγεται το παραλληλόγραμμο που έχει 
μία γωνία ορθή.

Επειδή στο παραλληλόγραμμο οι απέναντι γωνίες του είναι 
ίσες, ενώ δύο διαδοχικές γωνίες του είναι παραπληρωματι-
κές (ως εντός και επί τα αυτά μέρη), προκύπτει ότι όλες οι 
γωνίες του ορθογωνίου είναι ορθές.Σχήμα 13

A B

Δ Γ

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (AB = ΑΓ) 

και σημείο Μ της βάσης του ΒΓ. Φέρου-
με ΜΕ // ΑΒ (Ε σημείο του ΑΓ) και ΜΔ//
ΑΓ (Δ σημείο του ΑΒ). Να αποδείξετε ότι 
ΜΔ + ΜΕ = ΑΒ.

2.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ε ση-
μείο της ΑΓ. Φέρουμε ΔΖ//ΒΕ (Ζ σημείο του 
ΑΓ). Να αποδείξετε ότι ΔΕ//ΒΖ.

3.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Προε-
κτείνουμε τη ΔΓ κατά τμήμα ΓΕ = ΔΓ και 
τη ΔΑ κατά τμήμα ΑΖ = ΔΑ. Να αποδεί-
ξετε ότι τα σημεία Ζ, Β και Ε είναι συνευ-
θειακά.

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Στις προεκτάσεις των 
διαμέσων ΒΔ και ΓΕ παίρνουμε σημεία Η 
και Ζ αντίστοιχα τέτοια, ώστε ΔΗ = ΒΔ και 
ΖΕ = ΓΕ. Να αποδείξετε ότι

	 i)	ΑΗ = ΑΖ,
	 ii)	τα σημεία Ζ, Α και Η είναι συνευθειακά.

5.	 Από σημείο Α να φέρετε τέμνουσα δύο πα-
ράλληλων ευθειών με τρόπο, ώστε το με-
ταξύ των παραλλήλων τμήμα της να είναι 
ίσο με δοσμένο τμήμα λ.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα ση-

μεία Ε, Ζ, Η και Κ των πλευρών του ΑΒ, 

ΒΓ, ΓΔ και ΑΔ αντίστοιχα, ώστε ΑΕ = ΓΗ 
και ΒΖ = ΔΚ. Να αποδείξετε ότι

	 i)	 το τετράπλευρο ΕΖΗΚ είναι παραλ-
ληλόγραμμο,

	 ii)	 οι ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ και ΚΖ συντρέχουν.
2.	 Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΒ παραλλη-

λογράμμου ΑΒΓΔ κατά τμήμα ΒΕ = ΒΓ 
και επί της ημιευθείας ΔΑ θεωρούμε ση-
μείο Ζ, ώστε ΔΖ = ΔΓ. Να αποδείξετε ότι 
ΖΓ̂ Ε = 90°.

3.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Προε-
κτείνουμε την ΑΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΒΓ 
και την ΑΔ κατά τμήμα ΔΖ = ΔΓ. Να απο-
δείξετε ότι τα σημεία Ζ, Γ και Ε είναι συ-
νευθειακά.

4.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
και σημείο Δ της ΑΓ. Προεκτείνουμε την 
ΑΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΓΔ. Να αποδείξετε 
ότι η ΒΓ διχοτομεί τη ΔΕ.

5.	 Ένα ποταμός, του οποίου οι όχθες είναι 
ευθύγραμμες, διέρχεται μεταξύ δύο χω-
ριών που απέχουν άνισες αποστάσεις από 
τις όχθες του. Σε ποια θέση πρέπει να κα-
τασκευασθεί μια γέφυρα κάθετη προς τον 
ποταμό, ώστε τα δύο χωριά να βρίσκονται 
σε ίσες αποστάσεις από τις αντίστοιχες ει-
σόδους της γέφυρας;

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   105 23/7/2013   3:38:28 μμ



106

Ε Υ Κ Λ Ε Ι Δ Ε Ι Α  Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ Ι Α

► �Ιδιότητες ορθογωνίου

Οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες.

 Απόδειξη

Έστω ΑΒΓΔ ορθογώνιο. Θα αποδείξουμε ότι οι διαγώνιοι 
ΑΓ και ΒΔ είναι ίσες (σχ.14). 
Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ίσα (Â = Δ̂ = 90°, ΑΔ κοινή, 
ΑΒ = ΔΓ), οπότε ΑΓ = ΒΔ.

► �Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ορθογώνιο

Ένα τετράπλευρο είναι ορθογώνιο, αν ισχύει μια από τις 
παρακάτω προτάσεις:

	 i)	 Είναι παραλληλόγραμμο και έχει μία ορθή γωνία.
	 ii)	 Είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του είναι 

ίσες.
	iii)	 Έχει τρεις γωνίες ορθές.
	iv)	 Όλες οι γωνίες του είναι ίσες.

 Απόδειξη

	 i)	 Προκύπτει άμεσα από τον ορισμό του παραλληλογράμ-
μου.

	ii)	 Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ΑΓ = ΒΔ. Τότε τα 
τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ίσα (ΑΒ = ΔΓ, ΑΓ = ΒΔ, 
ΑΔ κοινή), οπότε Â = Δ̂. Αλλά Â + Δ̂ = 2⌊, οπότε 
Â = Δ̂ = 1⌊. Επομένως, το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο.

	iii)	 Αν έχει τρεις ορθές γωνίες θα είναι και η άλλη ορθή, αφού 
το άθροισμα των γωνιών κάθε τετραπλεύρου είναι 4⌊.

(iv)	 Αν όλες οι γωνίες είναι ίσες, προφανώς όλες είναι ορθές.

 5.4 	 Ρόμβος

Ορισμός

Ρόμβος λέγεται το παραλληλόγραμμο που έχει δύο 
διαδοχικές πλευρές ίσες.

Επειδή στο παραλληλόγραμμο οι απέναντι πλευρές του είναι 
ίσες προκύπτει ότι όλες οι πλευρές του ρόμβου είναι ίσες.

► �Ιδιότητες του ρόμβου

	 i)	 Οι διαγώνιοι του ρόμβου τέμνονται κάθετα.
	 ii)	 Οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του.

Σχήμα 14

A B

ΓΔ

Ο

Σχήμα 15

A B

ΓΔ

Ο

Σχήμα 16

A

B

Γ

Δ
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 Απόδειξη

Έστω ΑΒΓΔ ρόμβος. Επειδή το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκε-
λές, η διάμεσος του ΑΟ είναι ύψος του και διχοτόμος της 
γωνίας Â. Επομένως ΑΓ⊥ΒΔ και η ΑΓ διχοτομεί την Â. 
Όμοια η ΑΓ διχοτομεί τη Γ̂  και η ΒΔ τις B̂ και Δ̂ .

► �Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ρόμβος

Ένα τετράπλευρο είναι ρόμβος, αν ισχύει μια από τις παρα-
κάτω προτάσεις:

	 i)	 Έχει όλες τις πλευρές του ίσες.
	ii)	 Είναι παραλληλόγραμμο και δύο διαδοχικές πλευ-

ρές του είναι ίσες.
	iii)	 Είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του τέμνο-

νται κάθετα.
	iv)	 Είναι παραλληλόγραμμο και μία διαγώνιός του δι-

χοτομεί μία γωνία του.

 Απόδειξη

i) και ii) Προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό του ρόμβου. 

iii) Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ΑΓ⊥ΒΔ. 
Στο τρίγωνο ΑΒΔ η ΑΟ είναι διάμεσος, αφού οι διαγώνιοι 
του παραλληλογράμμου διχοτομούνται. Επίσης, η ΑΟ είναι 
και ύψος, επειδή ΑΓ⊥ΒΔ. Άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισο-
σκελές, οπότε ΑΒ = ΑΔ. Επομένως το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος. 

iv) Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο και ΑΓ διχοτόμος της 
Â. Τότε πάλι το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές (αφού ΑΟ 
διχοτόμος και διάμεσος), οπότε το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος.

 5.5 	Τ ετράγωνο

Ορισμός

Τετράγωνο λέγεται το παραλληλόγραμμο που είναι 
ορθογώνιο και ρόμβος.

► �Ιδιότητες τετραγώνου

Από τον ορισμό προκύπτει ότι το τετράγωνο έχει όλες τις 
ιδιότητες του ορθογωνίου και όλες τις ιδιότητες του ρόμβου. 
Επομένως, σε κάθε τετράγωνο:

Σχήμα 17

A

B

Γ

Δ
Ο

Σχήμα 18

A

B

Γ

Δ
Ο

Σχήμα 19

A B

Δ Γ
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	 i)	 Οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες.
	ii)	 Όλες οι πλευρές του είναι ίσες.
	iii)	 Όλες οι γωνίες του είναι ορθές.
	iv)	 Οι διαγώνιοί του είναι ίσες, τέμνονται κάθετα, διχο-

τομούνται και διχοτομούν τις γωνίες του.

► �Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο τετράγωνο

Για να αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι τετράγω-
νο, αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι ορθογώνιο και ρόμβος. 
Αποδεικνύεται ότι ένα παραλληλόγραμμο είναι τετράγωνο, 
αν ισχύει μία από τις παρακάτω προτάσεις:

	 i)	 Μία γωνία του είναι ορθή και δύο διαδοχικές πλευ-
ρές του είναι ίσες.

	ii)	 Μία γωνία του είναι ορθή και μία διαγώνιός του δι-
χοτομεί μία γωνία του.

	iii)	 Μία γωνία του είναι ορθή και οι διαγώνιοί του κάθετες.
	iv)	 Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και δύο διαδοχικές πλευ-

ρές του είναι ίσες.
	v)	 Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και η μία διχοτομεί μία 

γωνία του.
	vi)	 Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και κάθετες.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Ποια από τα παρακάτω τετράπλευρα είναι
	 i) ορθογώνια, ii) ρόμβοι, iii) τετράγωνα, 

ποια όχι και γιατί;

2

2
2

2

44
iii)

3 3 3 3

5

5
33

i)

3 3

φφ
55 3

3

φ

φ

ii)

3

3

2

2

2.	 Με ποιους τρόπους μπορούμε να αποδεί-
ξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι:

	 i) Ορθογώνιο          ii) Ρόμβος
3.	 Σε τι είδους τρίγωνα χωρίζονται τα παρα

κάτω σχήματα από τις διαγωνίους τους;
	 i) Ορθογώνιο  ii) Ρόμβος  iii) Τετράγωνο
4.	 Να αναφέρετε δύο ομοιότητες και δύο δια-

φορές που αφορούν πλευρές, γωνίες ή δια
γωνίους μεταξύ των ζευγών των σχημά-
των:

	 i)	 Τετράγωνο – Ρόμβος
	 ii)	 Τετράγωνο – Ορθογώνιο 
	iii)	 Ορθογώνιο – Ρόμβος

5.	 Σημειώστε x σε κάθε σωστή πρόταση:
	 i)	 Οι διαγώνιοι του ρόμβου  

δεν είναι ίσες.	
	 ii)	 Όλες οι γωνίες του ρόμβου  

είναι ίσες.	
	iii)	 Ένας ρόμβος με μία ορθή  

γωνία είναι τετράγωνο.	  
	 iv)	 Κάθε τετράγωνο είναι ρόμβος.	  
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Εφαρμογές των παραλληλογράμμων

 5.6 	Ε φαρμογές στα τρίγωνα

Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα των δύο πλευ-
ρών τριγώνου είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και 
ίσο με το μισό της.

Θεώρημα ι

 Απόδειξη

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα μέσα Δ, Ε των ΑΒ, ΑΓ αντί-

στοιχα (σχ.20). Θα αποδείξουμε ότι ΔΕ// = 
ΒΓ
2

 .

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ φέρουμε 

ΑΕ⊥ΔΓ και ΓΖ⊥ΑΒ. Να αποδείξετε ότι το 
ΑΖΓΕ είναι ορθογώνιο.

2.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο 
Ο και ΒΔ = 2ΑΓ. Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα 
των ΟΒ και ΟΔ αντίστοιχα, να αποδείξετε 
ότι το ΑΕΓΖ είναι ορθογώνιο.

3.	 Να αποδείξετε ότι αν οι διχοτόμοι των γω-
νιών παραλληλογράμμου δε συντρέχουν, 
τότε σχηματίζουν ορθογώνιο.

4.	 Να αποδείξετε ότι ένα παραλληλόγραμμο εί-
ναι ρόμβος, αν και μόνο αν οι αποστάσεις 
των απέναντι πλευρών του είναι ίσες.

5.	 Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ με κέντρο Ο. Παίρ-
νουμε δύο σημεία Ε και Ζ της ΑΓ, ώστε 
ΟΕ = ΟΖ = ΟΒ = ΟΔ. Να αποδείξετε ότι 
το ΔΕΒΖ είναι τετράγωνο.

6.	 Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Στις πλευρές 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ παίρνουμε σημεία 
Κ, Λ, Μ και Ν αντίστοιχα τέτοια, ώστε 
ΑΚ = ΒΛ = ΓΜ = ΔΝ. Να αποδείξετε ότι 
το ΚΛΜΝ είναι τετράγωνο.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτόμος του ΒΔ 

και Μ το μέσο της ΒΔ. Από το Δ φέρου-
με παράλληλη προς τη ΒΓ, που τέμνει την 
ΑΒ στο Ε. Αν η ΕΜ τέμνει τη ΒΓ στο Ζ να 
αποδείξετε ότι το ΔΕΒΖ είναι ρόμβος.

2.	 Στις πλευρές ΑΒ και ΒΓ, τετραγώνου ΑΒΓΔ 
παίρνουμε σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα, 
ώστε ΑΕ = ΒΖ. Να αποδείξετε ότι

	i) ΑΖ = ΔΕ,            ii) ΑΖ⊥ΔΕ.
3.	 Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ, Ε και Ζ είναι τα μέσα 

των ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα. Αν Η είναι το 
σημείο τομής των ΑΖ και ΒΕ και Θ το ση-
μείο τομής των ΔΖ και ΓΕ, να αποδείξετε 
ότι το ΕΘΖΗ είναι ρόμβος.

4.	 Να αποδείξετε ότι αν δύο κάθετα τμήματα 
έχουν τα άκρα τους στις απέναντι πλευρές 
τετραγώνου, τότε είναι ίσα.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με B̂ = 45°. 

Από το μέσο Μ της ΓΔ φέρουμε κάθετο 
πάνω στη ΓΔ και έστω Ε και Ζ τα σημεία 
στα οποία αυτή τέμνει τις ΑΔ και ΒΓ αντί-
στοιχα (ή τις προεκτάσεις τους). Να αποδεί-
ξετε ότι το ΔΕΓΖ είναι τετράγωνο.

2.	 Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ φέρουμε ΒΕ⊥ΑΓ. Αν 
η διχοτόμος της γωνίας ΔB̂Ε τέμνει τη ΓΔ 
στο Ζ, να αποδείξετε ότι ΒΓ = ΓΖ.

3.	 Να αποδείξετε ότι: i) το άθροισμα των απο-
στάσεων τυχαίου σημείου της βάσης ισο-
σκελούς τριγώνου από τις ίσες πλευρές του 
είναι σταθερό (και ίσο με ένα από τα ύψη 
του), ii) το άθροισμα των αποστάσεων τυ-
χαίου σημείου, που βρίσκεται στο εσωτερι-
κό ισοπλεύρου τριγώνου, από τις πλευρές 
του είναι σταθερό (και ίσο με το ύψος του).
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Προεκτείνουμε τη ΔΕ κατά τμήμα EZ = ΔΕ. Το τετράπλευ-
ρο ΑΔΓΖ είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι διαγώνιοί του 
διχοτομούνται. Άρα ΑΔ = // ΓΖ, οπότε ΔΒ = // ΓΖ, αφού 
ΑΔ = ΔΒ. Έτσι το τετράπλευρο ΔΖΓΒ είναι παραλληλό-
γραμμο, οπότε:
(i)	 ΔΖ // ΒΓ άρα ΔΕ // ΒΓ και
(ii)	 ΔΖ = ΒΓ ή 2ΔΕ = ΒΓ ή ΔΕ =  ΒΓ

2
 .

Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε ευ-
θεία παράλληλη προς μια άλλη πλευρά του, τότε η ευθεία 
αυτή διέρχεται από το μέσο της τρίτης πλευράς του.

Θεώρημα ιι

 Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε ένα τρίγωνο ΑΒΓ και ας φέρουμε από το 
μέσο Δ της ΑΒ την παράλληλη προς την ΒΓ που τέμνει την 
ΑΓ στο Ε (σχ.21). Θα αποδείξουμε ότι το Ε είναι το μέσο 
της ΑΓ. Έστω ότι το Ε δεν είναι μέσο της ΑΓ. Αν Z είναι το 
μέσο της ΑΓ, το τμήμα ΔΖ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ 
και ΑΓ, οπότε σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα ΔΖ // 
ΒΓ. Έτσι, όμως, έχουμε από το Δ δύο παράλληλες προς τη 
ΒΓ, που είναι άτοπο. Άρα το Ε είναι μέσο της ΑΓ.

Αν τρεις (τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες ορίζουν σε 
μία ευθεία ίσα τμήματα, θα ορίζουν ίσα τμήματα και σε 
κάθε άλλη ευθεία που τις τέμνει.

Θεώρημα ιιι

 Απόδειξη

Θεωρούμε τις παράλληλες ευθείες ε1, ε2, ε3 οι οποίες τέ-
μνουν την δ1 στα σημεία Α, Β, Γ και ορίζουν σε αυτή τα ίσα 
ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ (σχ.22). Αν μια άλλη ευθεία 
δ2 τέμνει τις ε1, ε2, ε3 στα σημεία Δ, Ε, Ζ αντίστοιχα, θα 
αποδείξουμε ότι ΔΕ = ΕΖ. 
Φέρουμε ΑΚ // ΔΖ. Τότε τα τετράπλευρα ΑΔΕΗ και ΕΖΚΗ 
είναι παραλληλόγραμμα, οπότε ΑΗ = ΔΕ (1) και ΗΚ = ΕΖ 
(2). Στο τρίγωνο ΑΚΓ το Β είναι το μέσο της ΑΓ και ΒΗ // 
ΓΚ. Άρα το Η είναι μέσο της ΑΚ, δηλαδή ΑΗ = ΗΚ (3). Από 
τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΔΕ = ΕΖ.

► �Η μεσοπαράλληλος δύο παραλλήλων

Θεωρούμε δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 και ένα τμήμα 
ΑΒ = υ κάθετο προς αυτές, το οποίο έχει τα άκρα του στις 

Σχήμα 20

A

ΕΔ

B Γ

Ζ

Σχήμα 21

A

B Γ

Δ Ε
Ζ

Σχήμα 22

δ1 δ2

ε1

ε2

ε3

A

B

Γ

Δ

ΕΗ

Κ
Ζ
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ε1 και ε2. Αν από το μέσο Κ της ΑΒ φέρουμε την ευθεία ε 
παράλληλη προς τις ε1 και ε2, παρατηρούμε ότι κάθε σημείο 
Μ της ε ισαπέχει από τις ε1 και ε2 , αφού ΜΓ = ΜΔ =  υ

2
 .

Αντίστροφα, αν ένα σημείο Μ ισαπέχει από τις ε1 και ε2, 
το Μ τότε είναι σημείο μεταξύ των παραλλήλων και ισχύει 
ΜΓ+ΜΔ = ΓΔ = υ, οπότε ΜΓ = ΜΔ =  υ

2
 .

Έτσι τα τετράπλευρα ΜΓΑΚ και ΜΔΒΚ είναι παραλληλό-
γραμμα (ΜΓ// = ΑΚ, ΜΔ // = ΚΒ), οπότε ΜΚ // ε1, ε2. Επο-
μένως, το Μ ανήκει στην ευθεία ε.
Καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι:
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που ισα-
πέχουν από δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 είναι μία 
ευθεία ε παράλληλη προς τις ε1 και ε2, η οποία διέρχεται 
από τα μέσα των τμημάτων που έχουν τα άκρα τους στις 
δύο παράλληλες.
Η ευθεία ε λέγεται μεσοπαράλληλος των ε1 και ε2.

Σχήμα 23

AΓ

Δ B

ΚΜ

ε1

ε2

ε

Να αποδειχθεί ότι τα μέσα των πλευρών ενός τετρα-
πλεύρου είναι κορυφές παραλληλογράμμου.
Απόδειξη
Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ και τα μέσα Ε, Ζ, Η, Θ των 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα. Θα αποδείξουμε ότι το ΕΖΗΘ 
είναι παραλληλόγραμμο. 
Φέρουμε τη διαγώνιο ΒΔ (σχ.24α). Παρατηρούμε ότι τα 
Ε και Θ είναι τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΔ, 
οπότε ΕΘ = //  ΒΔ

2
 (1).

Όμοια από το τρίγωνο ΒΓΔ προκύπτει ότι ΖΗ = //  ΒΔ
2

 (2).

Από τις (1) και (2) έχουμε ότι ΕΘ = // ΖΗ, οπότε το ΕΖΗΘ 
είναι παραλληλόγραμμο.
ΣΗΜΕΙΩΣΗ �Ανάλογο συμπέρασμα ισχύει και σε μη κυρτό τετράπλευρο (σχ.24β).

  εφαρμογη








 1
η A Ε B

ΓΗΔ

Θ Ζ

Σχήμα 24α

A

B

Γ

Δ

Ε

ΖΗ

Θ

Σχήμα 24β

Να διαιρεθεί ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε τρία ίσα 
ευθύγραμμα τμήματα (σχ.25).

Λύση

Φέρουμε μια ημιευθεία Αx και παίρνουμε σε αυτή τα ίσα 
διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα ΑΓ, ΓΔ, ΔΕ. Φέρουμε 
τη ΒΕ και από τα Δ, Γ και Α παράλληλες προς αυτή, οι οποίες τέμνουν την ΑΒ στα 
σημεία Ζ και Η. Τότε σύμφωνα με το θεώρημα III, σελ. 110, θα είναι ΑΗ = ΗΖ = ΖΒ.

  εφαρμογη








 2
η x

A B

Γ

Δ
Ε

Η Ζ

Σχήμα 25
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 5.7 	 Βαρύκεντρο τριγώνου

Οι διάμεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο 
του οποίου η απόσταση από κάθε κορυφή είναι τα 2

3
 του 

μήκους της αντίστοιχης διαμέσου.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρουμε τις δύο διαμέσους ΒΕ και ΓΖ. 
Επειδή B̂1 + Γ̂1 < B̂ + Γ̂ < 2⌊, οι δύο διάμεσοι τέμνονται σε 
ένα εσωτερικό σημείο Θ του τριγώνου. Αν η ΑΘ τέμνει τη 
ΒΓ στο Δ, θα αποδείξουμε ότι i) η ΑΔ είναι η τρίτη διάμεσος 
του τριγώνου, δηλαδή ΒΔ = ΔΓ και ii) ΑΘ =  2

3
 ΑΔ.

i) Στην ημιευθεία ΘΔ παίρνουμε τμήμα ΘΚ = ΑΘ. Παρα-
τηρούμε ότι τα σημεία Ε και Θ είναι τα μέσα των πλευρών 
του τριγώνου ΑΚΓ, οπότε  ΕΘ = // ΓΚ

2
    (1).

Όμοια από το τρίγωνο ΑΒΚ έχουμε ΖΘ = // ΒΚ
2

    (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι ΒΕ // ΓΚ και ΓΖ // ΒΚ, 
δηλαδή το ΒΘΓΚ είναι παραλληλόγραμμο (3). Άρα οι δια-
γώνιοί του διχοτομούνται, οπότε ΒΔ = ΔΓ. 
Το σημείο Θ, στο οποίο τέμνονται οι διάμεσοι του ΑΒΓ, 
λέγεται βαρύκεντρο (ή κέντρο βάρους) του τριγώνου.
ii) Από το παραλληλόγραμμο ΒΘΓΚ έχουμε ακόμη

	 ΘΔ = ΔΚ = ΘΚ
2

,   άρα   ΘΔ = ΑΘ
2

   ή   ΑΘ = 2ΘΔ.

Από τις (1) και (3) προκύπτει ότι

	 ΕΘ = ΓΚ
2

 = ΒΘ
2

   ή   ΒΘ = 2ΘΕ.

Όμοια από τις (2) και (3) έχουμε ΓΘ = 2ΘΖ. Παρατηρούμε, 
λοιπόν, ότι το βαρύκεντρο έχει την ιδιότητα να χωρίζει κάθε 
διάμεσο σε δύο τμήματα που το ένα είναι διπλάσιο του άλλου. 
Επίσης έχουμε ότι ΑΔ = ΑΘ + ΘΔ = 2ΘΔ + ΘΔ = 3ΘΔ. Άρα

	 ΘΔ =  1
3

 ΑΔ,   οπότε   ΑΘ =  2
3

 ΑΔ.

Όμοια προκύπτει ότι ΒΘ =  2
3

 ΒΕ  και  ΓΘ =  2
3

 ΓΖ.
Αποδείξαμε λοιπόν ότι:
Η απόσταση του βαρυκέντρου Θ ενός τριγώνου ΑΒΓ από 
κάθε κορυφή του ισούται με τα 

2
3

 του μήκους της αντί-
στοιχης διαμέσου.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Στην παραπάνω πρόταση θεω-
ρήσαμε το σημείο τομής Θ των 
δύο διαμέσων ΒΕ και ΓΖ και 
αποδείξαμε ότι η ΑΘ αν προε-
κταθεί είναι η τρίτη διάμεσος 
ΑΔ. Αυτός ο τρόπος αποτελεί 
μια βασική μέθοδο για να απο-
δεικνύουμε ότι τρεις ευθείες συ-
ντρέχουν σε κάποιο σημείο.

Σχήμα 26

A

B ΓΔ

ΕΖ Θ

Κ

1 1
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 5.8 	Τ ο ορθόκεντρο τριγώνου

Λήμμα
Οι παράλληλες, που άγονται από τις κορυφές ενός 
τριγώνου προς τις απέναντι πλευρές του, σχηματίζουν 
τρίγωνο, το οποίο έχει ως μέσα των πλευρών του τις 
κορυφές του αρχικού τριγώνου.

 Απόδειξη

Από τις κορυφές Α, Β, Γ τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε παράλλη-
λες προς τις απέναντι πλευρές του, οι οποίες ορίζουν ένα νέο 
τρίγωνο ΚΛΜ (σχ.27). 
Λόγω των σχηματιζόμενων παραλληλογράμμων ΚΑΓΒ, 
ΛΑΒΓ και ΜΒΑΓ έχουμε: ΚΑ = ΒΓ = ΑΛ, ΛΓ = ΑΒ = ΓΜ 
και ΚΒ = ΑΓ = ΒΜ. 
Επομένως τα σημεία Α, Β, Γ είναι τα μέσα των πλευρών του 
τριγώνου ΚΛΜ.

Οι φορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το 
ίδιο σημείο.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Από τις 
κορυφές του Α, Β, Γ φέρουμε παράλληλες προς τις απέναντι 
πλευρές (σχ.28). Σύμφωνα με το Λήμμα, στο τρίγωνο ΚΛΜ 
τα σημεία Α, Β, Γ είναι τα μέσα των πλευρών του. Επίσης, 
παρατηρούμε ότι οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι κάθετες στις 
ΚΛ, ΚΜ και ΜΛ αντίστοιχα (αφού είναι κάθετες στις ΒΓ, ΑΓ 
και ΑΒ) και μάλιστα είναι κάθετες στα μέσα τους. Δηλαδή οι 
ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι οι μεσοκάθετοι των πλευρών του 
τριγώνου ΚΛΜ, οπότε θα διέρχονται από το ίδιο σημείο Η.
Το σημείο Η λέγεται ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

Οι κορυφές Α, Β, Γ, τριγώνου ΑΒΓ και το ορθόκεντρό του 
Η αποτελούν ορθοκεντρική τετράδα, δηλαδή κάθε ένα 
από αυτά τα σημεία είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου, 
που ορίζεται από τα άλλα τρία σημεία. 

ΠΟΡΙΣΜΑ

Πράγματι οι κορυφές π.χ. Β, Γ και το ορθόκεντρο Η του 
τριγώνου ΑΒΓ ορίζουν το τρίγωνο ΒΗΓ. 
Τα ύψη ΗΔ, ΒΖ και ΓΕ του τριγώνου ΒΗΓ τέμνονται στο Α, 
οπότε το Α είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΒΗΓ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Όταν το τρίγωνο είναι ορθο-
γώνιο, το ορθόκεντρο είναι η 
κορυφή της ορθής γωνίας, ενώ 
σε αμβλυγώνιο τρίγωνο το ορ-
θόκεντρο βρίσκεται εκτός του 
τριγώνου.

Σχήμα 27
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Σχήμα 28
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Σχήμα 29
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 5.9 	� Μια ιδιότητα του ορθογώνιου τριγώνου

Η διάμεσος οθρογώνιου τριγώνου που φέρουμε από την 
κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίση με το μισό της υπο-
τείνουσας.

Θεώρημα Ι

 Απόδειξη 

Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â= 90°) και τη διάμε-
σό του ΑΜ (σχ.30). Θα αποδείξουμε ότι ΑΜ =  ΒΓ

2
.

Φέρουμε τη διάμεσο ΜΔ του τριγώνου ΑΜΓ. Το ΜΔ συνδέει 
τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε ΜΔ // ΑΒ. 
Αλλά ΑΒ⊥ΑΓ, επομένως και ΜΔ⊥ΑΓ. Άρα, το ΜΔ είναι 
ύψος και διάμεσος στο τρίγωνο ΑΜΓ, οπότε ΑΜ = ΜΓ, δη-
λαδή ΑΜ =  ΒΓ

2
 .

Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και αντίστροφα, δηλαδή:

Αν η διάμεσος ενός τριγώνου ισούται με το μισό της 
πλευράς στην οποία αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι 
ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά αυτή.

Θεώρημα Ιι

 Απόδειξη

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διάμεσό του ΑΜ (σχ.31). 
Αν ΑΜ =  ΒΓ

2
, θα αποδείξουμε ότι η γωνία Â είναι ορθή.

Επειδή ΑΜ =  ΒΓ
2

 έχουμε ΑΜ = ΜΓ, οπότε Â1 = Γ̂ (1) και

ΑΜ = ΜΒ, οπότε Â2 = B̂ (2). 
Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι Â1 + Â2 = B̂ + Γ̂, δηλαδή 
Â = B̂ + Γ̂. Αλλά Â + B̂ + Γ̂ = 2⌊, οπότε 2Â = 2⌊ ή Â = 1⌊.

Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια γωνία του ισούται με 30ο, 
τότε η απέναντι πλευρά του είναι το μισό της υποτείνου-
σας και αντίστροφα.

ΠΟΡΙΣΜΑ

 Απόδειξη

Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â= 90°) με B̂= 30° 
(σχ.32).

Θα αποδείξουμε ότι ΑΓ =  ΒΓ
2

 .

Σχήμα 30
A

B

ΓΔ

Μ

Σχήμα 31

1

2

A

B

Γ

Μ

Σχήμα 32
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B
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Μ
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Επειδή B̂ = 30°, είναι Γ̂  = 90° – 30° = 60°. Φέρουμε τη διάμε-
σο ΑΜ και είναι ΑΜ = ΒΓ

2
 = ΜΓ. Έτσι Â2 = Γ̂  = 60°, οπότε το 

τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισόπλευρο. Επομένως ΑΓ = ΜΓ =  ΒΓ
2

 .

Αντίστροφο, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΓ = ΒΓ
2

 
(σχ.33), θα αποδείξουμε ότι B̂= 30°.

 Απόδειξη

Φέρουμε τη διάμεσο ΑΜ, οπότε ΑΜ =  ΒΓ
2

 = ΜΓ = ΑΓ  
(αφού ΑΓ =  ΒΓ

2
). 

Άρα το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισόπλευρο, οπότε Γ̂  = 60°. Επο-
μένως B̂ = 90° – 60° = 30°.

Σχήμα 33

A

B

Γ

Μ

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Στα παρακάτω σχήματα να υπολογίσετε τα 
x και y.
Α

Ε ΕΔ Δ

ΔΕ//ΒΓ

ΔΕ//ΑΒ

Β

y

x

3,5

3,53

3

ε1

δ1

Α

Α
Α Β

Β

ΒΔ

ΔΕ
Μ

Μ

Θ

Γ Γ

Γ

Μ

x
x6

5

54 4

y y

ε2

δ2

ε3

ε4

Γ

Α

Β Γ

x 2,5
3

x

x
60o

4

y

y

x+2

{

2.	 Στα παρακάτω σχήματα να υπολογίσετε 
τις γωνίες φ και ω.

ΓΑ
Α

Β ΓΜ

Β

2

4

ω

ω 2ω

3

3

5
5

5

ω
φ

φ

ΓΑ

Β

3.	 Υπάρχει τρίγωνο στο οποίο το ορθόκεντρο 
και το βαρύκεντρο ταυτίζονται;

4.	 Στο παρακάτω σχήμα να δικαιολογήσετε 
την ισότητα ΑΜ = ΔΕ.

Β

Δ

Α

Μ

Ε Γ

5.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) ο 
κύκλος διαμέτρου ΒΓ διέρχεται από το Α; 
Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Αν Δ και Ε είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ 

και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ και Ζ τυχαίο σημείο 
της ΒΓ, να αποδείξετε ότι η ΔΕ διχοτομεί 
την ΑΖ.

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσός του 
ΑΔ. Αν Ε, Ζ και Η είναι τα μέσα των ΒΔ, 
ΑΔ και ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
το ΔΕΖΗ είναι παραλληλόγραμμο.

3.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τα ύψη ΒΔ και 
ΓΕ. Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, να απο-
δείξετε ότι ΜΔ = ΜΕ.

4.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) 
με B̂ = 30°. Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ 
και ΑΓ, να αποδείξετε ότι ΕΖ=ΑΓ.

5.	 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι μβ = μγ ,να απο-
δείξετε ότι β = γ.
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6.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°). 
Προεκτείνουμε τη ΓΑ κατά τυχαίο τμήμα 
ΑΔ. Από το Δ φέρουμε ΔΗ⊥ΒΓ, η οποία 
τέμνει την ΑΒ στο Ε. Να αποδείξετε ότι 
ΓΕ⊥ΔΒ.

7.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) 
με B̂ = 30° και Δ, Ε τα μέσα των ΑΒ και 
ΒΓ αντίστοιχα. Προεκτείνουμε την ΕΔ 
κατά τμήμα ΔΖ = ΕΔ. Να αποδείξετε ότι 
το ΑΓΕΖ είναι ρόμβος.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) 
και το ύψος του ΑΔ.

	 i)	 Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ, 
να αποδείξετε ότι ΕΔ̂Ζ = Â = 90°.

	 ii)	 Αν Μ είναι το μέσο της ΕΖ, να απο-

δείξετε ότι ΔΜ =  ΒΓ
4

 .

2.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα 
μέσα Ε και Ζ των ΒΓ και ΓΔ αντίστοιχα. 
Αν η ΕΖ τέμνει τη διαγώνιο ΑΓ στο Η, να 
αποδείξετε ότι ΓΗ =  ΑΓ

4
 .

3.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â= 90°) 
με B̂ > Γ̂  φέρουμε τη διάμεσό του ΑΜ 
και το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι 
ΜÂΔ = B̂ – Γ̂ .

4.	 Αν Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΓΔ πα-
ραλληλογράμμου ΑΒΓΔ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι οι ΔΕ και ΒΖ τριχοτομούν 
τη διαγώνιο ΑΓ.

5.	 Αν Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών ΒΓ, ΓΔ πα-
ραλληλογράμμου ΑΒΓΔ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι οι ΑΕ και ΑΖ τριχοτομούν 
τη διαγώνιο ΒΔ.

6.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ, Δ είναι το μέσο της δια-
μέσου ΑΜ. Αν η ΒΔ τέμνει την πλευρά ΑΓ 
στο Ε, να αποδείξετε ότι ΑΕ =  ΕΓ

2
 .

7.	 Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ προεκτείνου-
με την ΑΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΑΒ. Αν η ΔΕ 
τέμνει την ΑΓ στο Η και τη ΒΓ στο Ζ, να 
αποδείξετε ότι

	 i) ΒΖ = ΖΓ,         ii) ΓΗ = ΑΗ
2

 .

8.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ = 30° η 
κάθετος στο μέσο Μ της υποτείνουσας ΒΓ 
τέμνει την πλευρά ΑΒ στο Δ. Να αποδείξε-
τε ότι:

	 i) ΜΔ = ΑΔ,         ii) ΜΔ =  ΑΒ
3

 .
9.	 Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και Ε, Ζ τα μέσα 

των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. Αν Η, Κ οι 
προβολές των κορυφών Α και Γ στη δια
γώνιο ΒΔ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
ΕΗ⊥ΚΖ.

10.	Τρία χωριά που δε βρίσκονται στην ίδια 
ευθεία ανήκουν στον ίδιο δήμο. Ο δήμος 
αποφασίζει να κατασκευάσει δρόμο (ευ-
θεία), ο οποίος να ισαπέχει από τα τρία 
χωριά. Πώς θα γίνει η χάραξη του δρόμου; 
Πόσοι τέτοιοι δρόμοι υπάρχουν;

Σύνθετα Θέματα
1.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ > Γ̂   φέρουμε το 

ύψος του ΑΔ. Αν Ε και Ζ τα μέσα των 
ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
ΔÊΖ = B̂ – Γ̂ .

2.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) φέ-
ρουμε το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι αν 
B̂ = 15°, τότε ΑΔ =  ΒΓ

4
 και αντίστροφα.

	 (Υπόδειξη: Φέρουμε τη διάμεσο ΑΜ).
3.	 Σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ θεωρούμε το 

βαρύκεντρο Κ του τριγώνου ΑΒΓ και τα 
μέσα Ε, Ζ και Η των ΑΒ, ΓΔ και ΚΔ αντί-
στοιχα. Να αποδείξετε ότι ΕΗ//ΚΖ.

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ = 2Γ̂  < 90° και 
το ύψος του ΑΔ. Προεκτείνουμε την ΑΒ 
κατά τμήμα ΒΕ = ΒΔ. Να αποδείξετε ότι 
η ΔΕ διχοτομεί την πλευρά ΑΓ.

5.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, η διχο-
τόμος του ΑΔ και Μ το μέσο της ΒΓ. Αν Ε 
είναι η προβολή του Β στη διχοτόμο ΑΔ, 
να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΕΜ//ΑΓ,

	 ii)	 ΕΜ = ΑΓ – ΑΒ
2

 ,

	iii)	 ΔÊΜ =  Â
2

 .

6.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το ύψος του ΒΔ και 
Μ το μέσο του τμήματος ΓΔ. Προεκτείνου-
με τη ΔΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΔΒ. Να απο-
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Τραπέζια

 5.10 	Τ ραπέζιο

Ορισμός

Τραπέζιο λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει 
μόνο δύο πλευρές παράλληλες.

Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ και ΓΔ (σχ.34) του τραπεζίου 
ΑΒΓΔ λέγονται βάσεις του τραπεζίου. 
Κάθε ευθύγραμμο τμήμα κάθετο στις βάσεις του τραπεζί-
ου με τα άκρα του στους φορείς των βάσεων λέγεται ύψος 
του τραπεζίου. Το ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ που ενώνει τα 
μέσα των μη παράλληλων πλευρών του λέγεται διάμεσος 
του τραπεζίου.

Η διάμεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις βά-
σεις του και ίση με το ημιάθροισμά τους.

Θεώρημα i

Δηλαδή, αν ΕΖ διάμεσος του τραπεζίου ΑΒΓΔ, τότε: 

i) ΕΖ // ΑΒ, ΓΔ και  ii) EZ =  AB + ΓΔ
2

.

 Απόδειξη

Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ) (σχ.35), τη διαγώνιο 
του ΒΔ και Ε το μέσο της ΑΔ. Από το Ε φέρουμε ευθεία ε 
παράλληλη των ΑΒ και ΓΔ που τέμνει τις ΒΔ και ΒΓ στα Κ 
και Ζ αντίστοιχα. Τότε: 
Στο τρίγωνο ΑΒΔ το Ε είναι μέσο της ΑΔ και ΕΚ//ΑΒ, οπό-
τε το Κ είναι το μέσο της ΒΔ και EΚ =  AB

2
   (1).   

Επίσης στο τρίγωνο ΒΔΓ το Κ είναι μέσο της ΒΔ και 
ΚΖ // ΓΔ, οπότε το Ζ είναι το μέσο της ΒΓ και ΚΖ =  ΓΔ

2
   (2).

δείξετε ότι η κάθετη από το Μ στην ΑΒ, 
η κάθετη από το Α στην ΕΓ και η ΒΔ συ-
ντρέχουν.

7.	 Αν Κ και Λ είναι οι προβολές της κορυφής 
Α τριγώνου ΑΒΓ στην εσωτερική και εξω-
τερική διχοτόμο της γωνίας B̂ αντίστοιχα, 
να αποδείξετε ότι:

	 i)	 Το ΑΚΒΛ είναι ορθογώνιο.
	 ii)	 Η ευθεία ΚΛ διέρχεται από το μέσο 

της ΑΓ.

8.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) 
το ύψος του ΑΔ και η διάμεσός του ΑΜ. 
Αν Ε, Ζ οι προβολές του Δ στις ΑΒ και ΑΓ 
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΑΔ = ΕΖ,

	 ii)	 ΑΜ⊥ΕΖ,

	iii)	 Η διάμεσος ΑΜ το τμήμα ΔΖ και η 
παράλληλη προς την ΕΖ από το Β συ-
ντρέχουν.

Σχήμα 34

A B

ΓΔ Η

ΖΕ

Σχήμα 35

A B

ΓΔ

Ε
Ζ

Κ
ε
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Επομένως η ΕΖ είναι διάμεσος του τραπεζίου και
	 i)	 ΕΖ // ΑΒ, ΓΔ (από κατασκευή).
	ii)	 Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι 

	EΚ + ΚΖ =  AB
2

 +  ΓΔ
2

   ή   EZ =  AB + ΓΔ
2

 .

Η διάμεσος ΕΖ τραπεζίου ΑΒΓΔ διέρχεται από τα μέσα 
Κ και Λ των διαγωνίων του και το τμήμα ΚΛ είναι πα-
ράλληλο με τις βάσεις του και ίσο με την ημιδιαφορά των 
βάσεών του.

ΠΟΡΙΣΜΑ

 Απόδειξη

Αποδείξαμε παραπάνω ότι το Κ είναι μέσο της ΒΔ (σχ.35). 
Όμοια, αν φέρουμε την ΑΓ (σχ.36), στο τρίγωνο ΑΔΓ το Ε 
είναι μέσο της ΑΔ και ΕΛ // ΓΔ, οπότε το Λ είναι μέσο της 
ΑΓ και EΛ =  ΓΔ

2
   (3).

Επομένως, η διάμεσος ΕΖ του τραπεζίου διέρχεται από τα 
μέσα Κ, Λ των διαγωνίων του και προφανώς ΚΛ // ΑΒ, ΓΔ. 
Επίσης από τις (1) και (3) προκύπτει ότι:

EΛ – ΕΚ =  ΓΔ
2

 –  ΑΒ
2

   ή   ΚΛ =  ΓΔ – ΑΒ
2

 (με ΓΔ > ΑΒ).

 5.11 	 Ισοσκελές τραπέζιο

Ορισμός

Ισοσκελές τραπέζιο λέγεται το τραπέζιο του οποίου 
οι μη παράλληλες πλευρές είναι ίσες.

► �Ιδιότητες ισοσκελούς τραπεζίου

Αν ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, τότε:
	 i)	 Οι γωνίες που πρόσκεινται σε μια βάση είναι ίσες.
	ii)	 Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.

 Απόδειξη

i) Έστω ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο (ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ = ΒΓ). 
Φέρουμε τα ύψη ΑΗ και ΒΚ. Τα τρίγωνα ΑΔΗ και ΒΚΓ 
είναι ίσα (Ĥ = K̂= 90°, ΑΔ = ΒΓ και ΑΗ = ΒΚ = υ), οπότε 
Γ̂ = Δ̂. Επειδή Â + Δ̂ = 180° και B̂+ Γ̂ = 180° (ως εντός και 
επί τα αυτά μέρη), έχουμε και Â = B̂.
ii) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΔΓ (σχ.39) είναι ίσα (ΑΔ = ΒΓ, ΓΔ 
κοινή και ΑΔ̂Γ = ΒΓ̂Δ), οπότε ΑΓ = ΒΔ.

Σχήμα 36

A B

ΓΔ

Ε Κ Λ
Ζ

Σχήμα 37

A B

ΓΔ

Σχήμα 38

A B

ΓΔ ΚΗ

υ υ

Σχήμα 39

A B

ΓΔ
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► �Κριτήρια για να είναι ένα τραπέζιο ισοσκελές

Ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, αν ισχύει μια από τις παρα-
κάτω προτάσεις.

	 i)	 Οι γωνίες που πρόσκεινται σε μια βάση του είναι 
ίσες.

	ii)	 Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.

Να αποδειχθεί ότι σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο:
	 i)	 αν προεκτείνουμε τις μη παράλληλες πλευρές του σχη-

ματίζονται δύο ισοσκελή τρίγωνα,
	ii)	 η ευθεία που διέρχεται από τα μέσα των βάσεων είναι 

μεσοκάθετος της κάθε βάσης.

Απόδειξη

	 i)	 Έστω ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο (ΑΒ//ΓΔ) και Ο το σημείο 
τομής των ΑΔ και ΒΓ. Τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΔΓ είναι ισο-
σκελή, αφού Â1 = B̂1 και Δ̂ = Γ̂ (ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο).

	 ii)	 Η μεσοκάθετος ε της βάσης ΑΒ διέρχεται από το Ο, επειδή το τρίγωνο ΟΑΒ είναι 
ισοσκελές. Η ε είναι κάθετος και στη ΓΔ επειδή ΓΔ//ΑΒ. Αφού η ε διέρχεται από το 
Ο, είναι και ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΟΓΔ, άρα μεσοκάθετος και στη ΓΔ.

  εφαρμογη








1 1

Ο

A B

Δ ΓΝ

Μ

Σχήμα 40

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Από τα παρακάτω τραπέζια να βρείτε τα 
x, y, ω και θ.

2

x

x

3x

x+1

x

y

y 1

7

θ

120o

ω

4

3

3

10

2.	 Με ποιους τρόπους μπορούμε να αποδεί-
ξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι ισοσκε-
λές τραπέζιο;

3.	 Τι ονομάζεται διάμεσος τραπεζίου; Ποιες 
ιδιότητες έχει;

4.	 Στο ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι: 
ΑΒ = 5x, ΔΓ = 3x και Â = 60°. Η περίμε-
τρος του τραπεζίου είναι:

Α Β

ΓΔ

60o

	 i)	 10x            ii) 11x            iii) 12x
	 iv)	 13x            v)14x

	 Δικαιολογήστε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) και η 

διάμεσός του ΕΖ. Αν οι μη παράλληλες 
πλευρές του ΑΔ, ΒΓ τέμνονται στο Κ και 
Η, Θ είναι τα μέσα των ΚΑ και ΚΒ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ, Η, Θ 
είναι κορυφές τραπεζίου.
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2.	 Αν Δ και Ε είναι τα μέσα των πλευρών 
ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα ισοσκελούς τριγώ-
νου ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), να αποδείξετε ότι το 
ΔΕΓΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

3.	 Οι διαγώνιοι ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓΔ 
(ΑΒ//ΓΔ) τέμνονται στο Ο. Αν Ε, Ζ, Η, Θ 
είναι τα μέσα των ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι το ΕΖΗΘ είναι 
ισοσκελές τραπέζιο.

4.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και το 
ύψος του ΑΕ. Αν Κ, Λ είναι τα μέσα των 
ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
το ΚΛΓΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

5.	  Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//
ΓΔ) με ΑΒ < ΓΔ και τα ύψη του ΑΕ και ΒΖ. 
Να αποδείξετε ότι ΔΕ = ΓΖ =  ΓΔ – ΑΒ

2
 .

6.	 Από την κορυφή Α τριγώνου ΑΒΓ φέρου-
με ευθεία ε που δεν τέμνει το τρίγωνο και 
ας είναι ΒΒʹ και ΓΓʹ οι αποστάσεις των Β 
και Γ από την ευθεία ε. Αν Μ είναι το μέσο 
της ΒʹΓʹ και Κ το μέσο της διαμέσου ΑΔ να 
αποδείξετε ότι ΜΚ =  ΑΔ

2
 .

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ(ΑΒ//ΓΔ) η διχοτόμος της 

γωνίας του Β τέμνει τη διάμεσο του ΕΖ στο 
Η. Να αποδείξετε ότι ΒĤΓ = 90°.

2. 	Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) Μ 
είναι το μέσο της ΑΒ. Αν η μεσοκάθετος της 
ΑΒ τέμνει την ΑΓ στο Ζ και η παράλληλη 
από το Ζ προς τη ΒΓ τέμνει την ΑΒ στο Η, 
να αποδείξετε ότι ΓΗ = ΑΖ.

3.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με Â = Δ̂  = 90° και 
B̂ = 120°. Αν ΑΒ = 2α και ΒΓ = α να υπολο-
γίσετε τη διάμεσο ΕΖ, ως συνάρτηση του α.

4.	 Σε ένα τραπέζιο ΑΒΓΔ, η μία από τις μη πα-
ράλληλες πλευρές του ΑΔ είναι ίση με το 
άθροισμα των βάσεων. Αν Μ είναι το μέσο 
της ΒΓ, να αποδείξετε ότι ΑM̂Δ = 90°.

5.	 Από το μέσο Ε της πλευράς ΒΓ ισοσκελούς 
τραπεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) φέρουμε παράλ-
ληλη προς την ΑΔ που τέμνει τη ΔΓ στο Μ. 
Να αποδείξετε ότι ΒΜ⊥ΔΓ.

6.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΑΗ. 
Αν Δ, Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ και 
ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΔΕΖΗ 
είναι ισοσκελές τραπέζιο.

7.	 Αν σε τραπέζιο η μία βάση είναι διπλάσια 
της άλλης, να αποδείξετε ότι οι διαγώνιοι 
χωρίζουν τη διάμεσο σε τρία ίσα τμήματα.

8.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με 
ΓΔ = 3ΑΒ και Κ, Λ τα μέσα των διαγωνίων 
του ΔΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε 
ότι το ΑΚΛΒ είναι παραλληλόγραμμο. Πότε 
αυτό είναι ορθογώνιο;

9.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με 
ΓΔ =  3

2
 ΑΒ. Αν Ε, Ζ, Η είναι τα μέσα των 

ΑΒ, ΒΓ και ΔΕ αντίστοιχα, να αποδείξετε 
ότι το ΑΒΖΗ είναι παραλληλόγραμμο. Αν 
η προέκταση της ΑΗ τέμνει τη ΓΔ στο Θ, 
τότε ΘΔ = ΔΓ – ΑΒ.

10.	Αν Αʹ, Βʹ, Γʹ, Δʹ, Κʹ είναι οι προβολές 
των κορυφών και του κέντρου Κ παραλ-
ληλογράμμου ΑΒΓΔ αντίστοιχα σε ευ-
θεία ε που αφήνει όλες τις κορυφές του 
προς το ίδιο μέρος της, να αποδείξετε ότι 
ΑΑʹ + ΒΒʹ + ΓΓʹ + ΔΔʹ = 4ΚΚʹ.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) έχουμε 

ΑΔ = ΑΒ + ΓΔ. Να αποδείξετε ότι οι διχο-
τόμοι των γωνιών Â και Δ̂ τέμνονται στη ΒΓ.

2.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με Â = Δ̂ = 90° και 
ΒΓ = 2ΓΔ. Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, να 
αποδείξετε ότι ΑM̂Γ = 3ΜÂΒ.

3.	 Μια ευθεία ε διέρχεται από την κορυφή 
Δ ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ και έχει 
εκατέρωθεν αυτής τις κορυφές Β και Γ. Αν 
Αʹ, Βʹ και Γʹ οι προβολές των Α, Β και Γ 
αντίστοιχα στην ευθεία ε, να αποδείξετε ότι 
ΑΑʹ – ΓΓʹ = ΒΒʹ (με ΑΑʹ > ΓΓʹ).

4.	 Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ (Â = 90°) και 
Δ, Ε τα μέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. 
Από το μέσο Ζ του ΑΔ φέρουμε παράλληλη 
προς την ΑΓ που τέμνει τη ΒΓ στο Η. Αν 
ΖΗ =  3

8  ΒΓ, να υπολογισθεί η γωνία B̂.
5.	 Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΑΒ < ΓΔ, 

έστω Μ το μέσο της ΒΓ. Να αποδείξετε ότι 
	 i)	� αν ΔΜ = ΔΓ και η παράλληλη από 

το Α προς τη ΒΓ τέμνει τη ΔΜ στο Ε, 
τότε ΑΜ = ΒΕ, 

	 ii)	 αν Ε είναι το μέσο της ΔΜ, τότε 
ΑΕ =  3

4
 ΒΓ.
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 5.12 	� Αξιοσημείωτες ευθείες και κύκλοι 
τριγώνου

Είδαμε προηγούμενα (§4.5 και §5.7 - §5.8) ότι σε ένα τρί-
γωνο οι μεσοκάθετοι των πλευρών του, οι διχοτόμοι των 
γωνιών του, οι διάμεσοι και τα ύψη του αποτελούν τριάδες 
συντρεχουσών ευθειών.
Ανακεφαλαιώνοντας, σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ αποδείξαμε ότι 
διέρχονται από το ίδιο σημείο:
•	 Οι μεσοκάθετοι των τριών πλευρών του. Το κοινό σημείο 

Ο λέγεται περίκεντρο του ΑΒΓ και ο κύκλος (Ο, ΟΑ) 
λέγεται περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου.

•	 Οι διχοτόμοι των τριών γωνιών του. Το κοινό σημείο I 
λέγεται έγκεντρο του ΑΒΓ και ο κύκλος με κέντρο το I 
και ακτίνα την κοινή απόσταση του I από τις τρεις πλευ-
ρές του, λέγεται εγγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου.

•	 Οι τρεις διάμεσοί του. Το κοινό σημείο τους Θ λέγεται 
βαρύκεντρο του ΑΒΓ.

•	 Τα τρία ύψη του. Το κοινό σημείο τους Η λέγεται ορθό-
κεντρο του ΑΒΓ.

ΣΧΟΛΙΟ
Για να αποδείξουμε ότι υπάρ-
χουν κάποια από τα αξιοσημεί-
ωτα σημεία τριγώνου (βαρύκε-
ντρο, ορθόκεντρο κτλ.) καθώς 
και τις βασικές τους ιδιότητες 
χρησιμοποιήσαμε τη θεωρία των 
παραλληλογράμμων που στηρί-
ζεται στο αίτημα παραλληλίας 
(§4.2).

  Γ
ΕΝ

ΙΚ
ΕΣ

 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ 1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ (β ≠ γ) με Â = 60°, 
τα ύψη του ΒΔ, ΓΕ και τα μέσα Μ, Ν των 
ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
ΜΕ = ΝΔ.

2.	 Δίνονται δύο παράλληλες ευθείες ε1, ε2 και 
σημείο Α της ε1. Φέρουμε ΑΚ⊥ε2. Αν Β ση-
μείο της ε2 και μια ευθεία, που διέρχεται 
από το Β, τέμνει τις ΑΚ και ε1 στα Δ και Ε 
αντίστοιχα, ώστε ΔΕ = 2ΑΒ, να αποδεί-
ξετε ότι ΑB̂Κ = 3ΕB̂Κ.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, Δ το 
μέσο της ΑΒ και σημείο Ε της ημιευθείας 
ΔΒ, ώστε ΔΕ =  ΑΓ

2
. Από τα Β και Ε φέ-

ρουμε κάθετες στη διχοτόμο της γωνίας 
Â, οι οποίες τέμνουν την ΑΓ στα Βʹ και Εʹ 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΒʹΕʹ = ΑΓ – ΑΒ
2

.

	 ii)	 Η ευθεία ΕΕʹ διέρχεται από το μέσο 
της ΒΓ.

4.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με 

ΑΒ = 2ΒΓ, B̂ > 60° και το ύψος του ΑΕ 
προς τη ΒΓ (ΑΕ⊥ΒΓ). Αν Ζ, Η είναι τα 
μέσα των ΓΔ και ΑΒ αντίστοιχα, να απο-
δείξετε ότι:

	 i)	 το ΗΒΓΖ είναι ρόμβος,
	 ii)	 η ΖΕ είναι διχοτόμος της ΗÊΓ,
	iii)	 το ΗΕΓΖ είναι ισοσκελές τραπέζιο,
	 iv)	  ΔẐΕ = 3ΖÊΓ.

5. 	Ευθεία ε αφήνει τις κορυφές τριγώνου 
ΑΒΓ προς το ίδιο μέρος της. Αν Αʹ, Βʹ, Γʹ, 
Κʹ οι προβολές των Α, Β, Γ και του βαρυ-
κέντρου Κ αντίστοιχα στην ε, να αποδεί-
ξετε ότι  ΑΑʹ + ΒΒʹ + ΓΓʹ = 3ΚΚʹ.

6.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
και Δ το μέσο της ΒΓ. Φέρουμε ΔΕ⊥ΑΓ. 
Αν Ζ το μέσο του ΕΓ, να αποδείξετε ότι:

	 i)	  ΔΖ//ΒΕ,
	 ii)	  AH⊥BE, όπου Η το μέσο του ΔΕ.

7.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Μ το μέσο της 
ΒΓ. Κατασκευάζουμε εξωτερικά του τρι-
γώνου τα τετράγωνα ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ. Αν 
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Κ και Λ είναι τα κέντρα των ΑΒΔΕ και 
ΑΓΖΗ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το 
τρίγωνο ΚΜΛ είναι ισοσκελές και ορθο-
γώνιο.

8.	 Δίνεται τετράγωνο πλευράς α και κέντρου 
Ο. Στη διαγώνιο ΑΓ παίρνουμε σημείο Μ, 
ώστε ΓΜ =  ΑΓ

4
. Φέρουμε τη ΒΜ που τέ-

μνει τη ΓΔ στο Ε και ΟΗ κάθετη στη ΒΓ, η 
οποία τέμνει τη ΒΕ στο Ζ. Να αποδείξετε 
ότι:

	 i)	 OZ =  α
3

 ,

	 ii)	 το ΟΖΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.
9.	 Οι μη παράλληλες πλευρές ΑΔ και ΒΓ τρα-

πεζίου ΑΒΓΔ τέμνονται κάθετα στο Ο. Αν 
Κ, Λ τα μέσα των βάσεων ΑΒ και ΔΓ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι:

	 i)	 τα σημεία Ο, Κ, Λ είναι συνευθειακά,

	 ii)	 ΚΛ =  ΔΓ – ΑΒ
2

 (με ΔΓ > ΑΒ).

	 iii)	 αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των διαγωνίων 
ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα, τότε το ΚΕΛΖ 
είναι ορθογώνιο.

10.	Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, οι διχοτόμοι του 
ΒΔ και ΓΕ και το μέσο Μ του ΕΔ. Να 
αποδείξετε ότι η απόσταση του Μ από τη 
ΒΓ είναι ίση με το άθροισμα των αποστά-
σεών του από τις ΑΒ, ΑΓ.

1.	 Δύο αδέλφια κληρονόμησαν ένα οικόπεδο σχήματος παραλληλογράμμου, το οποίο έχει την πλευ-
ρά ΑΒ παράλληλη προς δημόσιο δρόμο που διέρχεται μπροστά από το οικόπεδο. Πώς θα μοιρα-
σθεί δίκαια το οικόπεδο μεταξύ των δύο αδελφών;

Α

Δ Γ

Β 
οικόπεδο

δρόμος

2.	 Έχουμε 4 ίσα ορθογώνια τρίγωνα. Τοποθετώντας κατάλληλα το ένα τρίγωνο δίπλα στο άλλο, τι 
είδους τετράπλευρα κατασκευάζουμε; Να γίνουν τα σχήματα.

3.	 Να εξετάσετε ποια από τα παρακάτω τετράπλευρα έχουν κέντρο συμμετρίας, ποια έχουν άξονες 
συμμετρίας και πόσους. Να γίνουν τα σχήματα και να βρεθεί το συμμετρικό των κορυφών τους 
και των πλευρών τους.

	i)	 παραλληλόγραμμο	 iv)	 τετράγωνο
	ii)	 ορθογώνιο	 ν)	 τραπέζιο
	iii)	 ρόμβος	 vi)	 ισοσκελές τραπέζιο

4.	 Θεωρούμε ευθεία ε και ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Να υπολογίσετε την απόσταση του μέσου Μ του 
τμήματος, ως συνάρτηση των αποστάσεων των άκρων του Α και Β από την ευθεία ε. (Υπόδειξη: 
Να διακρίνετε περιπτώσεις για τις διάφορες θέσεις των Α και Β ως προς την ευθεία ε).

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

Σε μια πεδιάδα υπάρχει λόφος Λ, τον οποίο πρόκειται να διασχίσει ευθεία σιδηροδρομική γραμμή 
ΑΒΓΔ. Πώς ο μηχανικός θα χαράξει την προέκταση ΓΔ αυτής πίσω από το λόφο, πριν να γίνει η 
διάνοιξη της σήραγγας;

Α Β Λ Γ Δ

ΕΡΓΑΣΙΑ
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Η έννοια του τετραπλεύρου
Η πρώτη υποδιαίρεση των τετραπλεύρων σήμερα 
είναι σε επίπεδα και στρεβλά, ανάλογα με το αν 
οι κορυφές τους βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο ή 
όχι. Τα επίπεδα τετράπλευρα, με τη σειρά τους, 
υποδιαιρούνται σε κυρτά και μη κυρτά, ανάλογα 

με το αν η κάθε πλευρά τους αφήνει το σχήμα εξ 
ολοκλήρου στο ένα από τα δύο ημιεπίπεδα που 
ορίζει η πλευρά αυτή ή όχι. Μία ειδική περίπτω-
ση επιπέδου κυρτού τετραπλεύρου είναι το πα-
ραλληλόγραμμο, οι απέναντι πλευρές του οποίου 
είναι παράλληλες. 
Τέλος, διακρίνουμε τρία είδη παραλληλογράμ-
μων (Διάγραμμα 1):

(α) �το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, που έχει 
τέσσερις γωνίες ορθές,

(β) ο ρόμβος που έχει τέσσερις πλευρές ίσες,
(γ) �το τετράγωνο, που έχει τέσσερις γωνίες ορθές 

και τέσσερις πλευρές ίσες. 

Όμως η ταξινόμηση αυτή δε διαμορφώθηκε εξ 
αρχής στην ιστορία της Γεωμετρίας. Ο Ευκλεί-
δης π.χ. στα «Στοιχεία» του προτείνει μια άλλη 
ταξινόμηση (Διάγραμμα 2).

Διάγραμμα 1: Η σύγχρονη 
ταξινόμηση των τετραπλεύρων

ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ

επίπεδο
(έχει τις πλευρές του στο ίδιο επίπεδο)

παραλληλόγραμμο
(έχει τις απέναντι πλευρές παράλληλες)

τετράγωνο
(έχει τέσσερις γωνίες ορθές και  

τέσσερις πλευρές ίσες)

ορθογώνιο παραλληλόγραμμο
(έχει τέσσερις γωνίες ορθές)

ρόμβος
(έχει τέσσερις πλευρές ίσες)

κυρτό
(για κάθε πλευρά το τετράπλευρο 

ανήκει στο ένα από τα δύο 
ημιεπίπεδα που ορίζει η πλευρά)

μη κυρτό

στρεβλό

ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΟ

τετράγωνο
(ισόπλευρο και ορθογώνιο) τραπέζιο

ετερομήκες
(ορθογώνιο και όχι ισόπλευρο)

ρόμβος
(ισόπλευρο και όχι ορθογώνιο)

ρομβοειδές
(όχι ίσες τις απέναντι πλευρές και γωνίες)

Διάγραμμα 2: Η Ευκλείδεια 
ταξινόμηση των τετραπλεύρων
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Η ταξινόμηση αυτή δε χρησιμοποιεί ως κριτή-
ριο την έννοια της παραλληλίας, η οποία στα 
«Στοιχεία» εισάγεται αργότερα. Επίσης δε φαί-
νεται να στηρίζεται σε κάποια ενιαία αρχή. Στις 
τρεις πρώτες περιπτώσεις φαίνεται ότι λαμβάνει 
ως βάση τα κατηγορήματα «έχει ίσες πλευρές» 
και «έχει ορθές γωνίες» και τις αρνήσεις τους: 
ορθογώνιο και ισόπλευρο είναι το τετράγωνο, 
ορθογώνιο και όχι ισόπλευρο το ετερομήκες 
(δηλαδή το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο), ισό-
πλευρο και όχι ορθογώνιο ο ρόμβος. Όμως, η 
έννοια του ρομβοειδούς (δηλαδή του πλάγιου 
παραλληλογράμμου) στηρίζεται στην έννοια της 
ισότητας των απέναντι πλευρών και των γωνιών 
και όχι στην παραλληλία των απέναντι πλευρών. 
Τραπέζιο ονομάζει όχι ό,τι σήμερα εννοούμε με 
τον όρο αυτό, δηλαδή τετράπλευρο με δύο μόνο 
πλευρές παράλληλες, αλλά οποιοδήποτε τετρά-
πλευρο. Ο όρος τραπέζιο, με τη σύγχρονη έν-
νοια, απαντάται αργότερα στον Αρχιμήδη. 
Η ταξινόμηση όμως αυτή αποδεικνύεται μη λει-

τουργική και μάλλον άβολη. Ο ίδιος ο Ευκλείδης 
μάλιστα δε χρησιμοποιεί ποτέ στα «Στοιχεία» 
του τις έννοιες του ετερομήκους, του ρόμβου 
και του ρομβοειδούς. Παρόλα αυτά, η ταξινό-
μηση αυτή απαντάται και σε μεταγενέστερους 
μαθηματικούς, ακόμα και του Αραβικού κόσμου, 
όπως π.χ. στη διαπραγμάτευση της Γεωμετρίας 
του αλ-Χουαρίζμι. Όμως υπήρχαν και μαθημα-
τικοί που προσπάθησαν να τροποποιήσουν την 
ταξινόμηση του Ευκλείδη. Ο Πρόκλος αποδίδει 
στον Ποσειδώνιο μια πιο ολοκληρωμένη ταξι-
νόμηση, η οποία απαντάται επίσης στον Ήρωνα 
(Διάγραμμα 3). 

Μια άλλη προσπάθεια διόρθωσης της Ευκλεί-
δειας ταξινόμησης απαντάται το 16ο αι. στη 
«Γεωμετρία» (1569) του Πέτρου Ράμου (Petrus 
Ramus ή Pierre de la Ramée) (Διάγραμμα 4). Η 
ταξινόμηση του Ράμου φαίνεται να στηρίζεται 
στη διχοτομική διαίρεση του πλάτους των εν-
νοιών.

ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ

παραλληλόγραμμα

τετράγωνο ετερομήκες ρόμβος ρομβοειδές ισοσκ. τραπέζιο σκαληνό τραπέζιο

ορθογώνιο μη ορθογώνιο τραπέζιο τραπεζοειδές

μη παραλληλόγραμμα

ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ

παραλληλόγραμμα

τετράγωνο ετερομήκεςρόμβος ρομβοειδές

πλάγιο παραλληλόγραμμο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο

τραπέζια

Διάγραμμα 3: Η ταξινόμηση των τετραπλεύρων κατά τον Ποσειδώνιο και τον Ήρωνα

Διάγραμμα 4: Η ταξινόμηση του Ράμου
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Α
Ν

Α
Κ

ΕΦ
Α

Λ
Α

ΙΩ
ση

Τ Ε Τ Ρ Α Π Λ Ε Υ Ρ Α

Α Β

ΓΔ

Α

Ο

Β

ΓΔ

Ε Ζ
Κ Λ

•	ΕΖ // ΑΒ // ΓΔ

•	ΕΖ =  ΑΒ + ΓΔ
2

•	ΚΛ =  ΓΔ – ΑΒ
2

Τραπέζιο

Ιδιότητες

Α Β

ΓΔ

Α

Ο

Β

ΓΔ

Ε Ζ
Κ Λ •	ΑΒ // ΓΔ   και   ΑΔ // ΒΓ

•	ΑΒ = ΓΔ   και   ΑΔ = ΒΓ
•	Â = Γ̂    και   B̂ = Δ̂ 
•	ΑΟ = ΟΓ   και   ΒΟ = ΟΔ

•	Καθεμιά από τις ιδιότητες
•	� Δύο απέναντι πλευρές 

ίσες και παράλληλες

Παραλληλόγραμμο Ιδιότητες

Κριτήρια

Τετράγωνο

Α Β

ΓΔ

Α

Β

Γ

Δ

Α Β

ΓΔ

Ορθογώνιο
Α Β

ΓΔ

Α

Β

Γ

Δ

Α Β

ΓΔ

•	Μια γωνία ορθή
•	ΑΓ = ΒΔ

•	ΑΓ = ΒΔ
•	Â = B̂ = Γ̂ = Δ̂ = 90º

Κριτήρια Επιπλέον 
ιδιότητες

ΡόμβοςΑ Β

ΓΔ

Α

Β

Γ

Δ

Α Β

ΓΔ
•	� Δύο διαδοχικές  

πλευρές του ίσες
•	ΑΓ ⊥ ΒΔ
•	� Μία διαγώνιος 

διχοτομεί μία γωνία του

•	ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ = ΔΑ
•	ΑΓ ⊥ ΒΔ
•	� Οι διαγώνιοι 

διχοτομούν τις 
γωνίες του

Κριτήρια Επιπλέον 
ιδιότητες

Απέναντι πλευρές 
παράλληλες

Έχει δύο 
παράλληλες πλευρές
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Εφαρμογές των παραλληλογράμμων

Α

ΒΓ

Α

Α

Β

Γ

M

Δ E

Θ ΕΖ

Β ΓΔ

Αν Δ, Ε μέσα ΑΒ, ΑΓ, τότε ΔΕ//= ΒΓ
2

 .

Αν Δ μέσο ΑΒ και ΔΕ//ΒΓ τότε Ε μέσο ΑΓ.

Â = 90º ⇔ ΑΜ = ΒΓ
2

 .

Αν Â = 90º, τότε: B̂ = 30ο ⇔ ΑΓ = ΒΓ
2

 .

ΑΘ = 2
3

 ΑΔ,  ΒΘ = 2
3

 ΒΕ,  ΓΘ = 2
3

 ΓΖ

Τρίγωνο

Ορθογώνιο 
Τρίγωνο

Βαρύκεντρο 
τριγώνου

Ορθόκεντρο 
τριγώνου

Σημείο τομής υψών
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
Εγγεγραμμένα Σχήματα
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε αρχικά την έννοια της εγγεγραμμένης γωνίας και τη σχέση 
της με την αντίστοιχη επίκεντρη καθώς και με τη γωνία χορδής και εφαπτομένης. Έτσι, θα μας 
δοθεί η δυνατότητα αναλυτικής μελέτης βασικών γεωμετρικών τόπων στον κύκλο. 
Τέλος, θα μελετήσουμε τα εγγεγραμμένα και εγγράψιμα τετράπλευρα καθώς και συγκεκριμέ-
νες γεωμετρικές κατασκευές που γίνονται με τη βοήθεια γεωμετρικών τόπων.

Σχέδιο και σημειώσεις του Ιταλού 
ζωγράφου της Αναγέννησης 
Leonardo da Vinci (1452-1519), 
από το Architectura de Vitruve, 
περίπου 1492.
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Εγγεγραμμένη γωνία

 6.1 	Ε ισαγωγικά - Ορισμοί

Δίνεται μία κυρτή γωνία xÂy και ένας κύκλος (Ο, R). Οι 
σχετικές θέσεις τους καθορίζονται από τη θέση της κορυφής 
της και των πλευρών της:
	 i)	 Αν η κορυφή είναι το κέντρο του κύκλου (σχ.1), τότε η 

γωνία λέγεται επίκεντρη, όπως είδαμε στη §2.18.
	ii)	 Αν η κορυφή (σχ.2) είναι σημείο του κύκλου και οι 

πλευρές της τέμνουσες του κύκλου, τότε η γωνία λέγε-
ται εγγεγραμμένη γωνία του κύκλου.

		  Το τόξο B͡Γ που περιέχεται στην εγγεγραμμένη γωνία 
λέγεται αντίστοιχο τόξο της ή διαφορετικά λέμε ότι η 
εγγεγραμμένη γωνία Â βαίνει στο τόξο B͡Γ.

	iii)	 Αν η κορυφή είναι σημείο του κύκλου, η μία της πλευρά 
είναι τέμνουσα και η άλλη εφαπτομένη του κύκλου (σχ.3), 
τότε η γωνία λέγεται γωνία χορδής και εφαπτομένης.

 6.2 	� Σχέση εγγεγραμμένης και αντίστοιχης 
επίκεντρης

Η σχέση μίας εγγεγραμμένης και μίας επίκεντρης γωνίας 
που βαίνουν στο ίδιο τόξο δίνεται από το ακόλουθο θεώ-
ρημα:

Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό της επίκε-
ντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω κύκλος (O, R) και ένα τόξο του A͡B. Ας θεωρήσου-
με την αντίστοιχη επίκεντρη γωνία ΑÔΒ και σημείο Γ του 
κύκλου που δεν ανήκει στο τόξο A͡B. Τότε θα αποδείξουμε 
ότι ΑÔΒ = 2ΑΓ̂ Β.
	 i)	 Ας μελετήσουμε πρώτα την περίπτωση όπου το κέντρο 

Ο του κύκλου βρίσκεται στο εσωτερικό της εγγεγραμ-
μένης γωνίας  ΑΓ̂Β (σχ.4α). Έστω Γʹ το αντιδιαμετρικό 
σημείο του Γ. Το τρίγωνο ΑΟΓ είναι ισοσκελές, επομέ-
νως ΟÂΓ = ΟΓ̂Α. Η ΓʹÔΑ είναι εξωτερική του τριγώ-
νου ΑΟΓ, επομένως ΓʹÔΑ = 2ΟΓ̂Α και όμοια έχουμε ότι 
ΓʹÔΒ = 2ΟΓ̂Β.

Σχήμα 1

A

x

y

Σχήμα 2

A

x

yB

Γ

Σχήμα 3

x

y

A

Σχήμα 4

A

Γ

B

Γ′Ο

(α)

(β)

A

Γ B

Ο

(γ)

Γ′
A

Ο

Γ B
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Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω ισότητες έχου-
με ότι

AÔΒ = 2ΑΓ̂Β.

	ii)	 Ας εξετάσουμε κατόπιν την περίπτωση όπου το O 
ανήκει σε μία πλευρά της εγγεγραμμένης γωνίας ΑΓ̂Β 
(σχ.4β). Η επίκεντρη γωνία ΑÔΒ είναι εξωτερική του 
ισοσκελούς τριγώνου ΓΟΒ, οπότε ΑÔΒ = 2ΑΓ̂Β.

	iii)	 Όμοια με τις προηγούμενες περιπτώσεις (σχ.4γ).

	 i)	 Το μέτρο μίας εγγεγραμμένης γωνίας ισούται με το 
μισό του μέτρου του αντίστοιχου τόξου της.

	ii)	 Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο 
είναι ορθή.

	iii)	 Οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο ή σε 
ίσα τόξα του ίδιου ή ίσων κύκλων είναι ίσες και αντί-
στροφα.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

 6.3 	 Γωνία χορδής και εφαπτομένης

Η σχέση μίας γωνίας χορδής και εφαπτομένης με την εγγε-
γραμμένη γωνία που βαίνει στο τόξο της χορδής δίνεται από 
το ακόλουθο θεώρημα:

Η γωνία που σχηματίζεται από μία χορδή κύκλου και την 
εφαπτομένη στο άκρο της χορδής ισούται με την εγγε-
γραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω ότι η γωνία χορδής και εφαπτομένης xÂy εί-
ναι οξεία (σχ.6) και ΑΓ̂Β μια τυχαία εγγεγραμμένη γω-
νία που βαίνει στο τόξο της χορδής ΑΒ. Γνωρίζουμε ότι 

ΑΓ̂Β =  ΑÔΒ
2

. Φέρουμε το απόστημα ΟΜ, οπότε ΑÔΜ =

ΜÔΒ = ΑÔΒ
2

 = ΑΓ̂Β. Αλλά xÂy = ΑÔΜ ως οξείες γωνίες 

με κάθετες πλευρές. Επομένως xÂy = ΑΓ̂Β. 

Αν η γωνία χορδής και εφαπτομένης είναι αμβλεία, η από-
δειξη είναι ανάλογη.Σχήμα 6

x′

x

A

Γ

Ο

Μ

B
y

ΣΧΟΛΙΟ
Από το πόρισμα (iii) συμπεραί-
νουμε εύκολα ότι τα τόξα που 
περιέχονται μεταξύ παράλλη-
λων χορδών είναι ίσα (σχ.5) και 
αντίστροφα.

Σχήμα 5

A B

Γ Δ
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Μία γωνία που η κορυφή της ανήκει στο εσωτερικό ή στο εξωτερικό κύκλου 
και οι πλευρές της είναι τέμνουσες του κύκλου λέγεται γωνία δύο τεμνουσών 
και εκφράζεται ως συνάρτηση των εγγεγραμμένων γωνιών, που σχηματίζουν οι 
πλευρές της με τον κύκλο.
	 i)	 Ας θεωρήσουμε γωνία xÂy, όπου η κορυφή της Α είναι εσωτερικό σημείο 

του κύκλου (σχ.7). Οι πλευρές της Ax, Ay και οι προεκτάσεις τους τέμνουν 
τον κύκλο στα σημεία Β1, Γ1 και Β2, Γ2 αντίστοιχα. Τότε, ισχύει ότι η γωνία 
xÂy ισούται με το άθροισμα των εγγεγραμμένων γωνιών που βαίνουν στα 
τόξα που περιέχει η xÂy και η κατακορυφήν της, δηλαδή:

xÂy = ΑB̂1Γ2 + Β1Γ̂2Α.
	ii)	 Ας θεωρήσουμε γωνία xÂy όπου η κορυφή της Α είναι εξωτερικό σημείο του 

κύκλου (σχ.8). Οι πλευρές της Ax, Ay τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Β1, Β2 
και Γ1, Γ2 αντίστοιχα. Τότε ισχύει ότι η γωνία xÂy ισούται με τη διαφορά 
των εγγεγραμμένων γωνιών, που βαίνουν στα τόξα του κύκλου που περιέχει 
η xÂy, δηλαδή 

xÂy = Β2B̂1Γ2 – Β1Γ̂2Γ1, όπου Β2B̂1Γ2 > Β1Γ̂2Γ1.

Απόδειξη

	 i)	 Η xÂy είναι εξωτερική του τριγώνου 
Β1ΑΓ2, επομένως ισούται με το άθροισμα 
των δύο απέναντι εσωτερικών, δηλαδή 
xÂy = ΑB̂1Γ2 + Β1Γ̂2Α.

ΣΧΟΛΙΟ

xÂy =  B1
͡ Γ1

2
 +  B2

͡ Γ2

2
 .

	ii)	 Η γωνία Β2B̂1Γ2 είναι εξωτερική του τριγώ-
νου Β1ΑΓ2, επομένως Β2B̂1Γ2 = xÂy + ΑΓ̂2Β1 
ή xÂy = Β2B̂1Γ2 – Β1Γ̂2Γ1.

ΣΧΟΛΙΟ

xÂy =  B2
͡ Γ2

2
 –  B1

͡ Γ1

2
 .

  εφαρμογη








 1
η

x

y

B1

B2

Γ1

Γ2

A

B1

B2
Γ1

Γ2

y

x

A

Σχήμα 7

Σχήμα 8
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 6.4 	� Βασικοί γεωμετρικοί τόποι στον κύκλο 
Τόξο κύκλου που δέχεται γνωστή γωνία

Έστω ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και ένα σημείο Μ που δεν 
ανήκει στην ευθεία ΑΒ (σχ.10). Αν φ είναι η γωνία ΑM̂Β 
τότε λέμε ότι το σημείο Μ βλέπει το τμήμα ΑΒ υπό γωνία 
φ ή ισοδύναμα το ΑΒ φαίνεται από το σημείο Μ υπό γωνία 
φ. Αν τ͡  είναι ένα τόξο κύκλου που έχει χορδή την ΑΒ και 
διέρχεται από το Μ, τότε λέμε ότι το τόξο τ͡  δέχεται γωνία φ. 
Θα δούμε τώρα πώς κατασκευάζεται ένα τόξο που να δέχε-
ται γωνία φ.

Θεωρούμε δύο τεμνόμενους κύκλους και φέρουμε τις εφαπτόμενές τους σε κα-
θένα από τα κοινά σημεία τους.
	 i)	 Να αποδειχθεί ότι οι εφαπτόμενες των δύο κύκλων σε καθένα από τα κοινά 

σημεία τους σχηματίζουν ίσες γωνίες. Καθεμία από τις γωνίες αυτές λέγεται 
γωνία των δύο κύκλων.

	ii)	 Αν η γωνία των δύο κύκλων είναι ορθή, λέμε ότι οι κύκλοι τέμνονται ορ-
θογώνια ή ότι είναι ορθογώνιοι. Να αποδειχθεί ότι, αν οι δύο κύκλοι είναι 
ορθογώνιοι, οι εφαπτόμενες του ενός κύκλου στα κοινά σημεία τους διέρ-
χονται από το κέντρο του άλλου κύκλου.

Απόδειξη

	 i)	 Ας θεωρήσουμε 
δύο τεμνόμενους 
κύκλους με κέ-
ντρα Ο1 και Ο2 
και Α, Β τα ση-
μεία τομής τους. 
Από την ισότητα 
τω ν  τρ ι γώ ν ω ν 
Ο1ΑΟ2 και Ο1ΒΟ2 
θα έχουμε ότι

		  Ο1ÂΟ2 = Ο1B̂Ο2 = ω (σχ.9α). 
		  Ας φέρουμε τώρα τις εφαπτόμενες των δύο κύκλων στο σημείο Α και στο 

σημείο Β. Οι εφαπτόμενες στο Α σχηματίζουν γωνία xʹÂx = 2⌊– ω (για-
τί Ο1Âx = Ο2Âxʹ = 1⌊) και όμοια οι εφαπτόμενες στο Β σχηματίζουν γωνία 
yʹB̂y = 2⌊– ω. Επομένως, xʹÂx = yʹB̂y.

	ii)	 Αν δύο κύκλοι τέμνονται ορθογώνια, δηλαδή αν φ = 1⌊ (σχ.9β), έχουμε ότι 
Ο1ÂΟ2 + Ο1Âx =2⌊, οπότε οι ημιευθείες Αx και ΑΟ2 είναι αντικείμενες.

  εφαρμογη








 2
η

           

Ο1 Ο2

ω
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φ
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Σχήμα 9

Σχήμα 10
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Δίνεται ένα τμήμα ΑΒ και μία γωνία φ. Να κατασκευασθεί τόξο κύκλου που να 
έχει χορδή το ΑΒ και να δέχεται γωνία φ.
• Έστω φ < 1⌊
Ανάλυση
Αν το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ φαίνεται από ένα σημείο 
Μ υπό γωνία φ, δηλαδή ΑM̂Β = φ, τότε αρκεί να προσδι-
ορίσουμε το κέντρο και την ακτίνα του περιγεγραμμένου 
κύκλου του τριγώνου ΑΜΒ (βλ. Πόρισμα (iii), §6.2).
Έστω A͡B ένα τόξο κύκλου, κέντρου Ο, με χορδή την 
ΑΒ τέτοιο, ώστε για κάθε σημείο του Μ διαφορετικό 
των Α, Β να ισχύει ΑM̂Β = φ (σχ.11). Αν φέρουμε την 
ημιευθεία Bx εφαπτόμενη του κύκλου στο Β θα έχου-
με ΑB̂x = ΑM̂Β = φ (γωνία χορδής και εφαπτομένης) και επομένως η Bx είναι μία 
σταθερή, ανεξάρτητη του Μ, ημιευθεία. Επειδή OB⊥Bx, το κέντρο Ο θα βρίσκεται 
στη σταθερή ευθεία ζ που είναι κάθετη στη Bx στο Β. Αλλά το Ο βρίσκεται επίσης 
και στη μεσοκάθετο ε του ΑΒ, άρα είναι η τομή των ε και ζ.
Σύνθεση
Θεωρούμε το δοσμένο τμήμα ΑΒ και φέρουμε ημιευθεία Bx έτσι, ώστε ΑB̂x = φ. 
Στη συνέχεια φέρουμε ευθεία ζ κάθετη της Bx στο Β, που τέμνει τη μεσοκάθετο ε 
του ΑΒ στο Ο. Γράφουμε τον κύκλο (Ο, ΟΑ) και το τόξο ΑTB  (σχ.11) (χωρίς τα 
άκρα του) είναι το ζητούμενο.
Απόδειξη
Για κάθε σημείο Μ του τόξου ΑTB  έχουμε ΑM̂Β = AB̂x = φ, αφού η AB̂x είναι γω-
νία χορδής και εφαπτομένης και η ΑM̂Β εγγεγραμμένη 
που βαίνει στο τόξο της χορδής, ενώ για κάθε σημείο 
Ν του τόξου ΑΣB  έχουμε

ΑN̂Β = AB̂xʹ = 2⌊ – ΑB̂x = 2⌊ – φ,
όπου Bxʹ η αντικείμενη ημιευθεία της Bx.
Διερεύνηση
Για να υπάρχει λύση πρέπει η ευθεία ζ να τέμνει την ε, 
το οποίο συμβαίνει πάντοτε, αφού AB̂x = φ ≠ 0.
• Έστω φ > 1⌊
Τότε με τον ίδιο, όπως παραπάνω, τρόπο κατασκευά-
ζουμε τον κύκλο κέντρου Ο και το τόξο ΑΓΒ  (σχ.12) 
που είναι το ζητούμενο (χωρίς τα άκρα του).
• Έστω φ = 1 ⌊
Τότε το σημείο τομής των ευθειών ε, ζ είναι το μέσο 
Ο του ΑΒ (σχ.13). Επομένως, το ζητούμενο τόξο είναι 
καθένα από τα ημικύκλια διαμέτρου ΑΒ, χωρίς τα άκρα 
τους Α και Β.

  προβλημα
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Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου από 
τα οποία ένα τμήμα ΑΒ φαίνεται υπό γωνία φ είναι 
δύο τόξα κύκλων, χορδής ΑΒ, χωρίς τα άκρα τους 
Α, Β, συμμετρικά ως προς την ευθεία ΑΒ, καθένα από 
τα οποία δέχεται γωνία φ.

Άμεση συνέπεια του προηγουμένου είναι ότι:
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου από 
τα οποία ένα τμήμα ΑΒ φαίνεται υπό ορθή γωνία εί-
ναι κύκλος με διάμετρο ΑΒ, χωρίς τα σημεία Α και Β.

Σχήμα 14

Ι

Μ

Ε

A B
Π1
Π2

φ

Σχήμα 15

Ν

φ

BA

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Έστω τόξο A͡B που δέχεται γωνία φ και Π1 το ημιεπίπεδο στο οποίο 
περιέχεται (σχ.14). Για κάθε σημείο Μ του A͡B έχουμε ΑM̂Β = φ, ενώ 
για κάθε σημείο I του τμήματος ΑΜ ή σημείο Ε της προέκτασης του 
ΑΜ έχουμε αντίστοιχα ΑÎΒ > φ και ΑÊΒ < φ.
Άρα τα μοναδικά σημεία του Π1 από τα οποία το ΑΒ φαίνεται υπό 
γωνία φ είναι τα σημεία του A͡B εκτός από τα άκρα του. Όμοια απο-
δεικνύεται ότι τα μοναδικά σημεία του Π2 που βλέπουν το ΑΒ υπό 
γωνία φ είναι τα σημεία του τόξου ΑΝΒ  συμμετρικού του A͡B ως προς 
την ευθεία ΑΒ (σχ.15).

ΣΧΟΛΙΟ
Στη λύση του παραπάνω προβλήματος, εκτός από τα γνωστά μας 
βήματα: κατασκευή, απόδειξη, διερεύνηση αναφέραμε πριν από 
αυτά και το βήμα της ανάλυσης. Το βήμα αυτό το κάνουμε όταν η 
κατασκευή του ζητούμενου σχήματος δεν είναι άμεσα φανερή και 
περιλαμβάνει τα εξής: Υποθέτουμε ότι κατασκευάσαμε το ζητούμενο 
σχήμα και προσπαθούμε να εντοπίσουμε εκείνες τις ιδιότητές του 
που ανάγουν την κατασκευή του σε γεωμετρικές κατασκευές που μας 
είναι ήδη γνωστές. Στη σύνθεση ή αλλιώς κατασκευή έχοντας οδηγό 
την ανάλυση κάνουμε όλες εκείνες τις επιμέρους γεωμετρικές κατα-
σκευές που τελικά θα μας οδηγήσουν στην κατασκευή του ζητούμενου 
σχήματος. Τα παραπάνω βήματα ακολουθούν, όπως είναι γνωστό, το 
βήμα της απόδειξης και το βήμα της διερεύνησης (§3.17).
Η μέθοδος αυτή των τεσσάρων βημάτων: ανάλυση, σύνθεση, απόδει-
ξη και διερεύνηση είναι γνωστή ως αναλυτική - συνθετική μέθοδος 
και χρησιμοποιείται σε προβλήματα γεωμετρικών κατασκευών και σε 
άλλες περιοχές των Μαθηματικών.
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  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Πότε μια γωνία λέγεται εγγεγραμμένη;
2.	 Αν φ και ω είναι αντίστοιχα η εγγεγραμμέ-

νη και η επίκεντρη γωνία που βαίνουν στο 
ίδιο τόξο ενός κύκλου, τότε:

	 α. φ = ω,            β. φ = 2ω,
	 γ. ω = 2φ,          δ. φ = 90°+ω,
	 ε. Τίποτα από τα προηγούμενα.
	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντη-

σης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.
3.	 Συμπληρώστε το κενό στην επόμενη πρό-

ταση:
	 “Η γωνία χορδής και εφαπτομένης ισού-

ται με ............................................................”
4.	 Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των 

σημείων του επιπέδου τα οποία βλέπουν 
ένα γνωστό τμήμα υπό γωνία  φ < 1⌊ ή 
φ = 1⌊;

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα να 

βρείτε τα x και y.
Α

2x 3xy

4x

x
y50o

35o

Β Γ

Α

Β

Γ

Δ

2.	 Αν στο παρακάτω σχήμα είναι Â = 40°, να 
βρείτε το μέτρο του τόξου B͡Ε.

40o
140o Α

Β

Ε

Γ

Δ

3.	 Αν στα παρακάτω σχήματα οι ευθείες ε και 
εʹ είναι εφαπτόμενες να βρεθούν τα x και y.

Α

Α

ΑB = AΓ

Β

Β

Γ

Γ

Δ

ε

ε

ε′

y

y

x

x

40o

60o

50o

4.	 Αν στο παρακάτω σχήμα είναι Â = 25°, να 
βρείτε τα μέτρα των τόξων E͡B και Γ͡Δ.

70o 25o Α

Β
Γ

Δ

K
E

5.	 Αν στο παρακάτω σχήμα είναι B͡M = M͡Γ 
και Â = 70°, να υπολογίσετε τις γωνίες 
των τριγώνων ΟΒΓ και ΜΒΓ.

Α

B Γ

Μ

O

70o

6.	 Στο παρακάτω σχήμα, ποια σχέση είναι 
σωστή;

	i)	 x – y – z = 0,	 ii)	x – 2y + z = 0,
	iii)	 x – y + z = 0,	 iv)	x + y = 2z,
	v)	 καμία από τις παραπάνω.

	 Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.
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Εγγεγραμμένα και εγγράψιμα τετράπλευρα

 6.5 	Τ ο εγγεγραμμένο τετράπλευρο

Ορισμός

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο, αν 
οι κορυφές του είναι σημεία του κύκλου.

Ο κύκλος στον οποίο είναι εγγεγραμμένο ένα τετράπλευρο 
λέγεται περιγεγραμμένος κύκλος του τετραπλεύρου.

Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο 
(Ο, R) έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:
	 i)	 Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.
	ii)	 Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές 

υπό ίσες γωνίες.

Θεώρημα

x y z

z

7.	 Το καλύτερο κάθισμα σε 
έναν κινηματογράφο είναι 
το κάθισμα "Α". Να βρείτε 
ποια άλλα καθίσματα έχουν 
την ίδια οπτική γωνία με το 
θεατή που κάθεται στο κάθισμα Α.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη στο μέσο 

ενός από τα τόξα με χορδή ΑΒ κύκλου (Κ) 
είναι παράλληλη στη χορδή ΑΒ και αντί-
στροφα.

2.	 Δύο κύκλοι τέμνονται στα σημεία Α και Β. 
Αν Γ και Δ είναι τα αντιδιαμετρικά σημεία 
του Α στους δύο κύκλους, να αποδείξετε ότι 
η ευθεία ΓΔ διέρχεται από το Β.

3.	 Δύο κάθετες χορδές ΑΒ, ΓΔ κύκλου (Κ) τέ-
μνονται στο σημείο Ρ. Να αποδείξετε ότι η 
διάμεσος ΡΜ του τριγώνου ΡΒΓ είναι κά-
θετη στην ΑΔ.

4.	 Ο καπετάνιος ενός ιστιοπλοϊκού πλοίου 
I είδε τρεις σημαδούρες για υφάλους στα 
σημεία Α, Β, Γ. Με μία πυξίδα διόπτευσης 

μέτρησε ότι
	 ΑÎB = 100°,   ΒÎΓ = 125°,   ΓÎΑ = 135°.

Α
Β

Γ

	 Εντόπισε τα σημεία Α, Β, Γ στο χάρτη και 
προσδιόρισε την ακριβή θέση του ιστιο-
πλοϊκού. Πώς τα κατάφερε;

Σύνθετα Θέματα
1.	 Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά (ή εσω-

τερικά) στο σημείο Α και δύο ευθείες ε, εʹ 
που διέρχονται από το Α τέμνουν τον ένα 
κύκλο στα σημεία Β, Βʹ και τον άλλο στα Γ 
και Γʹ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΒΒʹ//
ΓΓʹ.

2.	 Δύο κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά στο Α. 
Μία χορδή ΒΓ του μεγαλύτερου κύκλου 
εφάπτεται στο μικρότερο, στο σημείο Δ. 
Να αποδείξετε ότι η ΑΔ διχοτομεί τη γω-
νία ΒÂΓ.

3.	 Δίνεται κύκλος (Κ), η εφαπτομένη ε σε ένα 
σημείο του Α και ένα σημείο Ρ της ε. Από 
το Ρ φέρουμε μία ευθεία που τέμνει τον 
κύκλο στα Β και Γ. Αν η διχοτόμος της γω-
νίας ΒÂΓ τέμνει τη χορδή ΒΓ στο Δ, να 
αποδείξετε ότι ΡΔ = ΡΑ.

Σκ
ην
ή

Α
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 Απόδειξη

	 i)	 H γωνία Â βαίνει στο τόξο BΓ∆ , ενώ η Γ̂ στο BΑ∆ , 
με BΓ∆  +  BΑ∆  = 4⌊ (σχ.16). Επομένως Â+ Γ̂ = 2⌊.

	ii)	 Δύο οποιεσδήποτε διαδοχικές κορυφές του τετραπλεύ-
ρου ΑΒΓΔ (π.χ. οι Α, Β) είναι και κορυφές δύο ίσων εγ-
γεγραμμένων γωνιών (ΔÂΓ και ΔB̂Γ), που βαίνουν στο 
ίδιο τόξο Γ͡Δ, που ορίζει η απέναντι πλευρά ΓΔ (σχ.17).

Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραμμένου τετραπλεύρου 
ισούται με την απέναντι εσωτερική γωνία του.

ΠΟΡΙΣΜΑ

 6.6 	Τ ο εγγράψιμο τετράπλευρο

Ορισμός

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιμο όταν μπορεί να 
γραφεί κύκλος που να διέρχεται και από τις τέσσερις 
κορυφές του.

Η μελέτη των εγγράψιμων τετραπλεύρων προέκυψε από το 
ερώτημα αν τέσσερα σημεία του επιπέδου (ανά τρία μη συ-
νευθειακά) είναι ή όχι ομοκυκλικά.
Γνωρίζουμε βέβαια ότι τρία σημεία του επιπέδου μη συνευ-
θειακά ανήκουν στον ίδιο κύκλο, αυτό όμως δε συμβαίνει 
απαραίτητα και για τέσσερα σημεία, π.χ. οι κορυφές ενός 
τυχαίου παραλληλογράμμου, το οποίο δεν είναι ορθογώνιο, 
δεν είναι δυνατόν να ανήκουν στον ίδιο κύκλο, αφού οι απέ-
ναντι γωνίες του είναι ίσες και αν δεν είναι και οι δύο ορθές 
δεν θα είναι παραπληρωματικές.
Απομένει λοιπόν να καθορίσουμε κάτω από ποιες συνθή-
κες είναι τέσσερα σημεία ομοκυκλικά ή, ισοδύναμα, κάτω 
από ποιες προϋποθέσεις (κριτήρια) ένα τετράπλευρο είναι 
εγγράψιμο σε κύκλο.

Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο σε κύκλο, αν 
ισχύει μία από τις ακόλουθες προτάσεις:
	 i)	 Δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.
	ii)	 Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές 

υπό ίσες γωνίες.
	iii)	 Μία εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι 

εσωτερική γωνία του τετραπλεύρου.

Θεώρημα

Σχήμα 16

A

B

Γ

Δ

Σχήμα 17

B

A
Γ

Δ

Σχήμα 18

B

A
Γ

Δ
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 Απόδειξη

	 i)	 Έστω Â + Γ̂ = 2⌊. Φέρουμε τον κύκλο που ορίζουν 
τα σημεία Α, Β, Δ και τη χορδή του ΒΔ. Τα σημεία Α, 
Γ βρίσκονται εκατέρωθεν της ΒΔ, οπότε κάθε εγγε-
γραμμένη γωνία στο τόξο BΑ∆  ισούται με τη Γ̂, ενώ 
κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει στο Β ∆E  (σχ.19) 
ισούται με την παραπληρωματική της, δηλαδή την Â. 
Επομένως το Γ είναι σημείο του Β ∆E  και ομοκυκλικό 
με τα Α, Β, Δ.

	ii)	 Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ τέτοιο ώστε
	 ΔÂΓ = ΔB̂Γ = φ.
		  Τότε τα Α, Β ανήκουν στον γεωμετρικό τόπο των ση-

μείων του επιπέδου από τα οποία το τμήμα ΓΔ φαίνεται 
υπό ορισμένη γωνία φ. Ο γεωμετρικός αυτός τόπος εί-
ναι (βλ. §6.4) δύο συμμετρικά τόξα ως προς το ΓΔ. Τα 
Α, Β όμως βρίσκονται στο ίδιο μέρος της ΓΔ, συνεπώς 
ανήκουν στο ίδιο τόξο, επομένως τα σημεία Α, Β, Γ, Δ 
είναι ομοκυκλικά.

	iii)	 Έστω ότι xΓ̂Β = Â (σχ. 21), τότε Â + Γ̂ = 2⌊, επομένως 
το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο γιατί έχει δύο απέναντι 
γωνίες του παραπληρωματικές, λόγω του κριτηρίου i).

Σχήμα 19

A

B

Γ

Δ

Ε

Σχήμα 20

B

A
Γ

Δ

Σχήμα 21

B

A
Γ

Δ

x

  εφαρμογη








 1
η Περιγεγραμμένο και περιγράψιμο τετράπλευρο σε κύκλο

Ένα τετράπλευρο, του οποίου οι πλευρές εφάπτονται στον ίδιο κύκλο, λέγεται 
περιγεγραμμένο στον κύκλο αυτό, ενώ ο κύκλος λέγεται εγγεγραμμένος στο τε-
τράπλευρο αυτό.

(Α)	 Να αποδειχθούν οι ιδιότητες ενός περιγεγραμμένου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ:
		   i)  �Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο 

είναι το κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου.
		  ii)  �Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

(Β)	 Να αποδείξετε ότι για να είναι ένα τετράπλευρο περιγράψιμο σε κύκλο αρκεί 
να ισχύει μία από τις ακόλουθες προτάσεις:

		   i)  �Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από 
το ίδιο σημείο.

		  ii)  �Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του 
είναι ίσα. 

Απόδειξη

(Α)	 Απλή (βλ. σχ.22).

A
B

ΓΔ Η

Ε

μ

μν
ν

κ
κ λ

λ
Ζ

ΟΘ

Σχήμα 22
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(Β)	 i) Από το σημείο τομής Ο των διχοτόμων φέρουμε τις 
κάθετες ΟΕ, ΟΖ, ΟΗ, ΟΘ στις πλευρές του τετραπλεύ-
ρου ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα (σχ.23). Το Ο ως σημείο 
της διχοτόμου της γωνίας Â ισαπέχει από τις πλευρές της 
ΑΒ, ΑΔ, συνεπώς ΟΕ = ΟΘ. Ανάλογα έχουμε ότι ΟΕ = 
ΟΖ = ΟΗ, οπότε τα σημεία Ε, Ζ, Η, Θ ανήκουν σε κύκλο 
(Ο, ΟΕ) και το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι περιγράψιμο. 

		  ii) Έστω ότι ΑΒ + ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ (1). Θεωρούμε τις διχο-
τόμους των γωνιών Γ̂, Δ̂, οι οποίες τέμνονται στο σημείο 
Ο και από το Ο φέρουμε τις κάθετες στις πλευρές των 
γωνιών αυτών, ΟΘ⊥ΑΔ, ΟΗ⊥ΓΔ και ΟΖ⊥ΒΓ (σχ.24). 
Τότε ΟΘ = ΟΗ = ΟΖ και ο κύκλος (Ο, ΟΘ) εφάπτεται 
στις τρεις πλευρές του ΑΒΓΔ. Έστω ότι δεν εφάπτεται 
στην ΑΒ. Φέρουμε την εφαπτομένη από το Α στον κύκλο 
(Ο, ΟΘ) η οποία τέμνει την ευθεία ΒΓ σε σημείο Βʹ. Το 
τετράπλευρο ΑΒʹΓΔ είναι περιγεγραμμένο, οπότε

ΑΒʹ + ΓΔ = ΑΔ + ΒʹΓ       (2).
	 Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε ότι:

ΑΒ − ΑΒʹ = ΒΓ − ΒʹΓ    ή    ΑΒ = ΑΒʹ + ΒΒʹ,
	 το οποίο είναι άτοπο, επομένως ο κύκλος εφάπτεται και στην πλευρά ΑΒ.

Ε
A

B

Δ Η Γ

Ζ
ΟΘ

A

B

Δ Η Γ

Ζ
ΟΘ

B′

Σχήμα 23

Σχήμα 24

Να αποδειχθεί ότι κάθε ισοσκελές τραπέζιο είναι εγγράψιμο.

Απόδειξη

Αν το ΑΒΓΔ (σχ.25) είναι ισοσκελές τραπέζιο θα είναι Â = B̂, 
Γ̂ = Δ̂ και Â + Δ̂ = B̂ + Γ̂ = 2⌊.
Επομένως θα είναι και Â + Γ̂ = 2⌊, οπότε είναι εγγράψιμο.

A B

ΓΔ

  εφαρμογη








 2
η

Σχήμα 25

Να αποδειχθεί ότι οι διχοτόμοι των γωνιών ενός τε-
τραπλεύρου σχηματίζουν εγγράψιμο τετράπλευρο.

Απόδειξη

Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ και Α1Β1Γ1Δ1 το τετράπλευρο 
που σχηματίζουν οι διχοτόμοι των γωνιών του (σχ.26). 
Τότε έχουμε ότι

Β1Â1Δ1 = ΑÂ1Δ = 2⌊ –   



















Â + Δ̂
2

   και   Δ1Γ̂1Β1 = ΒΓ̂1Γ = 2⌊ –  



















B̂ + Γ̂
2

.

Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε ότι

Β1Â1Δ1 + Δ1Γ̂1Β1 = 4⌊–  



















Â + B̂ + Γ̂ + Δ̂
2

 = 2⌊,

επομένως το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο.

A
B

ΓΔ

Α1

Δ1

Γ1

Β1

  εφαρμογη








 3
η

Σχήμα 26
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Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Σε ένα εγγεγραμμένο τετράπλευρο:

	 i)	 Τα αθροίσματα των απέναντι  
γωνιών είναι ίσα.	  Σ       Λ

	 ii)	 Κάθε πλευρά φαίνεται  
από τις απέναντι κορυφές  
υπό ίσες γωνίες.	  Σ       Λ

	 Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) 
καθεμία από τις προηγούμενες προτάσεις 
και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

2.	 Αν ΑΒΓΔ εγγεγραμμένο σε κύκλο τετρά-
πλευρο τότε:

	 α. Â + Γ̂εξ = 2⌊             β. Â = Γ̂
	 γ. Â = Δ̂εξ          δ. Â = Γ̂εξ          ε. B̂ = Δ̂
	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντη-

σης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.
3.	 Από τέσσερα μη συνευθειακά σημεία δι-

έρχεται πάντοτε ένας κύκλος;
4.		  i)	� Πότε ένα τετράπλευρο λέγεται εγγρά-

ψιμο;
	 ii)	 Αν οι μεσοκάθετοι των πλευρών ενός 

τετραπλεύρου διέρχονται από το ίδιο 
σημείο, τότε το τετράπλευρο είναι εγ-
γράψιμο;

	 Δικαιολογήστε την απάντησή σας.
5.	 Ποια είναι τα κριτήρια για να είναι ένα 

τετράπλευρο εγγράψιμο;
6.	 Ποια από τα τετράπλευρα: παραλληλό-

γραμμο, ορθογώνιο, ρόμβος, τετράγωνο 
και τραπέζιο είναι εγγράψιμα;

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σε ένα εγγράψιμο τετράπλευρο ΑΒΓΔ εί-

ναι Â = 120° και B̂εξ = 80°. Να βρείτε τις 
γωνίες B̂, Γ̂ και Δ̂ του τετραπλεύρου.

2.	 Αν ένας ρόμβος είναι εγγεγραμμένος σε 
κύκλο, να αποδείξετε ότι είναι τετράγωνο.

3.	 Να αποδείξετε ότι κάθε εγγεγραμμένο πα-
ραλληλόγραμμο είναι ορθογώνιο.

4.	 Να αποδείξετε ότι κάθε περιγεγραμμέ-
νο παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος, του 
οποίου οι διαγώνιοι τέμνονται στο κέντρο 
του εγγεγραμμένου κύκλου.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Δύο κύκλοι τέμνονται στα σημεία Α και Β. 
Από τα Α και Β φέρουμε ευθείες που τέ-
μνουν τον ένα κύκλο στα Γ και Γʹ και τον 
άλλο στα Δ και Δʹ αντίστοιχα. Να αποδεί-
ξετε ότι ΓΓʹ//ΔΔʹ.

2.	 Ένας κύκλος (Κ) διέρχεται από τις κορυ-
φές Β και Γ τριγώνου ΑΒΓ και τέμνει τις 
πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα σημεία Δ, Ε αντίστοι-
χα. Να αποδείξετε ότι η ΔΕ είναι παράλ-
ληλη προς την εφαπτομένη ε του περιγε-
γραμμένου κύκλου στο Α.

3.	 Να αποδείξετε ότι τα ύψη ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ 
ενός τριγώνου ΑΒΓ διχοτομούν τις γωνί-
ες του τριγώνου ΔΕΖ.

4.	 Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες στα 
άκρα δύο κάθετων χορδών κύκλου σχη-
ματίζουν εγγράψιμο τετράπλευρο.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ο περιγεγραμμέ-
νος κύκλος του (Ο, R). Αν ΒΔ και ΓΕ εί-
ναι ύψη του τριγώνου ΑΒΓ να αποδείξετε 
ότι ΟΑ⊥ΔΕ (Θεώρημα Nagel).

2.	 Δίνεται μία χορδή ΒΓ ενός κύκλου (O, R) 
και οι εφαπτόμενες ε1 και ε2 στα άκρα της. 
Από ένα τυχαίο σημείο Μ της ΒΓ φέρουμε 
κάθετη στην ΟΜ, που τέμνει τις ε1 και ε2 
στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να απο-
δείξετε ότι ΔΜ = ΜΕ.

3.	 Να αποδείξετε ότι οι προβολές κάθε ση-
μείου του περιγεγραμμένου κύκλου τριγώ-
νου πάνω στις πλευρές του είναι σημεία 
συνευθειακά (ευθεία Simson).

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος 
του ΑΔ. Αν οι περιγεγραμμένοι κύκλοι 
των τριγώνων ΑΔΒ και ΑΔΓ τέμνουν τις 
πλευρές ΑΓ και ΑΒ στα σημεία Ε και Ζ 
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΓΕ = ΒΖ.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση
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Να εξετασθεί η ύπαρξη κύκλου που διέρχεται από:
  i)	 δύο δοσμένα σημεία,
 ii)	 τρία δοσμένα σημεία,
iii)	 τέσσερα δοσμένα σημεία,
και η μοναδικότητά του σε καθεμία από τις παραπάνω περι-
πτώσεις.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

 6.7 	� Γεωμετρικοί τόποι και γεωμετρικές 
κατασκευές με τη βοήθεια  
των γεωμετρικών τόπων

Σε προηγούμενα κεφάλαια συναντήσαμε ορισμένους βασι-
κούς γεωμετρικούς τόπους, όπως ο κύκλος, η μεσοκάθετος 
ενός ευθύγραμμου τμήματος, η διχοτόμος μίας γωνίας, η 
μεσοπαράλληλος δύο παράλληλων ευθειών και τέλος το 
τόξο γνωστής χορδής ΑΒ, τα σημεία του οποίου βλέπουν 
το τμήμα ΑΒ υπό δοσμένη γωνία φ.
Οι γεωμετρικοί αυτοί τόποι μας είναι χρήσιμοι στη λύση 
προβλημάτων γεωμετρικών κατασκευών. Ας δούμε ένα πα-
ράδειγμα.

A

Δ

Ε
A1

B

Η

Ζ

Ο

Ο′

Γ

A′ A′1

τ

τ΄

υυ

υ

ε′

ε

Σχήμα 27

προβλημα









 1 Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ που έχει ΒΓ = α, ύψος ΑΔ = υ και γωνία Â = ω, 

όπου α, υ γνωστά τμήματα και ω γνωστή γωνία.

Λύση

Ανάλυση. Έστω ΑΒΓ το ζητούμενο τρίγωνο (σχ.27) 
που έχει ΒΓ = α, ύψος ΑΔ = υ και γωνία Â = ω. Επειδή 
Â = ω η κορυφή Α βλέπει γνωστό τμήμα ΒΓ υπό γνω-
στή γωνία, άρα είναι σημείο του γεωμετρικού τόπου Τ1 
που αποτελείται από τα τόξα τ͡  και τ͡ ʹ, που γράφονται με 
χορδή τη ΒΓ εκατέρωθεν αυτής και δέχονται το καθένα 
γωνία ω. Επίσης, αφού το Α απέχει από τη ΒΓ γνωστή 
απόσταση υ, είναι σημείο του γεωμετρικού τόπου Τ2 
που αποτελείται από δύο ευθείες παράλληλες προς τη 
ΒΓ και εκατέρωθεν αυτής σε απόσταση υ. Άρα η κορυ-
φή Α είναι η τομή των γεωμετρικών τόπων Τ1 και Τ2.

Σύνθεση. Με χορδή τμήμα ΒΓ = α γράφουμε τα τόξα τ͡  και τ͡ ʹ, που δέχονται γωνία 
ω. Στη συνέχεια σε απόσταση ΖΗ = υ από τη ΒΓ και εκατέρωθεν αυτής φέρουμε 
ευθείες ε, εʹ//ΒΓ που τέμνουν τα τόξα τ͡  και τ͡ ʹ. Αν Α είναι ένα από τα σημεία τομής 
των Τ1, Τ2, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι το ζητούμενο.
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Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των μέσων των χορδών δοσμέ-
νου κύκλου που:
  i)	 είναι παράλληλες σε δοσμένη ευθεία ή
 ii)	 ισαπέχουν από το κέντρο του κύκλου ή
iii)	 συντρέχουν σε ένα σημείο.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Στη συνέχεια δίνουμε ορισμένα ακόμα παραδείγματα γε-
ωμετρικών κατασκευών με τη βοήθεια των γεωμετρικών 
τόπων.

Απόδειξη. Το τρίγωνο ΑΒΓ, από την κατασκευή έχει ΒΓ = α, ύψος ΑΔ = υ και γωνία 
Â = ω, αφού το Α είναι σημείο π.χ. του τόξου τ͡  τα σημεία του οποίου βλέπουν το 
ΒΓ υπό γωνία ω.
Διερεύνηση. Για να υπάρχει λύση πρέπει οι γεωμετρικοί τόποι Τ1 και Τ2 να έχουν 
κοινά σημεία. Έτσι, αν ΑΔ < ΕΖ η ευθεία ε τέμνει το τόξο τ͡  σε δύο σημεία Α και 
Α1 και η εʹ τέμνει το τ͡ ʹ στα Αʹ και Α1́, οπότε έχουμε τέσσερα τρίγωνα τα οποία είναι 
ίσα μεταξύ τους (τρεις πλευρές ίσες), οπότε θεωρούμε ότι έχουμε μία λύση. Αν ΑΔ 
= ΕΖ, η ε έχει ένα κοινό σημείο με το τ͡ , το Ε, οπότε έχουμε ως λύση το ισοσκελές 
τρίγωνο ΕΒΓ και η εʹ έχει ένα κοινό σημείο με το τ͡ ʹ, το Εʹ, οπότε έχουμε ως λύση το 
ισοσκελές τρίγωνο ΕʹΒΓ. Τα τρίγωνα αυτά όμως είναι ίσα, οπότε έχουμε μία μόνο 
λύση. Τέλος, αν ΑΔ > ΕΖ δεν υπάρχουν κοινά σημεία των Τ1, Τ2 και το πρόβλημα 
είναι αδύνατο.

ΣΧΟΛΙΟ
Στο παραπάνω πρόβλημα, για να κατασκευάσουμε το τρίγωνο ΑΒΓ, 
του οποίου γνωρίζουμε την πλευρά ΒΓ = α, πρέπει να προσδιορίσου-
με ακόμα την κορυφή Α. Η κορυφή αυτή έχει δύο ιδιότητες:
 i)	 βλέπει το τμήμα ΒΓ υπό γνωστή γωνία ω και
ii)	 απέχει από την πλευρά ΒΓ, γνωστή απόσταση υ.
Επομένως το Α είναι η τομή των δύο γεωμετρικών τόπων, τόξου και 
ευθείας αντίστοιχα.
Γενικά, όταν ένα πρόβλημα είναι ή ανάγεται στον προσδιορισμό ενός 
σημείου, τότε βρίσκουμε δύο γεωμετρικούς τόπους Τ1, Τ2 στους οποί-
ους οφείλει, σύμφωνα με τα δεδομένα, να βρίσκεται το σημείο αυτό 
και η τομή των Τ1, Τ2 είναι το ζητούμενο σημείο.
Η μέθοδος της χρησιμοποίησης των γεωμετρικών τόπων στη λύση 
προβλημάτων γεωμετρικών κατασκευών ανάγεται στον Πλάτωνα.
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Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου δίνονται η υποτείνουσα 
ΒΓ = α και μία κάθετη πλευρά του ΑΒ = γ, όπου α και γ γνωστά τμήματα.

Λύση

Ανάλυση. Ας υποθέσουμε ότι ΑΒΓ είναι το ζητούμενο τρί-
γωνο με Â = 1⌊, ΒΓ = α και ΑΒ = γ (σχ.28). Ας θεωρήσου-
με γνωστή την πλευρά ΒΓ. Το σημείο Α:
	 i)	 απέχει απόσταση γ από το Β, άρα ανήκει στον κύκλο 

(Β, γ), και
	ii)	 βλέπει το ΒΓ υπό ορθή γωνία, άρα ανήκει στον κύκλο 

διαμέτρου ΒΓ. 
Σύνθεση. Κατασκευάζουμε τους δύο κύκλους (σχ.28) οι οποίοι τέμνονται στα A και 
Αʹ. Σχηματίζονται δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒΓ που είναι λύσεις του προβλήματος 
σε διαφορετικές θέσεις.
Απόδειξη. Το τρίγωνο που κατασκευάσαμε έχει Â = 1⌊, επειδή βαίνει σε ημικύκλιο, 
και ΑΒ = γ ως ακτίνα του κύκλου (Β, γ).
Διερεύνηση. Για να υπάρχει λύση πρέπει οι δύο κύκλοι να τέμνονται, το οποίο συμ-
βαίνει όταν α > γ. Όταν α ≤ γ, είναι φανερό ότι το πρόβλημα δεν έχει λύση.

Δίνεται κύκλος (Ο, R) και σημείο Σ εκτός αυτού. Να κατασκευασθεί εφαπτομένη 
του κύκλου η οποία να διέρχεται από το Σ.

Λύση

Ανάλυση. Ας υποθέσουμε ότι ΣΑ είναι μία εφαπτομένη 
του κύκλου από το Σ, όπου Α το σημείο επαφής (σχ.29). 
Φέρουμε την ακτίνα ΟΑ, οπότε η γωνία ΟÂΣ είναι ορθή 
και επομένως το Α είναι σημείο του γνωστού κύκλου (Κ) 
με διάμετρο το γνωστό τμήμα ΟΣ. Άρα το Α είναι κοινό 
σημείο του (O, R) και του (Κ). Επομένως το Α προσδιο-
ρίζεται, οπότε προσδιορίζεται και η ΣΑ. 
Σύνθεση. Με διάμετρο ΟΣ γράφουμε κύκλο (Κ), ο οποί-
ος τέμνει τον (O, R) στα σημεία Α και Αʹ. Φέρουμε τις ευθείες ΣΑ και ΣΑʹ οι οποίες 
είναι οι ζητούμενες εφαπτόμενες.
Απόδειξη. Είναι ΟÂΣ = ΟÂʹΣ = 1⌊, ως εγγεγραμμένες στον κύκλο (Κ) οι οποίες 
βαίνουν σε ημικύκλια. Άρα οι ακτίνες ΟΑ και ΟΑʹ είναι κάθετες αντίστοιχα στις ΣΑ 
και ΣΑʹ και επομένως οι ΣΑ και ΣΑʹ είναι εφαπτόμενες του κύκλου (O, R).
Διερεύνηση. Το πρόβλημα έχει πάντοτε δύο λύσεις, γιατί οι κύκλοι (Κ) και (O, R) 
τέμνονται αφού ο (Κ) διέρχεται από το εσωτερικό σημείο Ο και από το εξωτερικό 
σημείο Σ του (O, R).

γ
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B Γ

A
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  προβλημα









 2

  προβλημα
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Σχήμα 28

Σχήμα 29
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Συμπέρασμα:
Από οποιοδήποτε εξωτερικό σημείο ενός κύκλου φέρο-
νται ακριβώς δύο ευθείες εφαπτόμενες στον κύκλο.

► Κοινή εφαπτομένη δύο κύκλων

Ας θεωρήσουμε δύο κύκλους (K1) και (Κ2). Μία ευθεία που 
εφάπτεται και στους δύο κύκλους λέγεται κοινή εφαπτομέ-
νη τους. Μία κοινή εφαπτομένη δύο κύκλων (σχ.30) χαρα-
κτηρίζεται ως εξωτερική, όπως η ε1, όταν οι κύκλοι είναι 
προς το ίδιο μέρος της και ως εσωτερική, όπως η ε2, όταν 
οι κύκλοι βρίσκονται εκατέρωθεν αυτής.
Στο επόμενο πρόβλημα δίνουμε την κατασκευή των κοινών 
εξωτερικών εφαπτομένων δύο κύκλων.Σχήμα 30

ε1
ε2

Ο1 Ο2

(Κ2)(Κ1)

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 4 Δίνονται δύο κύκλοι (Ο1, ρ), (Ο2, R) με R > ρ και Ο1Ο2 > R – ρ. Να κατασκευά-

σετε τις κοινές εξωτερικές εφαπτόμενές τους.

Λύση

Ανάλυση. Έστω ΑΒ μία κοινή εξωτερική εφαπτομέ-
νη των κύκλων (Ο1, ρ), (Ο2, R), όπου Α, Β τα ση-
μεία επαφής της με τους κύκλους αυτούς αντίστοιχα 
(σχ.31). Τότε οι ακτίνες Ο1Α, Ο2Β είναι κάθετες στην 
ΑΒ και επομένως παράλληλες. Από το Ο1 φέρουμε 
την παράλληλη προς την ΑΒ, που τέμνει την Ο2Β 
στο Γ, οπότε το τετράπλευρο ΑΒΓΟ1 είναι ορθογώ-
νιο. Έτσι Ο1Γ⊥Ο2Γ οπότε ο κύκλος κέντρου Ο2 και ακτίνας Ο2Γ = Ο2Β – ΒΓ = 
Ο2Β – Ο1Α = R – ρ εφάπτεται στην Ο1Γ στο Γ.

Σύνθεση. Με κέντρο Ο2 και ακτίνα R – ρ γράφουμε κύκλο και από το Ο1 φέρουμε 
τις εφαπτόμενες του Ο1Γ και Ο1Γʹ αντίστοιχα. Φέρουμε τις Ο2Γ, Ο2Γʹ που τέμνουν 
τον κύκλο (Ο2, R) στα Β, Βʹ και στη συνέχεια φέρουμε τις ακτίνες Ο1Α, Ο1Αʹ του 
κύκλου (Ο1, ρ) παράλληλες προς τις Ο2Β, Ο2Βʹ αντίστοιχα. Τότε οι ευθείες ΑΒ και 
ΑʹΒʹ είναι οι ζητούμενες κοινές εξωτερικές εφαπτόμενες των κύκλων.

Απόδειξη. Το τετράπλευρο ΑΒΓΟ1 έχει, από την κατασκευή, Ο1Α//ΓΒ και ΓΒ = 
Ο2Β – Ο2Γ = R – (R – ρ) = Ο1Α, δηλαδή Ο1Α=//ΓΒ, οπότε είναι παραλληλόγραμμο. 
Επειδή η γωνία του Γ̂ είναι ορθή, αφού η Ο1Γ είναι εφαπτομένη του κύκλου (Ο2, 
R – ρ) το ΑΒΓΟ1 είναι ορθογώνιο. Άρα οι ακτίνες Ο1Α και Ο2Β είναι κάθετες στην 
ΑΒ και επομένως η ΑΒ είναι κοινή εφαπτομένη των δύο κύκλων. Η ΑΒ είναι εξωτε-
ρική εφαπτομένη αφού οι κύκλοι είναι προς το ίδιο μέρος της. Όμοια αποδεικνύεται 
ότι και η ΑʹΒʹ είναι κοινή εξωτερική εφαπτομένη.

A

B

Γ

A′

B′

Γ′

Ο1 Ο2

Σχήμα 31
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Διερεύνηση. Από την προηγούμενη κατασκευή προκύπτει ότι το πρόβλημα έχει 
λύση όταν είναι δυνατή η χάραξη των εφαπτομένων Ο1Γ και Ο1Γʹ από το Ο1 προς τον 
κύκλο (Ο2, R – ρ). Αυτό όμως είναι δυνατό όταν το Ο1 είναι εξωτερικό σημείο του 
κύκλου (Ο2, R – ρ), το οποίο ισχύει αφού από την υπόθεση έχουμε ότι Ο1Ο2 > R – ρ.
Επομένως, όταν Ο1Ο2 > R – ρ υπάρχουν δύο εξωτερικές κοινές εφαπτόμενες των 
κύκλων (Ο1, ρ) και (Ο2, R).

Δίνονται δύο κύκλοι (Ο1, ρ) και (Ο2, R) με O1Ο2 > R + ρ. Να κατασκευάσετε τις κοινές εσωτερικές 
εφαπτόμενές τους. Στη συνέχεια να εξετάσετε το πλήθος των κοινών εσωτερικών και εξωτερικών 
εφαπτομένων δύο κύκλων ανάλογα με τις σχετικές θέσεις τους.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των ση-
μείων του επιπέδου που

	 i)	 έχουν απόσταση ρ από ένα σταθερό 
σημείο Ο,

	 ii)	 ισαπέχουν από δύο σταθερά σημεία Α 
και Β,

	iii)	 έχουν απόσταση λ από μία ορισμένη 
ευθεία ε,

	 iv)	 ισαπέχουν από τις πλευρές μίας γω-
νίας,

	 v)	 ισαπέχουν από δύο τεμνόμενες ευθεί-
ες,

	 vi)	 ισαπέχουν από δύο παράλληλες ευ-
θείες,

	vii)	 βλέπουν ένα δοσμένο τμήμα ΑΒ υπό 
ορισμένη γωνία ω.

2.	 Ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ κατασκευ-
άζεται όταν δίνονται:

	 i)	 δύο κάθετες πλευρές του.	  Σ       Λ
	 ii)	 μία κάθετη πλευρά του  

και η υποτείνουσα.	  Σ       Λ
	iii)	 μία οξεία γωνία του.	  Σ       Λ
	 iv)	 η υποτείνουσα και  

μία οξεία γωνία του.	  Σ       Λ
	 v)	 η διάμεσος που αντιστοιχεί  

στην υποτείνουσα και  
η υποτείνουσα.	  Σ       Λ

	 Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) 
καθεμία  από τις  προηγούμενες προτάσεις 
και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των θέ-

σεων:
	 i)	 του δρομέα που κινείται σε ένα ευ-

θύγραμμο διάδρομο ισαπέχοντας από 
τις πλευρές του,

	 ii)	 ενός τεχνητού δορυφόρου της Γης που 
κινείται σε απόσταση 10km πάνω από 
αυτή.

2.	 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέ-
ντρων των κύκλων γνωστής ακτίνας: 

	 i)	 που κυλίονται στο εσωτερικό ενός με-
γαλύτερου γνωστού κύκλου,

	 ii)	 που διέρχονται από ένα σταθερό ση-
μείο.

3.	 Το σημείο στο οποίο είναι κρυμμένος ένας 
θησαυρός απέχει 4m από ένα δέντρο Δ και 
ισαπέχει από δύο άλλα δέντρα Α και Β. 
Να βρεθεί η θέση του θησαυρού.

4.	 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των μέ-
σων των ακτίνων δοσμένου κύκλου.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος της κορυ-

φής Α της ορθής γωνίας ορθογώνιου τρι-
γώνου ΑΒΓ που έχει δοσμένη υποτείνουσα.

2.	 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των προ-
βολών του δοσμένου σημείου Α πάνω στις 
ευθείες που διέρχονται από δοσμένο ση-
μείο Β.

3.	 Δίνεται ορθή γωνία xÔy και σημείο Α στο 
εσωτερικό της. Οι κορυφές Β και Γ ενός 
ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (Â = 1⌊) κι-
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νούνται πάνω στις Oy και Ox αντίστοιχα.
	 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του μέσου 

Μ της υποτείνουσας ΒΓ.
4.	 Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο 

ΑΒΓ (Â = 1⌊) του οποίου δίνονται:
	 i)	 η διάμεσος ΑΜ = μ και μία κάθετη 

πλευρά.
	 ii)	 η διάμεσος ΑΜ = μ και το ύψος ΑΔ = λ.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Από ένα μεταβλητό σημείο Ρ της πλευράς 

ΒΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε ευθείες 
παράλληλες προς τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ 
που τέμνουν τις ΑΓ και ΑΒ στα σημεία Ε 

και Ζ αντίστοιχα. Να βρείτε το γεωμετρι-
κό τόπο του μέσου Μ του ΖΕ.

2.	 Να κατασκευάσετε τρίγωνο ΑΒΓ του οποί-
ου δίνονται:

	 i)	 η πλευρά ΒΓ = λ, η γωνία Â = ω και 
η διάμεσος ΑΜ = μ.

	 ii)	 η πλευρά ΒΓ = λ, η γωνία Â = ω και 
η διάμεσος ΒΝ = μ.

3.	 Να κατασκευάσετε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ 
που έχει πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ ίσες 
με τα γνωστά τμήματα κ, λ, μ, ν αντίστοι-
χα, και η γωνία του Â είναι ίση με δοσμέ-
νη γωνία ω.

1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ ορθογώνιο στο Α. 
Από τα άκρα Β, Γ της υποτείνουσας ΒΓ 
φέρουμε κάθετες Βx και Βy στη ΒΓ και 
προς το ίδιο μέρος της ΒΓ. Από το μέσο Μ 
της ΒΓ φέρουμε κάθετη στην ΑΓ, που τέ-
μνει την Γy στο Ε και κάθετη στην ΑΒ που 
τέμνει την Βx στο Δ. Να αποδειχθεί ότι:

	 i)	 τα σημεία Δ, Α, Ε είναι συνευθειακά,
	 ii)	 τα τετράπλευρα ΑΔΒΜ και ΑΜΓΕ εί-

ναι εγγράψιμα σε κύκλο,
	iii)	 ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώ-

νου ΔΜΕ εφάπτεται στη ΒΓ.
2.	 Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει σταθερή την πλευ-

ρά ΒΓ και η κορυφή Α μεταβάλλεται έτσι, 
ώστε η διαφορά των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 
να είναι σταθερή. Αν Μ είναι η προβολή 
της κορυφής Β πάνω στη διχοτόμο ΑΔ της 
γωνίας Â, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος 
του Μ.

3.	 Να κατασκευάσετε τρίγωνο ΑΒΓ από τις 
γωνίες B̂ = ω, Γ̂ = φ και την περίμετρό 
του δ.

4.	 Δίνεται κύκλος (Ο, R) και σημείο Α εκτός 
αυτού. Από το Α να φέρετε ευθεία, που τέ-
μνει τον κύκλο στα Β, Γ ώστε το Β να εί-
ναι μέσο του ΑΓ.

5.	 Δίνεται εγγράψιμο τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Με 

χορδές τις πλευρές του γράφουμε μέσα σε 
αυτό τόξα, που τέμνονται ανά δύο στα 
σημεία Ε, Ζ, Η, Θ. Να αποδείξετε ότι το 
ΕΖΗΘ είναι εγγράψιμο. (Οι έξι κύκλοι 
του Miquel).

6.	 Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία 
Δ, Ε, Ζ των πλευρών του ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι περι-
γεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων ΑΖΕ, 
ΒΖΔ και ΓΕΔ διέρχονται από το ίδιο ση-
μείο.

7.	 Έστω ΑΒΓΔ ρόμβος και Ε, Ζ σημεία των 
ΑΓ, ΒΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι 
ευθείες ΒΕ, ΔΕ, ΓΖ και ΑΖ σχηματίζουν 
εγγράψιμο τετράπλευρο.

8.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ορθόκεντρο 
του Η. Αν Μ1, Μ2, Μ3 είναι τα μέσα των 
ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα, ΑΗ1, ΒΗ2, ΓΗ3 τα 
ύψη του και Ζ1, Ζ2, Ζ3 τα μέσα των ΗΑ, 
ΗΒ, ΗΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:

	 i)	 το τετράπλευρο Η1Μ1Μ2Μ3 είναι εγ-
γράψιμο,

	 ii)	 το τετράπλευρο Ζ1Η1Μ1Μ2 είναι εγ-
γράψιμο,

	iii)	 τα σημεία Mi, Hi, Zi, i = 1, 2, 3 είναι 
ομοκυκλικά (Κύκλος των 9 σημείων 
ή κύκλος του Εuler).

 γενικες





 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

Ισ
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 Εγγεγραμμένη γωνία

	 i)	� Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό της αντίστοιχης επί-
κεντρης.

	ii)	� Η γωνία χορδής και εφαπτομένης ισούται με την εγγεγραμμένη που 
βαίνει στο τόξο της χορδής.

 Εγγεγραμμένο τετράπλευρο

Ιδιότητες

	 i)	 Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.
	ii)	 Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γω-

νίες.
	iii)	� Κάθε εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι εσωτερική 

γωνία του τετραπλεύρου.

 Εγγράψιμο τετράπλευρο

Κριτήρια

Ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιμο σε κύκλο, αν ισχύει μία από τις ακό-
λουθες προτάσεις:
	 i)	 Δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.
	ii)	 Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γω-

νίες.
	iii)	� Μία εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι εσωτερική γω-

νία του τετραπλεύρου.

 Περιγεγραμμένο τετράπλευρο

Ιδιότητες

	 i)	� Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο, το 
οποίο είναι το κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου.

	ii)	� Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

 Περιγράψιμο τετράπλευρο

Κριτήρια

Ένα τετράπλευρο είναι περιγράψιμο αν ισχύει μία από τις ακόλουθες 
προτάσεις:
	 i)	 Οι διχοτόμοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σημείο.
	ii)	 Τα αθροίσματα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

 Γεωμετρικοί τόποι και γεωμετρικές κατασκευές

α
ν

α
κ

ε
φα


λ

αιωση
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7
ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε αρχικά τα ευθύγραμμα τμήματα. Θα εισαγάγουμε την 
έννοια του λόγου ευθύγραμμων τμημάτων, απ’ όπου θα προκύψει η έννοια της μέτρησης και 
του μέτρου ευθύγραμμου τμήματος.
Στη συνέχεια θα αποδειχθούν οι βασικές προτάσεις του κεφαλαίου που είναι το θεώρημα του 
Θαλή και το θεώρημα των Διχοτόμων ενός τριγώνου.

Βασίλη Καντίνσκυ (Ρώσος, 1866 - 1944),  
«Μέσα στο μαύρο τετράγωνο» 1923.
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 7.1 	Ε ισαγωγή

Μέγεθος γενικά λέγεται οτιδήποτε επιδέχεται αύξηση ή 
ελάττωση. Γεωμετρικά μεγέθη λέγονται τα μεγέθη που 
εξετάζονται από τη Γεωμετρία. Τέτοια είναι τα ευθύγραμμα 
τμήματα, οι γωνίες, τα τόξα, οι επιφάνειες επίπεδων σχημά-
των, οι όγκοι των στερεών κτλ.
Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τα απλούστερα γε-
ωμετρικά μεγέθη, τα ευθύγραμμα τμήματα.
Αρχικά θα διαιρέσουμε δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα σε ν 
ίσα μέρη.

 7.2 	� Διαίρεση ευθύγραμμου τμήματος  
σε ν ίσα μέρη

Έστω ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, το οποίο θέλουμε να διαι-
ρέσουμε σε ν ίσα μέρη (ν ≥ 2). 
Φέρουμε τυχαία ημιευθεία Αx, διαφορετική από την ΑΒ και 
παίρνουμε με το διαβήτη πάνω σε αυτή ν διαδοχικά ίσα τμή-
ματα ΑΜ1 = M1M2 = ... = Μν-1Μν.
Έπειτα φέρουμε το τμήμα ΜνΒ και από τα σημεία Μ1, Μ2, 
..., Μν-1 φέρουμε παράλληλες προς τη ΜνΒ που τέμνουν το 
ΑΒ στα σημεία Ρ1,Ρ2, ..., Ρν-1 αντίστοιχα. Οι παράλληλες αυ-
τές, σύμφωνα με το θεώρημα III, §5.6, ορίζουν ν ίσα τμήμα-
τα πάνω στην ΑΒ. Επομένως τα ν ίσα ευθύγραμμα τμήματα 
ΑΡ1, Ρ1Ρ2, ..., Ρν-1Β είναι τα ζητούμενα. 
Στη συνέχεια θα ορίσουμε, γενικά, το γινόμενο ευθύγραμ-
μου τμήματος με οποιονδήποτε ρητό αριθμό και το λόγο δύο 
ευθύγραμμων τμημάτων.

 7.3 	� Γινόμενο ευθύγραμμου τμήματος με 
αριθμό - Λόγος ευθύγραμμων τμημάτων

• �Όπως είδαμε στην §2.8, αν ΑΒ = α ευθύγραμμο τμήμα και 
ν φυσικός αριθμός, ονομάζουμε γινόμενο του τμήματος 
ΑΒ επί το φυσικό αριθμό ν το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ, το 
οποίο είναι το άθροισμα ν ευθύγραμμων τμημάτων ίσων 
προς το ΑΒ = α. Γράφουμε ΓΔ = ν ∙ ΑΒ.

• �Αν χωρίσουμε, όπως παραπάνω, το ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΒ = α σε ν ίσα μέρη καθένα από τα ν ίσα τμήματα τα 

παριστάνουμε με ΑΒ
ν

  ή  1
ν

 ∙ ΑΒ. Ένα ευθύγραμμο τμήμα 
ΕΖ λέγεται υποδιαίρεση (ή υποπολλαπλάσιο) του ΑΒ αν 

Σχήμα 1

A
Ρ1 Ρ2 Ρν-1

Μ1 Μ2

Μν-1
Μν

B

x

Σχήμα 2

α α α α
ν φορές

Γ Δ
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υπάρχει ένας φυσικός αριθμός ν ώστε ΕΖ = ΑΒ
ν

.

• �Αν μ είναι ένας θετικός ακέραιος και προσθέσουμε μ τέ-

τοια τμήματα προκύπτει το τμήμα Γ∆ ΑΒ ΑΒ= 





 =µ

ν
µ
ν

1 .

Ονομάζουμε λοιπόν γινόμενο του ευθύγραμμου τμήματος 

ΑΒ επί το θετικό ρητό αριθμό q = 
μ
ν  το ευθύγραμμο τμή-

μα ΓΔ, το οποίο είναι το άθροισμα μ ευθύγραμμων τμημά-

των ίσων με 1
ν

 ΑΒ.

Γράφουμε ΓΔ = q ∙ AB.

Ορίζουμε ότι το γινόμενο ευθύγραμμου τμήματος επί τον 
αριθμό q = 0 είναι το μηδενικό ευθύγραμμο τμήμα. 

Αποδεικνύεται ότι για ένα δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΒ και ένα θετικό άρρητο αριθμό ρ υπάρχει πάντοτε ένα 
ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ τέτοιο, ώστε ΓΔ = ρ ∙ ΑΒ. Η κα-
τασκευή όμως, τέτοιων ευθύγραμμων τμημάτων με τον 
κανόνα και το διαβήτη δεν είναι πάντοτε δυνατή.

• �Έστω δύο μη μηδενικά ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ. 
Αν υπάρχει ευθύγραμμο τμήμα ΚΛ και φυσικοί αριθμοί 
μ, ν τέτοιοι ώστε να ισχύει: ΑΒ = ν ∙ ΚΛ και ΓΔ = μ ∙ ΚΛ 
τα δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγονται σύμμετρα. Το ΚΛ 
λέγεται κοινό μέτρο των ΑΒ και ΓΔ.

Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι αν τα τμήματα ΑΒ και 
ΓΔ είναι σύμμετρα, τότε θα υπάρχει ένας θετικός ρητός 

αριθμός q =  μ
ν

 τέτοιος, ώστε ΓΔ = q ∙ ΑΒ. Ο αριθμός q 
λέγεται λόγος των δύο τμημάτων και γράφεται με μορφή 

κλάσματος, δηλαδή q =  ΓΔ
ΑΒ

 .

ΣΧΟΛΙΟ

Η γραφή 
ΓΔ
ΑΒ

 δεν σημαίνει δι-

αίρεση ευθύγραμμων τμημάτων 
αλλά είναι συμβολική γραφή της 
ισότητας ΓΔ = q ∙ AB. Σημαίνει 
διαίρεση όταν τα θεωρήσουμε 
πάνω στην ίδια ευθεία.

Σχήμα 3

μ φορές

1/να 1/να 1/ναΓ Δ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Το κοινό μέτρο δεν είναι μοναδικό γιατί κάθε υποδιαίρεση του ΚΛ 
είναι κοινό υποπολλαπλάσιο των ΑΒ και ΓΔ. Επίσης είναι φανερό ότι 
δύο σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα είναι (ακέραια) πολλαπλάσια 
κάθε κοινού τους μέτρου.
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Δύο ευθύγραμμα τμήματα που δεν είναι σύμμετρα λέγονται 
ασύμμετρα. Θα λέμε επίσης ότι ο λόγος τους είναι άρρητος 
αριθμός. Τέτοιες περιπτώσεις δεν είναι σπάνιες. Θα δούμε 
αργότερα ότι η πλευρά και η διαγώνιος ενός τετραγώνου 
δεν έχουν κοινό μέτρο.

 7.4 	� Ανάλογα ευθύγραμμα τμήματα - 
Αναλογίες

Δύο ευθύγραμμα τμήματα α, γ λέγονται ανάλογα προς δύο 
άλλα ευθύγραμμα τμήματα β, δ όταν ο λόγος του α προς το 
β ισούται με το λόγο του γ προς το δ, δηλαδή όταν ισχύει: 
α
β  = 

γ
δ     (1). Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει θετικός αριθμός λ, 

ώστε να ισχύει α = λ ∙ β και γ = λ ∙ δ. 

Η παραπάνω ισότητα (1) λέγεται αναλογία με όρους τα ευ-
θύγραμμα τμήματα α, β, γ και δ. Τα τμήματα α και β λέγο-
νται ομόλογα ή αντίστοιχα. Το ίδιο και τα γ και δ. 
Τα α, δ λέγονται άκροι όροι, ενώ τα β, γ μέσοι όροι της 
αναλογίας. Ο τέταρτος όρος δ της αναλογίας λέγεται και 
τέταρτη ανάλογος των α, β και γ. 

Στην αναλογία 
α
β  = 

β
γ  οι μέσοι όροι είναι ίσοι. Αυτή η ανα-

λογία λέγεται συνεχής και ο β λέγεται μέση ανάλογος των 
α και γ. Το β λέγεται επίσης γεωμετρικός μέσος των α και 
γ. Συχνά είναι χρήσιμο να αντικαταστήσουμε μια αναλογία 
με μια ισοδύναμη έκφραση. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποι-
ούμε τις ιδιότητες των αναλογιών, που είναι γνωστές από το 
Γυμνάσιο, τις οποίες παίρνουμε χωρίς απόδειξη. Οι σπου-
δαιότερες από αυτές είναι οι εξής:

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Όταν εφαρμόζουμε ιδιότητες 
σε αναλογίες με όρους ευθύ-
γραμμα τμήματα, θεωρούμε ότι 
έννοιες που δεν έχουν οριστεί 
για ευθύγραμμα τμήματα (π.χ. 
“πολλαπλασιασμός ευθύγραμ-
μων τμημάτων”), αναφέρονται 
αποκλειστικά στα μήκη τους.

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΑΝΑΛΟΓΙΩΝ

•  
α
β

γ
δ

αδ βγ= ⇔ = ,
   

α
β

β
γ

β αγ= ⇔ =2

•  
α
β

γ
δ

α
γ

β
δ

= ⇔ =

•  
α
β

γ
δ

α β
β

γ δ
δ

= ⇔
±

=
± ,

   

α
β

γ
δ

α
α β

γ
γ δ

= ⇔
±

=
±

•  
α
β

γ
δ

κ
λ

α γ κ
β δ λ

= = = =
+ + +
+ + +

... ...
...
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 7.5 	Μήκος ευθύγραμμου τμήματος

Όταν λέμε ότι θα μετρήσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 
σημαίνει ότι θα το συγκρίνουμε με ένα άλλο ευθύγραμμο 
τμήμα ΓΔ, το οποίο παίρνουμε ως μονάδα μέτρησης. Η 
επιλογή της μονάδας μέτρησης είναι αυθαίρετη. 

Στο 2ο κεφάλαιο αναφέραμε την έννοια του μήκους ευθύ-
γραμμου τμήματος. Εδώ θα διατυπώσουμε τον ορισμό με 
τη βοήθεια του λόγου ευθύγραμμων τμημάτων.

Ορισμός

Μέτρο ή μήκος ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι 
ο λόγος του προς ένα άλλο ευθύγραμμο τμήμα, που 
παίρνουμε ως μονάδα μέτρησης.

Άμεσες συνέπειες του ορισμού του μέτρου τμήματος είναι 
οι παρακάτω προτάσεις:

• �Δύο ίσα τμήματα έχουν ίσα μέτρα και αντίστροφα, ως προς 
οποιαδήποτε μονάδα μέτρησης.

• �Ο λόγος των μέτρων δύο τμημάτων, που μετρώνται με 
την ίδια μονάδα μέτρησης, ισούται με το λόγο των δύο 
τμημάτων και είναι ανεξάρτητος από τη μονάδα μέτρησης.

 7.6 	� Διαίρεση τμημάτων εσωτερικά και 
εξωτερικά ως προς δοσμένο λόγο

Είδαμε στην §7.2 πώς διαιρούμε ένα ευθύγραμμο τμήμα 
σε ν ίσα μέρη. Θα δούμε στη συνέχεια πότε ένα σημείο Μ 
διαιρεί ένα ευθύγραμμο τμήμα σε δοσμένο λόγο. Σε ευθεία 
xy δίνονται δύο ορισμένα σημεία Α και Β. Έστω σημείο Μ 
της ευθείας xy, διαφορετικό του Β. Διακρίνουμε δύο περι-
πτώσεις:

1) Αν το Μ είναι εσωτερικό σημείο του ευθύγραμμου τμή-
ματος ΑΒ τότε ο λόγος των αποστάσεών του από τα Α και 

Β ισούται με  ΜΑ
ΜΒ

 . Λέμε ότι το Μ διαιρεί εσωτερικά το ευ-

θύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, αν και μόνο αν 
ΜΑ
ΜΒ

 = λ.   

Για το σημείο Μ ισχύει η παρακάτω πρόταση.

Πρόταση

Το σημείο Μ είναι μοναδικό.

Σχήμα 4

x yA BΜ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ
• �Το μέτρο του τμήματος είναι 

μη αρνητικός αριθμός και θα 
συμβολίζεται όπως και το τμή-
μα. Έτσι, με το σύμβολο ΑΒ 
θα εννοούμε και το μέτρο του 
τμήματος ΑΒ.

• �Όσα αναφέραμε για το λόγο 
και το μέτρο τμήματος ισχύ-
ουν γενικά και για άλλα γεω-
μετρικά μεγέθη, όπως η γωνία, 
το τόξο κτλ.

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   151 23/7/2013   3:38:44 μμ



152

Ε Υ Κ Λ Ε Ι Δ Ε Ι Α  Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ Ι Α

 Απόδειξη

Πράγματι, αν Μʹ εσωτερικό σημείο του ΑΒ ώστε ΜʹΑ
ΜʹΒ

 = λ, 
τότε έχουμε:

ΜΑ
ΜΒ

Μ Α
Μ Β

ΜΑ
ΜΑ ΜΒ

Μ Α
Μ Α Μ Β

=
′
′

⇔
+

=
′

′ + ′
⇔

⇔ =
′

⇔ = ′ΜΑ
ΑΒ

Μ Α
ΑΒ

ΜΑ Μ Α,

οπότε το σημείο Μ ταυτίζεται με το σημείο Μʹ.

Αν ΜΑ
ΜΒ

 = λ, τότε

ΜΑ
ΜΒ

ΜΑ
ΜΑ ΜΒ

= ⇔
+

=
+

⇔
λ λ

λ1 1
ΜΜΑΑ ΑΑΒΒ==

++
λλ

λλ 1
 και

ΜΒ ΑΒ ΜΑ ΑΒ ΑΒ= − = −
+

⇔
λ

λ 1
ΜΜΒΒ ΑΑΒΒ==

++
1
1λλ

.

2) Αν Μ σημείο στην προέκταση του ευθύγραμμου τμή-
ματος ΑΒ, τότε πάλι ο λόγος των αποστάσεών του από τα 

Α και Β ισούται με ΜΑ
ΜΒ

 . Λέμε ότι το Μ διαιρεί εξωτε-

ρικά το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, αν και μόνο 

αν 
ΜΑ
ΜΒ

 = λ. Ανάλογα αποδεικνύεται ότι και σε αυτή την 

περίπτωση, το σημείο Μ είναι μοναδικό.

Διερεύνηση

	 i)	 Αν λ = 1, τότε προφανώς δεν υπάρχει σημείο Μ που να 
διαιρεί εξωτερικά το ΑΒ σε λόγο λ = 1, αφού ΜΑ ≠ ΜΒ. 
Στην περίπτωση αυτή το Μ είναι το μέσο του ευθύ-
γραμμου τμήματος.

	ii)	 Αν λ > 1, τότε ΜΑ
ΜΒ

ΜΑ ΜΒ> ⇔ >1 ,  οπότε το Μ βρί-

σκεται στην προέκταση του ΑΒ, προς το μέρος του Β 
(σχ.5). Στην περίπτωση αυτή έχουμε:

	
ΜΑ
ΜΒ

ΜΑ
ΜΒ

ΜΑ
ΜΑ ΜΒ

ΜΑ
ΑΒ

= ⇔ = ⇔
−

=
−

⇔ =
−

⇔λ
λ λ

λ
λ

λ1 1 1

	
ΜΑ
ΜΒ

ΜΑ
ΜΒ

ΜΑ
ΜΑ ΜΒ

ΜΑ
ΑΒ

= ⇔ = ⇔
−

=
−

⇔ =
−

⇔λ
λ λ

λ
λ

λ1 1 1
ΜΜΑΑ ΑΑΒΒ==

−−
λλ

λλ 1
 και 

	 ΜΒ ΜΑ ΑΒ ΑΒ ΑΒ= − =
−

− ⇔
λ

λ 1
ΜΜΒΒ ΑΑΒΒ==

−−
1
1λλ

.

	iii)	 Αν λ < 1 τότε ΜΑ
ΜΒ

ΜΑ ΜΒ< ⇔ <1 ,  οπότε το Μ βρί-

Σχήμα 5

x yA B Μ
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σκεται στην προέκταση του ΑΒ, προς το μέρος του Α 
(σχ.6). Όπως παραπάνω βρίσκουμε ότι

	 ΜΜΑΑ ΑΑΒΒ==
−−
λλ

λλ1
 και ΜΜΒΒ ΑΑΒΒ==

−−
1
1 λλ

.

	iv)	 Οριακές θέσεις
α)  �Όταν το σημείο Μ τείνει στο Α, το τμήμα ΜΑ τείνει στο 

μηδενικό ευθύγραμμο τμήμα, οπότε ο λόγος λ τείνει στο 
μηδέν.

β)  �Όταν το σημείο Μ τείνει στο Β, το τμήμα ΜΒ τείνει στο 
μηδενικό ευθύγραμμο τμήμα, οπότε ο λόγος λ τείνει στο 
άπειρο.

γ)  �Όταν το σημείο Μ απομακρύνεται απεριόριστα, τα τμή-
ματα ΜΑ και ΜΒ τείνουν να ταυτιστούν, οπότε ο λόγος 
λ τείνει στη μονάδα.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Δεχόμαστε συμβατικά πως, όταν 
λέμε ότι το σημείο Μ διαιρεί το 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο 
λ, εννοούμε
ΜΑ
ΜΒ  = λ και όχι 

ΜΒ
ΜΑ  = λ.

Σχήμα 6

x yA BΜ

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Να ορίσετε τους παρακάτω λόγους:
	 i)	 της υποτείνουσας ορθογώνιου τριγώ-

νου προς την αντίστοιχη διάμεσο,
	 ii)	 μιας εγγεγραμμένης γωνίας προς την 

αντίστοιχη επίκεντρη,
	iii)	 της διαμέτρου ενός κύκλου, προς την 

ακτίνα του,
	 iv)	 μιας ορθής γωνίας προς μια γωνία 

ισόπλευρου τριγώνου.
2.	 Στο παρακάτω σχήμα είναι ΑΒ = 10α και 

ΑΓ = 2α. Να βρεθούν οι λόγοι:
Α Γ Β

	 i)	 ΑΒ προς ΑΓ,          ii) ΑΓ προς ΑΒ,
	iii)	 ΒΓ προς ΑΒ,         iv) ΑΓ προς ΒΓ.

3.	 Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και σημείο 

του Γ έτσι ώστε ΑΓ
ΓΒ

 =  1
2

 .
Α Γ Β

	 Τότε ο λόγος ΒΓ
ΑΒ

 είναι: 

	 i) 2           ii) 3           iii) 3
2

           iv) 2
3

	 v)  κανένα από τα παραπάνω.
	 (Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας).

4.	 Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα AB = 12 cm 
και το μέσο του Ο. Να βρεθεί σημείο Μ 
του AO, ώστε τα σημεία Μ και Β να διαι-
ρούν εσωτερικά και εξωτερικά αντίστοιχα 
το τμήμα AO στον ίδιο λόγο.

Α O

12cm

6cm 6cm

M

Β

                                � ���� ����
                                � ���� ����                                 � ���� ����

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Οι γωνίες ενός τριγώνου είναι ανάλογες 

προς τους αριθμούς 4, 3, 2. Να βρεθούν 
οι γωνίες του τριγώνου σε μοίρες.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ

• �Αν Ο είναι το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, τότε το σημείο Μ τέτοιο ώστε 
ΜΑ
ΜΒ

 = λ βρίσκεται μεταξύ 
Ο και Α όταν λ < 1 και μεταξύ Ο και Β όταν λ>1.

• Αν 
ΜB
ΜA

 = λ, λέμε ότι το Μ διαιρεί το ευθύγραμμο τμήμα ΒΑ σε λόγο λ. 

Δηλαδή θεωρούμε ότι τα άκρα Α και Β του τμήματος είναι διατεταγμένα. 
Ένα τέτοιο ευθύγραμμο τμήμα λέγεται προσανατολισμένο. Σχήμα 7

A AB B
τμήμα ΑΒ τμήμα ΒΑ
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 7.7 	Θεώρημα του Θαλή

Είδαμε στην §5.6 ότι αν παράλληλες ευθείες τέμνουν δύο 
άλλες ευθείες και ορίζουν ίσα τμήματα πάνω στη μία, θα 
ορίζουν ίσα τμήματα και πάνω στην άλλη. Τα παραπάνω 
γενικεύονται για οποιονδήποτε λόγο στο επόμενο θεώρημα 
που είναι γνωστό ως θεώρημα του Θαλή.

Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες τέμνουν δυο 
άλλες ευθείες, ορίζουν σε αυτές τμήματα ανάλογα.

Θεώρημα

Δηλαδή:

Αν ε1//ε2//ε3, τότε 
ΑΒ
ΕΖ

 = 
ΒΓ
ΖΗ

 = 
ΑΓ
ΕΗ

      (σχ.8α).

Αν δ1//δ2//δ3, τότε 
ΚΛ
ΕΖ

 = 
ΛΜ
ΖΗ

 = 
ΚΜ
ΕΗ

    (σχ.8β).

 Απόδειξη

	 i)	 Αν τα τμήματα ΑΒ και ΒΓ (σχ.9) είναι σύμμετρα, 
υπάρχει ευθύγραμμο τμήμα μ τέτοιο, ώστε ΑΒ = κμ 
και ΒΓ = λμ (1), όπου κ, λ φυσικοί αριθμοί. Διαιρούμε 
το τμήμα ΑΒ σε κ τμήματα ίσα με το μ και το ΒΓ σε λ 
τμήματα ίσα με το μ.

		  Από τα σημεία που ορίζονται με τον παραπάνω τρό-
πο φέρουμε ευθείες παράλληλες προς την ε1, οι οποίες 
τέμνουν τη δ2. Επειδή τα τμήματα που ορίζονται πάνω 
στη δ1 είναι ίσα μεταξύ τους, τότε και τα τμήματα που 
ορίζονται πάνω στη δ2 θα είναι ίσα τμήματα, που το 
μήκος του καθενός ας είναι ν. Τότε θα έχουμε ΕΖ = κν 
και ΖΗ = λν   (2).

2.	 Ο λόγος μιας γωνίας ω προς την παρα-
πληρωματική της είναι 1

3
 . Να βρεθεί η 

γωνία ω.
3.	 Οι πλευρές ενός τριγώνου είναι ανάλογες 

προς τους αριθμούς 6, 3, 4. Αν η περί-
μετρος του τριγώνου είναι 65cm, να βρε-
θούν τα μήκη των πλευρών του.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Οι εξωτερικές γωνίες ενός τριγώνου είναι 

ανάλογες των αριθμών 2, 3 και 4. Να υπο-

λογισθούν οι εσωτερικές του γωνίες.

2.	 Σε ευθεία ε παίρνουμε διαδοχικά τα ση-
μεία Α, Β, Γ και Δ, ώστε ΑΒ = 6cm, 
ΒΓ = 12cm, ΓΔ = 2cm. Να βρεθεί σημείο 
Μ του ΒΓ, το οποίο διαιρεί εσωτερικά τα 
τμήματα ΑΔ και ΒΓ στον ίδιο λόγο.

3.	 Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων των ανα-
λογιών, να διαιρέσετε δοσμένο τμήμα 
AB = α σε δύο τμήματα, τα οποία έχουν 
λόγο 3

4
 .

Σχήμα 8

ε1

ε2

ε3

ε ε′

α

β

δ1 δ2

A Ε

B Ζ

Γ Η

Κ Ε

Ζ Λ

Η Μ

δ1

δ2

δ3

Σχήμα 9

ε1

ε2

ε3

δ1 δ2

A Ε

B Ζ

Γ Η
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		  Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι: ΑΒ
ΒΓ

 = κμ
λμ

 =  κ
λ

 και

		  ΕΖ
ΖΗ

 = κν
λν

 =  κ
λ

 , οπότε ΑΒ
ΒΓ

 =  ΕΖ
ΖΗ

  ή  ΑΒ
ΕΖ

 =  ΒΓ
ΖΗ

   (3).

	 Από την αναλογία (3) παίρνουμε:

	 ΑΒ
ΕΖ

 =  ΒΓ
ΖΗ

 = ΑΒ + ΒΓ
ΕΖ + ΖΗ

   ή   ΑΒ
ΕΖ

 =  ΒΓ
ΖΗ

 =  ΑΓ
ΕΖ

 .

	ii)	 Αν τα τμήματα ΑΒ και ΒΓ είναι ασύμμετρα, ο λόγος 
ΑΒ
ΒΓ

 είναι ασύμμετρος αριθμός. Αποδεικνύεται ότι και 

σε αυτή την περίπτωση ισχύει η προηγούμενη αναλογία. 

	 Ισχύει και το αντίστροφο του θεωρήματος του Θαλή.

Θεωρούμε δύο ευθείες δ1 και δ2 που τέμνουν δύο παράλλη-
λες ευθείες ε1 και ε2 στα σημεία Α, Β και Ε, Ζ αντίστοιχα.
Αν Γ και Η είναι σημεία των ευθειών δ1 και δ2 αντίστοιχα 

τέτοια, ώστε ΑΒ
ΒΓ

 =  ΕΖ
ΖΗ

 , τότε η ευθεία ΓΗ είναι παράλ-

ληλη προς τις ε1 και ε2 (σχ.9).

Θεώρημα

Κάθε ευθεία που είναι παράλληλη με μία από τις πλευ-
ρές ενός τριγώνου χωρίζει τις δύο άλλες πλευρές σε μέρη 
ανάλογα και αντίστροφα.

ΠΟΡΙΣΜΑ

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΔΕ//ΒΓ (σχ.10).

Φέρουμε από την κορυφή Α ευθεία ε//ΒΓ//ΔΕ, οπότε από το 
θεώρημα του Θαλή προκύπτει ότι

ΑΔ
ΑΕ

 =  ΔΒ
ΕΓ

 .

Μια σημαντική εφαρμογή του θεωρήματος του Θαλή είναι 
το επόμενο θεώρημα.

Το τρίγωνο που ορίζεται από τις ευθείες δύο πλευρών 
τριγώνου και μία παράλληλη προς την τρίτη πλευρά του, 
έχει πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του αρχικού τρι-
γώνου.

Θεώρημα

Σχήμα 10

A

Δ Ε

B Γ

ε

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Το παραπάνω πόρισμα ισχύει 
και στην περίπτωση που η ΔΕ 
τέμνει τις προεκτάσεις των πλευ-
ρών του τριγώνου ΑΒΓ.

Σχήμα 11

Ε Δ

B Γ

A
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 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΔΕ//ΒΓ (σχ.12). Θα αποδείξουμε ότι:
ΑΔ
ΑΒ

 =  ΑΕ
ΑΓ

 =  ΔΕ
ΒΓ

 .

Επειδή ΔΕ//ΒΓ, από το θεώρημα του Θαλή έχουμε
ΑΔ
ΑΒ

 =  ΑΕ
ΑΓ

       (1).

Φέρουμε την ΕΖ παράλληλη της ΑΒ, οπότε το ΔΕΖΒ είναι 
παραλληλόγραμμο, άρα ΔΕ = ΒΖ (2).
Επειδή ΕΖ//ΑΒ, από το θεώρημα του Θαλή έχουμε

ΑΕ
ΑΓ

 =  ΒΖ
ΒΓ

   ή   ΑΕ
ΑΓ

 =  ΔΕ
ΒΓ

       (3).

Από τις (1) και (3) προκύπτει ότι ΑΔ
ΑΒ

 =  ΑΕ
ΑΓ

 =  ΔΕ
ΒΓ

 .

• �Με τη βοήθεια του θεωρήματος του Θαλή γίνονται ορισμέ-
νες γεωμετρικές κατασκευές. Δύο από τις σπουδαιότερες 
είναι τα παρακάτω προβλήματα.

Κατασκευή τέταρτης αναλόγου

Αν δοθούν τρία ευθύγραμμα τμήματα α, β και γ, να κατασκευασθεί το τμήμα x, 

που ορίζεται από την αναλογία  
α
β

 = 
γ
x

 .

Λύση

Έστω μια γωνία zÔy. Πάνω στη μία πλευρά της Οz 
παίρνουμε διαδοχικά τα τμήματα ΟΑ = α, ΑΒ = β και 
πάνω στην Oy το τμήμα ΟΓ = y. Από το Β φέρουμε 
την παράλληλη προς την ΑΓ, που τέμνει την Oy στο 
Δ. Τότε  ΓΔ = x γιατί

ΟΑ
ΑΒ

 =  ΟΓ
ΓΔ

   ή   α
β

 =  γ
x

 .

Είναι φανερό ότι με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζεται 
το τμήμα x αν x

α
 =  β

γ
   ή   α

x
 =  β

γ
   ή   α

β
 =  x

γ
 ,

αρκεί κάθε φορά να γράφουμε το x ως τέταρτο όρο της αναλογίας.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 1

Ο
γ

x

y

α

β

z

A

Γ
Δ

B

Σχήμα 13

Σχήμα 12

A

B ΓΖ

Δ Ε
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Δύο σημεία Γ και Δ, που διαιρούν εσωτερικά και εξωτερικά 
το τμήμα ΑΒ στον ίδιο λόγο, λέγονται συζυγή αρμονικά των 
Α και Β (σχ.16).

Δηλαδή τα Γ και Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α και Β, αν 
τα τέσσερα σημεία είναι συνευθειακά και 

ΓΑ
ΓΒ

 =  ΔΑ
ΔΒ

 .

Από τη σχέση αυτή παίρνουμε την αναλογία 

ΓΑ
ΔΑ

 =  ΓΒ
ΔΒ

   ή   ΑΓ
ΑΔ

 =  ΒΓ
ΒΔ

 ,

από την οποία προκύπτει ότι και τα Α και Β είναι συζυγή 
αρμονικά των Γ και Δ. Τα τέσσερα σημεία (Α, Β) και (Γ, Δ) 
λέμε ότι αποτελούν αρμονική τετράδα.

A B
Γ Δ

Σχήμα 16

Διαίρεση ευθύγραμμου τμήματος σε δοσμένο λόγο

Να διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, εσωτερικά και εξωτερικά, σε δοσμένο λόγο 
μ
ν

 , όπου μ, ν γνωστά τμήματα.

Λύση
Από το Α φέρουμε μια ημιευθεία Αx, πάνω στην οποία 
παίρνουμε τμήμα ΑΕ = μ. Από το Β φέρουμε ευθεία πα-
ράλληλη της Αx και παίρνουμε πάνω σε αυτή εκατέρωθεν 
του Β τμήματα ΒΖ = ΒΗ = ν. Τα σημεία Γ και Δ στα οποία 
οι ευθείες ΕΗ και ΕΖ τέμνουν την ευθεία ΑΒ είναι τα 
ζητούμενα. Πράγματι, τα τρίγωνα ΑΕΓ και ΓΗΒ έχουν 
ανάλογες πλευρές, οπότε:

ΓΑ
ΓΒ

 =  ΑΕ
ΒΗ

 =  μ
ν

 .

Όμοια τα τρίγωνα ΔΑΕ και ΔΒΖ έχουν ανάλογες πλευρές, 
οπότε:

ΔΑ
ΔΒ

 =  ΑΕ
ΒΖ

 =  μ
ν

 .

• �Αν μ = ν, το τετράπλευρο ΑΒΖΕ είναι παραλληλόγραμ-
μο, οπότε η ΕΖ δε δίνει σημείο Δ πάνω στην ΑΒ, ενώ το 
Γ είναι το μέσο του ΑΒ.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 2

A B ΔΓ
Η

Ε

μ

ν
ν

x

Ζ

Ε

A BΓ

Ζ

μ

ν

ν

Η

Σχήμα 14

Σχήμα 15

ΣΗΜΕΙΩΣΗ
Το Δ λέγεται αρμονικό συζυ-
γές του Γ ως προς τα Α και Β. 
Όπως είδαμε παραπάνω, αν το 
Γ είναι το μέσο του ΑΒ, το Δ δεν 
υπάρχει.
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  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Στα παρακάτω σχήματα να βρείτε τα x και 
y.

x x

xx

Α

y

x

Β

ΓΔ

xx

ε1

ε1

ε1

ε1

ε1//ε2//ε3//ε4 ε1//ε2//ε3

ε1//ε2

ε2

ε2

ε2

ε2

ε3
ε3ε4

2

2

4

3 3

10

5

8 20

4

4
1,56

9

2 3

6
3

y y

y

2.	 Να δικαιολογήσετε γιατί ΑΒ//ΓΔ και ΕΖ//
ΚΛ//ΜΝ στα παρακάτω σχήματα.

Α

Ο
3α 2α

6α4α

Β

ΓΔ

Κ

Ε Ζ

Λ

Ν Μ

2

6
6

9{ {

3.	 Στο παρακάτω σχήμα είναι:

	 i)	 ΑΕ
ΕΔ  =  ΒΖ

ΖΓ 	  Σ       Λ 

	 ii)	 ΕΖ//ΓΔ	  Σ       Λ

Α Β

ΓΔ

E Z

	 Να χαρακτηρίσετε ως σωστή (Σ) ή λάθος 
(Λ) καθεμία από τις προηγούμενες σχέσεις 
και να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.

4.	 Δίνεται τμήμα ΑΒ και δυο σημεία Γ και Δ 

ώστε ΓΑ
ΓΒ  =  ΔΑ

ΔΒ  . Αρκεί η προηγούμενη 
σχέση ώστε τα Γ και Δ να είναι συζυγή αρ-
μονικά των Α και Β;

5.	 Στο παρακάτω σχήμα είναι ΚΛ = 4, 
ΛΕ = 2. Να βρεθεί σημείο Ζ τέτοιο, ώστε 
τα σημεία (Ζ, Ε) να είναι συζυγή αρμονι-
κά των (Κ, Λ).

4
2

Κ Λ Ε

{
Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Στο διπλανό σχή-

μα είναι ΔΕ//ΒΓ, 
ΕΖ//ΑΒ και ΖΗ//
ΑΓ. Να αποδείξε-
τε ότι

	  ΔΑ
ΔΒ  = ΗΒ

ΗΑ .

2.	 Από την κορυφή Α παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ φέρουμε ευθεία ε η οποία τέμνει τη 
διαγώνιο ΒΔ στο Ε, την πλευρά ΒΓ στο Ζ 
και την προέκταση της ΔΓ στο Η. Να απο-
δείξετε ότι

	 i)	 ΑΖ
ΑΗ =  ΑΒ

ΔΗ ,         ii) ΑΕ2 = ΕΖ ∙ ΕΗ.

3.	 Οι μη παράλληλες πλευρές ΑΔ, ΒΓ τραπε-
ζίου ΑΒΓΔ τέμνονται στο Ο. Η παράλληλη 
από το Β προς την ΑΓ τέμνει την ΑΔ στο 
Ε. Να αποδείξετε ότι το ΟΑ είναι μέσο 
ανάλογο των ΟΔ και ΟΕ.

4.	 Από σημείο Δ της πλευράς ΒΓ τριγώνου 
ΑΒΓ φέρουμε την παράλληλη προς τη διά
μεσό του ΑΜ, που τέμνει τις ευθείες ΑΒ 
και ΑΓ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα. 

	 Να αποδείξετε ότι ΑΕ
ΑΖ  =  ΑΒ

ΑΓ  .

5.	 Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και σημείο Ε 
της διαγωνίου ΑΓ. Οι παράλληλες από το 
Ε προς τις ΒΓ, ΓΔ τέμνουν τις ΑΒ, ΑΔ στα 
Ζ και Η αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
ΖΗ//ΔΒ.

6.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Δ, Ε της 

πλευράς ΒΓ, ώστε  ΒΔ = ΓΕ <  ΒΓ
2  .

Α

Δ

Η

Β Ζ Γ

Ε
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	 Οι παράλληλες από τα Δ και Ε προς τις 
ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα τέμνουν την ΑΒ στο 
Ζ και την ΑΓ στο Η. Να αποδείξετε ότι 
ΖΗ//ΒΓ.

7.	 Από τυχαίο σημείο Κ της διαμέσου ΑΜ 
τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε παράλληλες προς 
τις ΑΒ και ΑΓ, που τέμνουν τη ΒΓ στα 
Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
ΜΔ = ΜΕ. 

8.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) και Ε το 
μέσο της μικρής βάσης ΑΒ. Αν η ΔΕ τέ-
μνει την ΑΓ στο Ζ και την προέκταση της 
ΓΒ στο Η, να αποδείξετε ότι τα Ζ, Η είναι 
συζυγή αρμονικά των Δ, Ε.

9.	 Δεξαμενή ύψους υ = 12m περιέχει νερό 
που φτάνει σε ύψος h. Ράβδος μήκους 
15m τοποθετείται στη δεξαμενή, όπως στο 
παρακάτω σχήμα. Βγάζουμε τη ράβδο και 
παρατηρούμε ότι το τμήμα που βρέχτηκε 
έχει μήκος 10m. Μπορούμε να υπολογί-
σουμε το ύψος h του νερού;

{ {12m
h

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν τα Γ, Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α, Β 

και Ο είναι το μέσο του ΑΒ, να αποδείξε-
τε ότι τα Γ και Δ βρίσκονται προς το ίδιο 
μέρος του Ο.

2.	 Να διαιρεθεί ευθύγραμμο τμήμα AB = a σε 
τμήματα x, y, ω τέτοια, ώστε 4x = 6y = 3ω.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύ-
κλο (Ο, R) και έστω Δ η τομή της διαμέ-
τρου ΑΕ με τη ΒΓ. Αν Ζ και Η είναι οι 
προβολές του Δ στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοι-
χα, να αποδείξετε ότι ΖΗ//ΒΓ.

4.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και ση-

μείο Ε της ΔΒ τέτοιο, ώστε ΔΕ =  1
5 ΔΒ. 

Αν η ΓΕ τέμνει την ΑΔ στο Ζ, να αποδεί-
ξετε ότι ΑΖ = 3ΔΖ.

5.	 Από την κορυφή Β παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ φέρουμε ευθεία ε, που τέμνει την 

πλευρά ΑΔ στο Ε και την προέκταση της 
ΓΔ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι

	 ΔΑ
ΔΕ  –  ΔΓ

ΔΖ  = 1.

6.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε 
της ΒΓ ώστε ΒΔ = ΔΕ = ΕΓ. Η παράλλη-
λη από το Δ προς την ΑΒ τέμνει τη διάμεσο 
ΑΜ στο Κ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 Το Κ είναι το βαρύκεντρο του τριγώ-
νου ΑΒΓ.

	 ii)	 ΚΕ//ΑΓ.
7.	 Τραπεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) οι διαγώνιες 

ΑΓ, ΒΔ τέμνονται στο Ο. Από το Ο φέ-
ρουμε παράλληλες προς τις ΑΔ, ΒΓ που 
τέμνουν τη ΔΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι ΔΕ = ΓΖ.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ και 

Ε των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, 

ώστε ΔΑ
ΔΒ  =  ΕΓ

ΕΑ  .

	 Να αποδείξετε ότι τα μέσα Κ, Λ, Μ των 
ΑΒ, ΑΓ και ΔΕ αντίστοιχα, είναι συνευ-
θειακά σημεία.

2.	 Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ τριγώνου 
ΑΒΓ φέρουμε τυχαία ευθεία, που τέμνει 
τις ΑΒ και ΑΓ στα Ζ και Η αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι ΖΑ ∙ ΗΓ = ΗΑ ∙ ΖΒ.

3.	 Δίνεται ευθεία ε, τέσσερα διαδοχικά ση-
μεία της Α, Γ, Β, Δ και σημείο Ο εκτός αυ-
τής. Από το Β φέρουμε παράλληλη προς 
την ΟΑ, η οποία τέμνει τις ΟΓ, ΟΔ στα Ε 
και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι τα Γ, 
Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α, Β, αν και 
μόνο αν ΒΕ = ΒΖ.

4.	 Αν ένα σημείο Δ χωρίζει εσωτερικά την 
πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ σε λόγο λ και ένα 
σημείο Ε χωρίζει εσωτερικά το ΑΔ σε λόγο 
κ, να υπολογισθεί ο λόγος στον οποίο χωρί-
ζει η ευθεία ΒΕ την πλευρά ΑΓ.

5.	 Η εφαπτομένη ενός κύκλου σε σημείο του 
Μ τέμνει τις εφαπτόμενες στα άκρα Α, Β 
μιας διαμέτρου του ΑΒ, στα σημεία Γ και 
Δ αντίστοιχα. Αν Κ είναι το σημείο τομής 
των ΒΓ, ΑΔ, να αποδείξετε ότι ΜΚ⊥ΑΒ.
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 7.8 	Θεωρήματα των διχοτόμων τριγώνου

Θα μελετήσουμε εδώ, ως εφαρμογές του θεωρήματος του 
Θαλή, βασικές ιδιότητες της εσωτερικής και εξωτερικής δι-
χοτόμου γωνίας τριγώνου.

Η διχοτόμος μιας γωνίας τριγώνου διαιρεί την απέναντι 
πλευρά εσωτερικά σε λόγο ίσο με το λόγο των προσκεί-
μενων πλευρών.

Θεώρημα (εσωτερικής διχοτόμου τριγώνου)

Δηλαδή, αν ΑΔ διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ, ισχύει

ΔΒ
ΔΓ

 = 
ΑΒ
ΑΓ

 .

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του ΑΔ (σχ.18). Από το 
Β φέρουμε παράλληλη προς την ΑΔ, που τέμνει την προέ-
κταση της ΑΓ στο Ε. Από το θεώρημα του Θαλή στο τρίγω-

νο ΓΕΒ έχουμε ΔΒ
ΔΓ

 =  ΑΕ
ΑΓ

   (1).

Για να αποδείξουμε το ζητούμενο, αρκεί να αποδείξουμε ότι 
ΑΕ = ΑΒ. Πράγματι:

Â1 = B̂1	 (εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ και ΒΕ),

Â2 = Ê	� (εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων 
ΑΔ και ΒΕ),

Â1 = Â2	 (ΑΔ διχοτόμος),

οπότε B̂1 = Ê άρα ΑΕ = ΑΒ (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι ΔΒ
ΔΓ

 =  ΑΒ
ΑΓ

 .

Επειδή το σημείο Δ που διαιρεί την πλευρά ΒΓ σε λόγο ΑΒ
ΑΓ

 

είναι μοναδικό, το θεώρημα ισχύει και αντίστροφα, δηλαδή:

Αν το Δ είναι σημείο της πλευράς ΒΓ και ισχύει 
ΔΒ
ΔΓ

 = 
ΑΒ
ΑΓ

 

τότε η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Â.

Σχήμα 17

1 2

A

B
ΓΔ

Σχήμα 18

1

1

2

A

B ΓΔ

Ε
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► �Υπολογισμός των ευθύγραμμων τμημάτων,  
στα οποία διαιρεί η διχοτόμος την απέναντι πλευρά 
ως συνάρτηση των α, β, γ.

Στο σχ.18 θέλουμε να υπολογίσουμε τις αποστάσεις του Δ 
από τα Β και Γ.

Η προηγούμενη αναλογία γράφεται:
ΔΒ
ΔΓ

 =  γ
β

   ή   ΔΒ
ΔΒ + ΔΓ

 =  γ
β + γ

   ή   ΔΒ
α

 =  γ
β + γ

 

οπότε ΔΒ = 
αγ

β + γ
 .  Όμοια βρίσκουμε  ΔΓ = 

αβ
β + γ

 .

Η διχοτόμος μιας εξωτερικής γωνίας τριγώνου τέμνει την 
προέκταση της απέναντι πλευράς σε ένα σημείο, το οποίο 
διαιρεί εξωτερικά την πλευρά αυτή σε λόγο ίσο με το 
λόγο των προσκείμενων πλευρών. 

Θεώρημα (εξωτερικής διχοτόμου τριγώνου)

Δηλαδή, αν η ΑΕ είναι εξωτερική διχοτόμος του τριγώνου 
ΑΒΓ, ισχύει ότι:

ΕΒ
ΕΓ

 = 
ΑΒ
ΑΓ

 .

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η εξωτερική διχοτόμος του ΑΕ 
(σχ.20). Από το Β φέρουμε παράλληλη προς την ΑΕ, που 
τέμνει την ΑΓ στο Ζ. Από το θεώρημα του Θαλή στο τρί-
γωνο ΓΑΕ έχουμε

ΕΒ
ΕΓ

 =  ΑΖ
ΑΓ

   (1).

Για να αποδείξουμε το ζητούμενο, αρκεί να αποδείξουμε ότι 
ΑΖ = ΑΒ. Πράγματι:

Â1 = B̂1	 (εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΕ και ΒΖ),

Â2 = Ẑ1	� (εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων 
ΑΕ και ΒΖ),

Â1 = Â2	 (ΑΕ εξωτερική διχοτόμος),

οπότε  B̂1 = Ẑ1  άρα  ΑΕ = ΑΒ (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι  ΕΒ
ΕΓ

 =  ΑΒ
ΑΓ

 .

Σχήμα 19

1
2 A

B ΓΕ

Σχήμα 20

1
1 1

2

2

A

B
ΓΕ

Ζ

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   161 23/7/2013   3:38:53 μμ



162

Ε Υ Κ Λ Ε Ι Δ Ε Ι Α  Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ Ι Α

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Αν Δ και Ε είναι τα ίχνη της εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόμου  
της γωνίας Â, τριγώνου ΑΒΓ, στην απέναντι πλευρά, θα είναι
ΔΒ
ΔΓ  = 

ΑΒ
ΑΓ  και 

ΕΒ
ΕΓ  = 

ΑΒ
ΑΓ  , οπότε  

ΔΒ
ΔΓ  = 

ΕΒ
ΕΓ  .

Δηλαδή τα ίχνη Δ και Ε των δύο διχοτόμων είναι σημεία συζυγή 
αρμονικά ως προς τις κορυφές Β και Γ του τριγώνου ΑΒΓ.

Σχήμα 21

1 23
4 A

B ΓΔΕ

Το θεώρημα ισχύει και αντίστροφα, δηλαδή:
Αν το Ε είναι σημείο της προέκτασης της πλευράς ΒΓ και 

ισχύει 
ΒΕ
ΕΓ

 = 
ΑΒ
ΑΓ

 , τότε η ΑΕ είναι η εξωτερική διχοτό-

μος της γωνίας Â.

► �Υπολογισμός των ευθύγραμμων τμημάτων  
στα οποία διαιρεί η εξωτερική διχοτόμος  
την απέναντι πλευρά ως συνάρτηση των α, β, γ.

Στο σχ.20 θέλουμε να υπολογίσουμε τις αποστάσεις του Ε 
από τα Β και Γ.
Η προηγούμενη αναλογία γράφεται:

ΕΒ
ΕΓ

 =  γ
β

   ή   ΕΒ
ΕΓ – ΕΒ

 =  γ
β – γ

   ή   ΕΒ
α

 =  γ
β – γ

 ,

οπότε ΕΒ = 
αγ

β – γ
 .  Όμοια βρίσκουμε ότι ΕΓ = 

αβ
β – γ

 .

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Το σημείο Ε βρίσκεται προς το μέρος της μικρότερης πλευράς. Πράγ-
ματι αν β > γ τότε B̂ > Γ̂ οπότε Γ̂ = φ > 0.
Αρκεί να αποδείξουμε ότι Â1 + B̂2 < 180° . 

Έχουμε Â1 =  Âεξ

2
 = B̂ + Γ̂ 

2
 και B̂2 = 180° – B̂, οπότε

Â1 + B̂2 = 180° – B̂ + B̂
2

 + Γ̂ 
2

 = 180° – 




















B̂ – Γ̂ 
2

 = 180° – φ
2

 < 180°.

Αν ΑΒ = ΑΓ, τότε το Ε δεν υπάρχει. (Εφαρμογή 1 - §4.8)
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 7.9 	Απολλώνιος Κύκλος

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που οι αποστάσεις τους από δύο 

ορισμένα σημεία Α και Β του επιπέδου έχουν γνωστό λόγο 
μ
ν

 ≠ 1.

Λύση

Έστω δύο δεδομένα σημεία Α, Β και Μ τυχαίο ση-

μείο του τόπου με την ιδιότητα ΜΑ
ΜΒ

 =  μ
ν

  (1).

Φέρουμε την εσωτερική διχοτόμο ΜΓ και την εξωτε-
ρική διχοτόμο ΜΔ του τριγώνου ΜΑΒ. Τότε
ΓΑ
ΓΒ

 =  ΜΑ
ΜΒ

 =  μ
ν

  (2)   και    ΔΑ
ΔΒ

 =  ΜΑ
ΜΒ

 =  μ
ν

  (3).

Δηλαδή, τα σημεία Γ και Δ είναι ορισμένα, αφού χωρίζουν το ΑΒ εσωτερικά και 
εξωτερικά σε λόγο μ

ν
 . Ακόμα είναι ΓM̂Δ = 90°, επειδή οι ΜΓ και ΜΔ είναι διχοτόμοι 

των δύο εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών ΑM̂Β και ΒM̂Η. 
Άρα το Μ ανήκει σε κύκλο με διάμετρο το τμήμα ΓΔ.
Αντίστροφα: Έστω Ν ένα σημείο του κύκλου με διάμετρο το τμήμα ΓΔ. Τότε 

ΓN̂Δ = 90°. Θα αποδείξουμε ότι   ΝΑ
ΝΒ

 =  μ
ν

 .

Από το Β φέρουμε ΒΕ//ΓΝ, οπότε στο τρίγωνο ΑΒΕ είναι
ΝΑ
ΝΕ

 =  ΓΑ
ΓΒ

 ή λόγω της (2)   ΝΑ
ΝΕ

 =  μ
ν

  (4).

Επίσης φέρουμε ΒΖ//ΔΝ, οπότε στο τρίγωνο ΑΔΝ είναι
ΝΑ
ΝΖ

 =  ΔΑ
ΔΒ

 ή λόγω της (3)   ΝΑ
ΝΖ

 =  μ
ν

  (5).

Από τις σχέσεις (4) και (5) προκύπτει ότι ΝΑ
ΝΕ

 =  ΝΑ
ΝΖ

 , οπότε ΝΕ = ΝΖ, δηλαδή το 
Ν είναι μέσο του ΕΖ.
Επειδή ΓN̂Δ = 90° και ΒΕ//ΓΝ, ΒΖ//ΔΝ, θα είναι και EB̂Z = 90°, δηλαδή το τρίγωνο 
ΕΒΖ είναι ορθογώνιο στο B̂ με διάμεσο ΒΝ, οπότε ΝΒ = ΝΕ = ΝΖ (6).

Από τις σχέσεις (4) και (6) έχουμε   ΝΑ
ΝΒ

 =  μ
ν

 .
Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με διάμετρο ΓΔ.

Κατασκευή: Αν δοθούν τα σημεία Α και Β και ο λόγος μ
ν

 , διαιρούμε το τμήμα ΑΒ 
εσωτερικά και  εξωτερικά σε λόγο   μ

ν
 , όπως στο πρόβλημα 2, §7.7 και βρίσκουμε 

τα Γ και Δ. Στη συνέχεια γράφουμε τον κύκλο με διάμετρο ΓΔ.

Διερεύνηση: Αν είναι μ
ν

 = 1, τότε  ΜΑ
ΜΒ

 = 1 ή ΜΑ = ΜΒ. Άρα το Μ ισαπέχει από τα Α 

και Β, οπότε ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α

AB ΓΔ

Ε

Ζ
Ν

Η
Μ

Σχήμα 22
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Ο προηγούμενος γεωμετρικός τόπος λέγεται Απολλώνιος κύκλος, από 
το όνομα του Έλληνα μαθηματικού Απολλωνίου που πρώτος μελέτησε 
το θέμα. 
Γενικά υπάρχουν άπειροι απολλώνιοι κύκλοι ως προς δύο σημεία Α και Β. 
Για να ορισθεί κάποιος από αυτούς, όταν δοθούν τα Α και Β, χρειάζεται 
να δοθεί ο λόγος μ

ν  ή ένα από τα σημεία Γ, Δ, ή ισοδύναμα, ένα τυχαίο 
σημείο του απολλώνιου κύκλου, ώστε ο λόγος να είναι προσδιορισμένος.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Να εξηγήσετε γιατί τα ίχνη Δ, Ε της εσω-
τερικής και εξωτερικής διχοτόμου της γω-
νίας Â, τριγώνου ΑΒΓ, είναι συζυγή αρμο-
νικά των Β και Γ.

2. 	Αν ΑΔ είναι η διχοτόμος τριγώνου ΑΒΓ 
και ΔΒ =  γ

2  , να δικαιολογήσετε γιατί 
β + γ = 2α.

3.	 Τι ονομάζεται Απολλώνιος κύκλος ως 
προς δυο σημεία Α και Β; Πόσοι τέτοιοι 
Απολλώνιοι κύκλοι υπάρχουν; Με ποιους 
τρόπους μπορεί να ορισθεί κάποιος από 
αυτούς; 

4.	 Στο διπλανό σχήμα εί-
ναι ΑΔ η διχοτόμος, I 
το έγκεντρο και Ια το 
παράκεντρο του τρι-
γώνου ΑΒΓ. Τα σημεία 
(Α, Δ) και (Ι, Ια) αποτε-
λούν αρμονική τετρά-
δα; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

5.	 Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του 
επιπέδου που οι αποστάσεις τους από δύο 
ορισμένα σημεία Α και Β έχουν λόγο λ = 1 
είναι:

	 i)	 Κύκλος διαμέτρου ΑΒ
	 ii)	 Η μεσοκάθετος του ΑΒ
	iii)	 Το μέσο Μ του ΑΒ
	 iv)	 Κανένα από τα παραπάνω.

	 (Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας).

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Η διάμεσος ΑΜ και η διχοτόμος ΒΔ τρι-
γώνου ΑΒΓ τέμνονται στο Ε. Να αποδεί-
ξετε ότι ΑΕ

ΕΜ
Α∆
∆Γ

= 2 .

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 6, ΒΓ = 10, 
ΑΓ=9. Αν ΑΔ, ΑΕ η εσωτερική και εξωτε-
ρική διχοτόμος της γωνίας Â, να υπολογι-
σθεί το ΔΕ.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Â > 90° και η 
διάμεσός του ΑΜ. Αν η διχοτόμος της γω-
νίας AM̂B τέμνει την ΑΒ στο Δ και την 
προέκταση της ΓΑ στο Ε, να αποδείξετε 
ότι ΕΑ ∙ ΔΒ = ΕΓ ∙ ΑΔ.

4.	 Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ ενός 
τριγώνου ΑΒΓ και οι διχοτόμοι των γωνι-
ών AM̂B και ΑM̂Γ τέμνουν τις πλευρές ΑΒ 
και ΑΓ στα Δ και Ε αντίστοιχα, να αποδεί-
ξετε ότι ΔΕ//ΒΓ.

5.	 Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι οι διχοτόμοι των 
γωνιών ενός τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξε-
τε ότι: ∆Β

∆Γ
ΕΓ
ΕΑ

ΖΑ
ΖΒ

⋅ ⋅ = 1.

	 Διατυπώστε και αποδείξτε ανάλογη πρό-
ταση για τις εξωτερικές διχοτόμους.

6.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). Αν Δ τυ-
χαίο σημείο του τόξου ΒΓ και η ΑΔ τέμνει 
την πλευρά ΒΓ στο Ε, να αποδείξετε ότι 
ΕB ∙ ΔΓ = ΕΓ ∙ ΔΒ.

7.	 Σε ένα ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ φέρουμε 
τις εφαπτόμενες στα άκρα της διαμέτρου, 
καθώς και μία εφαπτομένη σε τυχαίο ση-
μείο του Ε, που τέμνει την ευθεία ΑΒ στο 
Ζ και τις άλλες δύο εφαπτόμενες στα Γ και 
Δ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Γ, Δ είναι 
συζυγή αρμονικά των Ε, Ζ.

8.	 Δύο πλευρές ενός τριγώνου είναι 20m και 
36m. Η διχοτόμος της γωνίας, η οποία πε-
ριέχεται μεταξύ των δύο αυτών πλευρών, 
διαιρεί την τρίτη πλευρά σε δύο μέρη, τα 
οποία διαφέρουν κατά 12m. Να υπολογι-
σθεί η τρίτη πλευρά.

Α

Β ΓΔ

Ι

Ια

1 2
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1.	 Δίνονται δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) που 
εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Φέρουμε το 
κοινό εφαπτόμενο τμήμα τους ΔΕ και την 
ΑΒ κάθετη στη ΔΕ. Να αποδείξετε ότι 

AB R
R

=
+
2 ρ

ρ
.

2.	 Μια μεταβλητή ευθεία ε διέρχεται από το 
βαρύκεντρο Θ ενός τριγώνου ΑΒΓ και τέ-
μνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα Δ, Ε αντίστοι-
χα. Να αποδείξετε ότι

∆Β
∆Α

ΕΓ
ΕΑ

+ = 1.

3.	 i) Θεώρημα Μενελάου. Δίνεται τρίγωνο 
ΑΒΓ και ευθεία ε που τέμνει τις ευθείες 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ στα Δ, Ε, Ζ αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι

∆Α
∆Β

ΕΒ
ΕΓ

ΖΓ
ΖΑ

⋅ ⋅ = 1.

	 ii) Θεώρημα Ceva. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ 
και τα σημεία Δ, Ε, Ζ των ευθειών ΒΓ, ΓΑ, 
ΑΒ, αντίστοιχα. Αν οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ και 
ΓΖ συντρέχουν, τότε ισχύει:

∆Β
∆Γ

ΕΓ
ΕΑ

ΖΑ
ΖΒ

⋅ ⋅ = 1.

	 Να εξετασθεί και για τα δύο θεωρήματα, 
αν ισχύει το αντίστροφο.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνονται οι διαδοχικές γωνίες xÔy = yÔz 

= zÔt = 45° και τα σημεία Α, Δ των Οx, 
Ot αντίστοιχα, τέτοια ώστε OA = ΟΔ. Αν 
Β, Γ είναι τα σημεία τομής της ΑΔ με τις 
Oy, Οz αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΑΒ2 
= ΒΓ ∙ΑΔ.

2.	 Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ ενός τρι-
γώνου ΑΒΓ φέρουμε την παράλληλη στη 
διχοτόμο του ΑΔ, που τέμνει τις ΑΒ, ΑΓ 
στα Ε, Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
ΒΕ = ΓΖ.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτόμος του ΑΔ 
και το έγκεντρό του I.

	 i)	 Να υπολογισθεί ο λόγος ΑΙ
ΙΔ  , ως συ-

νάρτηση των πλευρών α, β, γ του τρι-
γώνου.

	 ii)	 Αν β + γ = 2α και Κ το βαρύκεντρο 
του τριγώνου, τότε:

		  α) ΙΚ//ΒΓ           β) ΖΕ =
+β γ
3
,  

όπου Ζ, Ε τα σημεία τομής των ΑΒ, 
ΑΓ αντίστοιχα με την ευθεία ΙΚ.

4.	 Αν οι διχοτόμοι των γωνιών B̂ και Γ̂ ενός 
τριγώνου ΑΒΓ, τέμνουν τη διάμεσό του 
ΑΜ στα Δ και Ε αντίστοιχα, να αποδείξε-
τε ότι Α∆

∆Μ
ΑΕ
ΕΜ

+ > 2.

5.	 Οι μη παράλληλες πλευρές τραπεζίου 
ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) τέμνονται στο Ο. Αν η δι-

χοτόμος της γωνίας ΑÔΒ τέμνει τις ΑΒ, 
ΓΔ στα Ε και Ζ αντίστοιχα, να αποδείξετε 
ότι:

	 i)	 ΖΔ∙ΒΓ = ΖΓ∙ΑΔ , 
	 ii)	 ΕΑ∙ΒΓ = ΕΒ∙ΑΔ .

Σύνθετα Θέματα
1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύ-

κλο (Ο, R). Αν η κάθετη διάμετρος ΚΛ στη 
ΒΓ τέμνει τις ΑΒ, ΑΓ στα Ε, Ζ αντίστοιχα, 
να αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ είναι συζυγή αρ-
μονικά των Κ, Λ.

2.	 Αν οι διχοτόμοι δύο απέναντι γωνιών τε-
τραπλεύρου ΑΒΓΔ τέμνονται πάνω στη δια
γώνιο που ενώνει τις δύο άλλες κορυφές 
του, τότε είναι ΑΒ ∙ ΓΔ = ΑΔ ∙ ΒΓ. Να εξε-
τασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση.

3.	 Δίνεται τόξο A͡B κύκλου (Ο, R). Να ορί-
σετε σημείο Μ του τόξου A͡B, τέτοιο ώστε 
ΜΑ
ΜΒ =  μ

ν  , όπου μ, ν δοσμένα τμήματα.

4.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα 
σημεία Ε, Ζ των πλευρών του ΑΔ, ΑΒ 
αντίστοιχα, ώστε ΔΕ = ΒΖ. Αν Η είναι το 
σημείο τομής των ΒΕ και ΔΖ, να αποδεί-
ξετε ότι η ΓΗ είναι διχοτόμος της γωνίας 
ΒΓ̂Δ.

5.	 Να κατασκευάσετε τρίγωνο ΑΒΓ με βάση 

ΒΓ = α, ύψος ΑΗ = υ και ΑΒ
ΑΓ  = μ

ν  , όπου 
μ, ν δοσμένα τμήματα.

  γενικεσ





 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
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1.	 Να αποδείξετε το αντίστροφο του θεωρήματος του Θαλή.
2.	 Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ και τυχαίο σημείο Α του επιπέδου, διαφορετικό των Β και Γ. Να 

κατασκευάσετε τον Απολλώνιο κύκλο ως προς τα Β και Γ, ο οποίος διέρχεται από το Α.
3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του ΑΔ. Να εξετάσετε αν τα Β και Γ ανήκουν στον ίδιο Απολ-

λώνιο κύκλο ως προς τα Δ και Α. Να κατασκευάσετε τον παραπάνω κύκλο και να βρείτε το λόγο 
ΜΔ
ΜΑ ως συνάρτηση των πλευρών α, β, γ του τριγώνου, όπου Μ τυχαίο σημείο του κύκλου.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και σημείο Γ της ευθείας ΑΒ. Να βρεθεί το αρμονικό συζυγές του Γ 
ως προς τα Α και Β (δύο περιπτώσεις).

ΕΡΓΑΣΙΑ

4.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν η δι-
χοτόμος της γωνίας ΒÂΓ τέμνει τη ΒΔ στο 
Ε και τη ΒΓ στο Ζ, να αποδείξετε ότι

ΕΑ
ΕΖ

ΑΓ
ΑΒ

− = 1.

5.	 Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και χορδή 
ΓΔ κάθετη στην ΑΒ. Αν Μ είναι σημείο 
της χορδής και  οι ευθείες ΜΑ και ΜΒ τέ-
μνουν τον κύκλο στα Ε και Ζ αντίστοιχα, 
να αποδείξετε ότι ΕΖ ∙ ΖΔ = ΕΔ ∙ ΖΓ.

6.	 Αν τα σημεία (Α, Β) και (Γ, Δ) αποτελούν 
αρμονική τετράδα και το Β είναι μεταξύ 
των Γ, Δ, να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΟΑ2 = ΟΓ ∙ ΟΔ, όπου Ο το μέσο του 
ΑΒ.

	 ii)	 2
ΑΒ  =  1

ΑΓ  +  1
ΑΔ  .

7.	 Να κατασκευαστεί εσωτερική ημιευθεία 
Αx της γωνίας Â τριγώνου ΑΒΓ τέτοια, 
ώστε αν Δ, Ε είναι οι προβολές των Β, Γ 

στην Αx αντίστοιχα, να είναι ΑΔ
ΑΕ  =  μ

ν  , 
όπου μ, ν είναι γνωστά τμήματα.

8.	 Δίνεται γωνία xÔy και σταθερό σημείο Α 

στο εσωτερικό της γωνίας. Να κατασκευ-
ασθεί ευθεία, που να διέρχεται από το Α 
και να τέμνει τις πλευρές της γωνίας στα 
σημεία Β και Γ, ώστε:

	 i)	 το Α να είναι μέσο του ΒΓ,

	 ii)	 να είναι ΑΒ =  2
3  ΒΓ και

	iii)	 να είναι ΑΒ
ΑΓ  =  μ

ν  , όπου μ, ν είναι 
γνωστά τμήματα.

9.	 Δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) τέμνονται 
στα σημεία Α και Αʹ. Να κατασκευασθεί 
ευθεία, που να διέρχεται από το Α και να 
τέμνει τους κύκλους στα σημεία Β και Γ, 
ώστε να είναι:

	 i)	 ΑΒ = ΑΓ,       ii)   ΑΒ
ΑΓ  =  3

4  .

10.	Αν ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι οι διχοτόμοι ενός τρι-
γώνου ΑΒΓ και Ι είναι το έγκεντρο του 
τριγώνου, να αποδείξετε ότι

ΙΑ
ΙΔ  +  ΙΒ

ΙΕ  +  ΙΓ
ΙΖ  ≥ 6.

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   166 23/7/2013   3:38:56 μμ



167

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  7 .  Α Ν Α Λ Ο Γ Ι Ε Σ

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Μέτρηση
Στα πρώτα στάδια ανάπτυξης της κοινωνίας η 
μέτρηση γινόταν «με το μάτι», αφού το μέτρο 
δεν είχε διακριθεί ως ανεξάρτητη ιδιότητα ενός 
αντικειμένου. Στην πορεία ανάπτυξης της κοινω-
νίας, όταν τέτοιου είδους «ποιοτικά» μέτρα κρί-
θηκαν ανεπαρκή, εμφανίσθηκαν κάποια φυσικά 
μέτρα, που ήταν συνήθως μέρη του ανθρώπινου 
σώματος, όπως το μήκος του ποδιού, το πλάτος 
της παλάμης κ.ά. Για την ύπαρξη τέτοιων μέτρων 
μαρτυρούν και οι ονομασίες των μέτρων μήκους 
που διατηρήθηκαν μέχρι σήμερα, όπως «πόδι», 
«δάκτυλος», «παλάμη» κ.ά. Τα μέτρα αυτά χρη-
σιμοποιούνταν αρχικά για τον προσδιορισμό της 
ισότητας των μετρούμενων μεγεθών ή της ισοδυ-
ναμίας των σχημάτων. Το μέτρο ενός μεγέθους Α 
ήταν το πλησιέστερο ακέραιο πολλαπλάσιο της 
μονάδας Ε.
Η ανάγκη για πιο ακριβείς μετρήσεις οδήγησε 
στη χρήση υποδιαιρέσεων της μονάδας μέτρου. 
Έτσι εμφανίστηκαν τα πρώτα «συγκεκριμένα 
κλάσματα», ως μέρη των συγκεκριμένων μέτρων 
από όπου προήλθαν. Η ιστορική διαδικασία γέ-
νεσης των συγκεκριμένων κλασμάτων ως απο-
τέλεσμα της ανάγκης μέτρησης επιβεβαιώνεται 
από την ανομοιομορφία του συμβολισμού των 
κλασμάτων αυτού του τύπου. Στη Βαβυλώνα τα 
σύμβολα για το 1/2, το 1/3 και το 2/3 είναι ταυ-
τόχρονα και σύμβολα δοχείων, δηλαδή συγκεκρι-
μένων μέτρων όγκου. Στην αρχαία Αίγυπτο δια-
κρίνονται τα φυσικά κλάσματα (1/2, 1/3, 1/4 και 
2/3), που διαμορφώθηκαν από άμεσες πρακτικές 
ανάγκες και έχουν ιδιάζουσα ονοματολογία και 
ιερογλυφικό συμβολισμό, και τα αλγοριθμικά 
κλάσματα, που ήταν της μορφής 1/ν, και εμφα-
νίσθηκαν ως προϊόν μαθηματικής επεξεργασίας.
Η ανεξαρτητοποίηση του κλάσματος από το συ-
νυφασμένο πεδίο μεγεθών ήταν πολύ πιο αργή 
από τη διαμόρφωση της έννοιας του φυσικού 
αριθμού. Δεν έγινε γρήγορα αντιληπτό ότι οι 
αριθμητικές ιδιότητες των κλασμάτων δεν εξαρ-
τώνται από τις ιδιότητες του πεδίου μεγεθών, στο 
οποίο ανήκουν.
Η πρώτη Ελληνική θεωρία μέτρησης. Μία από 
τις σημαντικές διαφορές της Ελληνικής μαθημα-
τικής παράδοσης από την Αιγυπτιακή και τη Βα-
βυλωνιακή είναι ότι τα προβλήματα της μέτρη-

σης συνεχών μεγεθών τίθενται σε νέα θεωρητική 
βάση. Οι μαθηματικοί αρχίζουν να αναζητούν 
μεθόδους μέτρησης με βάση κάποια αφηρημένη 
μονάδα μέτρου μήκους, επιφανείας ή όγκου. Και 
εδώ δεν εννοούμε εμπειρικές μεθόδους (προσεγ-
γιστικού) προσδιορισμού του μέτρου που να ικα-
νοποιούν πρακτικές ανάγκες. Απαιτείται η από-
δειξη της ύπαρξης ενός τέτοιου μέτρου. Η νέα 
αυτή προσέγγιση απαιτούσε την εισαγωγή νέων 
θεωρητικών εννοιών και νέων τρόπων συλλογι-
σμού. Κάθε συγκεκριμένο είδος μεγεθών είναι 
συνυφασμένο με ορισμένο τρόπο σύγκρισης των 
φυσικών αντικειμένων ή σωμάτων. Τα ευθύγραμ-
μα τμήματα, π.χ. μπορούν να συγκριθούν με τη 
βοήθεια της έννοιας της «εφαρμογής» του ενός 
επί του άλλου, η οποία οδηγεί στην έννοια του 
μήκους: δύο ευθύγραμμα τμήματα έχουν το ίδιο 
μήκος αν με τη μεταφορά του ενός επί του άλλου 
«εφαρμόζουν», ενώ το ένα υπολείπεται του άλ-
λου τότε το πρώτο είναι μικρότερο του δεύτερου. 
Τα βάρη είναι μεγέθη άλλου είδους. Δεν έχει νό-
ημα το ερώτημα αν το βάρος του σώματος είναι 
μεγαλύτερο, ίσο, ή μικρότερο από το μήκος ενός 
ευθύγραμμου τμήματος. Έτσι, τα μήκη, τα εμ-
βαδά, οι όγκοι, είναι διαφορετικά είδη μεγεθών. 
Το πρόβλημα της μέτρησης ενός μεγέθους Α με 
τη βοήθεια της μονάδας Ε συνίσταται αρχικά, 
στην αρχαία Ελλάδα στο να βρεθεί πόσες φορές 
περιέχεται η μονάδα στο Α, δηλαδή ζητείται ο 
αριθμός α τέτοιος, ώστε A = αΕ, όπου Α και Ε 
είναι μεγέθη του αυτού είδους. Ένα μέγεθος Χ 
είναι κοινό μέτρο δύο μεγεθών Α και Β, όταν πε-
ριέχεται ακέραιο αριθμό φορών στα μεγέθη αυτά, 
δηλ. Α = αΧ, B = βΧ. Τότε τα μεγέθη λέγονται 
σύμμετρα.
Οι αρχαίοι Έλληνες γεωμέτρες είχαν βρει μια απο-
τελεσματική διαδικασία με την οποία μπορούσαν 
να βρουν το κοινό μέτρο δύο μεγεθών Α και Β, 
αν υπάρχει. Πρόκειται για τη διαδικασία της αν-
θυφαίρεσης ή ανταναίρεσης (γνωστής σήμερα ως 
αλγόριθμος του Ευκλείδη), η οποία εκτίθεται στις 
δύο πρώτες προτάσεις του Βιβλίου VII των «Στοι-
χείων» του Ευκλείδη. Αν υποθέσουμε ότι Α > Β, 
τότε αφαιρούμε το Β από το Α όσες φορές γίνε-
ται. Αν δεν περισσεύει υπόλοιπο, τότε το Β μετρά 
ακριβώς το Α και είναι το κοινό μέτρο. Ειδεμή 
έχουμε υπόλοιπο Β1, με Β > Β1. Εφαρμόζουμε την 
ίδια διαδικασία στα Β, Β1. Αν δεν προκύπτει υπό-
λοιπο, το Β1 είναι το κοινό μέτρο, ειδεμή έχουμε 
ένα νέο υπόλοιπο Β2. Αν η επανάληψη αυτής της 
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διαδικασίας τερματιστεί σε κάποιο Βν που μετρά 
ακριβώς το Αν τότε το Βν είναι το ζητούμενο κοινό 
μέτρο. Αν ο αλγόριθμος δεν τερματίζεται τα δύο 
μεγέθη είναι ασύμμετρα. Πιθανότατα στο Θεαίτη-
το να ανήκει η ιδέα να εφαρμοστεί η ανθυφαίρεση 
ως κριτήριο ασυμμετρίας δύο τμημάτων. Το κρι-
τήριο αυτό αποδεικνύεται στην Πρόταση 2 του 
Βιβλίου Χ των «Στοιχείων».
Η ανακάλυψη ότι δεν υπάρχει κοινό μέτρο της 
διαγωνίου και της πλευράς του τετραγώνου απο-
δίδεται στον Πυθαγόρα. Το πώς ακριβώς έγινε 
αυτή η ανακάλυψη παραμένει θέμα ανοικτό για 
το οποίο έχουν προταθεί ποικίλες ερμηνείες. 
Όμως η ανακάλυψη αυτή, καθώς και η δυσκολία 
λύσης του προβλήματος του τετραγωνισμού του 
κύκλου (βλ. Τα μη επιλύσιμα γεωμετρικά προβλή-
ματα της αρχαιότητας) έδωσαν νέα ώθηση στα 
μαθηματικά των μετρούμενων μεγεθών.
Η γενική θεωρία των αναλογιών του Ευδόξου. 
Η ύπαρξη ασύμμετρων μεγεθών οδήγησε στη δια
τύπωση μιας νέας θεωρίας από τον Εύδοξο τον 
Κνίδιο που εκτίθεται στο Βιβλίο V των «Στοι-
χείων» του Ευκλείδη. Η νέα θεωρία των αναλο-
γιών στηρίζεται στη γενική έννοια του μεγέθους, 
περιλαμβάνοντας έτσι και τους αριθμούς και τα 
άλλα συνεχή μεγέθη (μήκη, επιφάνειες, όγκοι). Η 
έννοια αυτή εισάγεται αξιωματικά με τη βοήθεια 
των Κοινών Εννοιών στο Βιβλίο I που ορίζουν τις 
σχέσεις ισότητας και ανισότητας.
Ο Εύδοξος ορίζει πότε δύο ζεύγη Αρχιμήδειων 
μεγεθών α, β και γ, δ έχουν τον ίδιο λόγο με τη 
βοήθεια των πολλαπλασίων αυτών των μεγε-
θών, δηλαδή όταν: 1) μα > νβ και μγ > νδ ή 2) 
μα = νβ και μγ = νδ, ή 3) μα < νβ και μγ < νδ. 
Στην περίπτωση αυτή τα μεγέθη α, β, γ, δ λέ-
γονται ανάλογα. Η σχέση της αναλογίας είναι 
σχέση τύπου ισότητας, δηλαδή συμμετρική και 
μεταβατική, και έτσι τα ζεύγη μεγεθών διαμερί-
ζονται σε κλάσεις ισοδυναμίας ζευγών που έχουν 
τον ίδιο λόγο. Έτσι, ο λόγος μπορεί να εισαχθεί 
ως το κοινό χαρακτηριστικό που έχουν τα ζεύγη 
μεγεθών μιας κλάσης.
Η γενική θεωρία των αναλογιών αποτελεί τη 
βάση της μεθόδου της εξάντλησης, η οποία εφαρ-
μόστηκε από τους αρχαίους Έλληνες στη μέ-
τρηση (μη στοιχειωδών) επιφανειών και όγκων. 
Στηρίζεται στην ιδέα ότι αν από κάποιο μέγεθος 
αφαιρέσουμε περισσότερο από το μισό, από το 
υπόλοιπο επίσης κ.ο.κ., τότε μετά από πεπερα-
σμένο αριθμό βημάτων παίρνουμε υπόλοιπο 

μικρότερο από οποιοδήποτε δεδομένο μέγεθος 
(«Στοιχεία», Βιβλίο Χ, Πρόταση 1). Με άλλα 
λόγια, η διαφορά ανάμεσα σε μια μεταβλητή 
ποσότητα που τείνει σε ένα όριο, και στο όριο 
αυτό, μπορεί να γίνει όσο μικρή θέλουμε με υπο-
διπλασιασμό της. Με τη βοήθεια της μεθόδου 
της εξάντλησης ο Εύδοξος απέδειξε τα παρακά-
τω θεωρήματα:
1.	� Τα εμβαδά δύο κύκλων έχουν λόγο ίσο προς 

το λόγο των τετραγώνων των διαμέτρων 
τους.

2.	� Ο όγκος πυραμίδας ισούται με το 1/3 του 
όγκου του πρίσματος με την ίδια βάση και 
ύψος.

3.	� Ο όγκος του κώνου ισούται με το 1/3 του 
όγκου του κυλίνδρου με την ίδια βάση και 
ύψος.

Με την ίδια μέθοδο ο Αρχιμήδης βρήκε ένα πλή-
θος νέων εμβαδών και όγκων, όπως το εμβαδόν 
της παράπλευρης επιφάνειας κυλίνδρου και κώ-
νου, το εμβαδόν της επιφάνειας σφαίρας, τον 
όγκο της σφαίρας κ.ά.
Αρχιμήδεια και μη Αρχιμήδεια μεγέθη. Για 
να ισχύει η θεωρία των αναλογιών πρέπει να 
ορίζεται ο λόγος ανάμεσα στα συγκρινόμενα 
μεγέθη α, β. Αυτό εξασφαλίζεται αν υπάρχουν 
ακέραιοι μ και ν τέτοιοι, ώστε μα > β και νβ > α 
(«Στοιχεία», Βιβλίο V, Ορισμός 4). Η συνθήκη 
αυτή ονομάζεται σήμερα αξίωμα του Ευδόξου (ή, 
συχνότερα, αξίωμα Αρχιμήδη - Ευδόξου). Τα με-
γέθη για τα οποία ικανοποιείται το αξίωμα αυτό 
λέγονται σήμερα Αρχιμήδεια.
Ας σημειωθεί πως μη Αρχιμήδεια μεγέθη ήταν 
γνωστά στην Ελληνική αρχαιότητα, όπως οι λε-
γόμενες κερατοειδείς γωνίες. Πρόκειται για τη 
γωνία που σχηματίζεται π.χ. από το τόξο περι-
φέρειας και την εφαπτομένη στο ένα άκρο της, 
δηλαδή το μέρος του επιπέδου που περιέχεται 
μεταξύ του τόξου και της εφαπτομένης στο ση-
μείο επαφής. Οσοδήποτε και αν μεγαλώσει μια 
τέτοια γωνία δεν μπορεί ποτέ να υπερβεί τη γω-
νία που σχηματίζεται από την εφαπτομένη και 
οποιαδήποτε τέμνουσα του τόξου στο σημείο 
τομής. Ένα τέτοιο μέγεθος α, το οποίο πολλα-
πλασιαζόμενο επί οποιονδήποτε πεπερασμένο 
αριθμό ν παραμένει μικρότερο του μεγέθους β, 
ονομάζεται ενεργεία απειροστό ως προς το β, ή 
αντίθετα, το β λέγεται ενεργεία άπειρο μέγεθος 
ως προς το α.
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ανακεφαλαιωση












 •	 Μέγεθος λέγεται οτιδήποτε επιδέχεται αύξηση ή ελάττωση. Στη Γεωμετρία 

έχουμε τα γεωμετρικά μεγέθη.

•	 Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ λέγεται υποδιαίρεση του ΑΒ, αν υπάρχει ένας φυ-

σικός αριθμός ν, ώστε ΓΔ =  ΑΒ
ν

 .

•	 Ένα ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ λέγεται γινόμενο του ΑΒ επί το θετικό ρητό αριθμό 

q =  μ
ν

 (μ > 0, ν > 0), αν είναι άθροισμα μ ευθύγραμμων τμημάτων ίσων με ΑΒ
ν

.

•	 Αν για δυο μη μηδενικά ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ υπάρχει ρητός q =  μ
ν

τέτοιος, ώστε ΓΔ = qΑΒ, τα δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγονται σύμμετρα και 

ο αριθμός q =  ΓΔ
ΑΒ

 λέγεται λόγος των δύο τμημάτων.

•	 Μια κοινή υποδιαίρεση  ΚΛ = ΑΒ
ν

 =  ΓΔ
μ

 λέγεται και κοινό μέτρο των ΑΒ 

και ΓΔ. Δύο σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα είναι ακέραια πολλαπλάσια κάθε 
κοινού τους μέτρου.

•	 Δύο ευθύγραμμα τμήματα που δεν είναι σύμμετρα λέγονται ασύμμετρα και ο 
λόγος τους είναι ένας άρρητος αριθμός.

	 Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ, λέγονται ανάλογα προς τα τμήματα β, δ όταν 

είναι α
β

 =  γ
δ

 .

•	 Αναλογία τμημάτων λέγεται κάθε ισότητα της μορφής α
β

 =  γ
δ

 , όπου α, β, γ, δ 
είναι ευθύγραμμα τμήματα.

•	 Μέτρο ενός ευθύγραμμου τμήματος α είναι ο λόγος του α προς ένα άλλο τμήμα 
που παίρνουμε αυθαίρετα ως μονάδα μέτρησης. Έτσι:

	 –  �Δύο ίσα τμήματα έχουν ίσα μέτρα και αντίστροφα.
	 –  �Ο λόγος των μέτρων δύο τμημάτων, που μετρώνται με την ίδια μονάδα μέ-

τρησης, ισούται με το λόγο των δύο τμημάτων.

•	 Αν για τα διαφορετικά συνευθειακά σημεία Α, Β, Μ ισχύει  ΜΑ
ΜΒ

 = λ, τότε λέμε 
ότι το Μ διαιρεί το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ.

	 –  �Το Μ διαιρεί εσωτερικά ή εξωτερικά το τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, αν το Μ είναι 
αντίστοιχα μεταξύ των Α και Β ή στην προέκταση του ΑΒ.

	 –  �Το σημείο Μ που διαιρεί ή εσωτερικά ή εξωτερικά το τμήμα ΑΒ σε λόγο λ 
είναι μοναδικό.

•	 Θεώρημα Θαλή
	 –  �Τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες:

	 Αν ε1//ε2//ε3, τότε ΑΒ
ΕΖ

 =  ΒΓ
ΖΗ

 =  ΑΓ
ΕΗ

 .

	 Αντίστροφο: Αν ε1//ε2 και ΑΒ
ΒΓ

 =  ΕΖ
ΖΗ

, τότε ΓΗ//ε1//ε2 .

Α

δ1 δ2

ε2

ε1

ε3

Β

Γ

Ε

Ζ

Η
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	 –  Στο τρίγωνο
Α

Α

Β Β
Γ

Γ

Δ

Δ

Ε

Ε

	 Αν ΔΕ//ΒΓ, τότε ΑΔ
ΑΕ

 =  ΔΒ
ΕΓ

 και ΑΔ
ΑΒ

 =  ΑΕ
ΑΓ

 =  ΔΕ
ΒΓ

 .

	 Αντίστροφο: Αν ΑΔ
ΑΕ

 =  ΔΒ
ΕΓ

 , τότε ΔΕ//ΒΓ.

•	 Γεωμετρικές κατασκευές
	 –  Κατασκευή τετάρτης αναλόγου
	 –  Διαίρεση ευθύγραμμου τμήματος εσωτερικά και εξωτερικά σε δοσμένο λόγο
•	 Συζυγή αρμονικά
	 Δύο σημεία Γ και Δ που διαιρούν εσωτερικά και εξωτερικά το τμήμα ΑΒ στον 

ίδιο λόγο, λέγονται συζυγή αρμονικά των Α και Β.
•	 Θεωρήματα διχοτόμων

1 2

Α

Β
ΓΔ

Α
1

2

Β ΓΕ

Εσωτερικής διχοτόμου Εξωτερικής διχοτόμου

ΑΔ διχοτόμος ⇔  ΔΒ
ΔΓ

 = ΑΒ
ΑΓ

ΔΒ =  αγ
β + γ

 , ΔΓ =  αβ
β + γ

ΑΕ εξωτ. διχοτόμος ⇔  ΕΒ
ΕΓ

 = ΑΒ
ΑΓ

ΕΒ =  αγ
β – γ

 , ΕΓ =  αβ
β – γ

•	 Τα ίχνη Δ και Ε της εσωτερικής και εξωτερικής διχοτόμου της γωνίας Â, τρι-
γώνου ΑΒΓ, είναι σημεία συζυγή αρμονικά ως προς τα Β και Γ.

1 23
4 A

BΕ Δ Γ

•	 Απολλώνιος κύκλος ως προς τα σημεία Α και Β λέγεται κάθε κύκλος διαμέτρου 
ΓΔ, όπου τα Γ και Δ είναι συζυγή αρμονικά των Α και Β.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8
ΟΜΟΙΟΤΗΤΑ
Στο κεφάλαιο αυτό μελετώνται οι ιδιότητες των όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων και ειδικό-
τερα των όμοιων τριγώνων για τα οποία διατυπώνονται κατάλληλα κριτήρια ομοιότητας. Η 
ομοιότητα επεκτείνεται στο σύνολο των στοιχείων των ευθύγραμμων σχημάτων ενώ δίνονται 
πρακτικές εφαρμογές σε πραγματικά προβλήματα και σημειώνεται ότι αποτελεί βασικό συν-
δετικό κρίκο Άλγεβρας και Γεωμετρίας. Τέλος, παρουσιάζεται η στενή σχέση της ομοιότητας 
με την τριγωνομετρία.

Ναός στο Khajuraho της 
Βορειοκεντρικής Ινδίας,  
10ος - 11ος αιώνας.
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 8.1 	Όμοια ευθύγραμμα σχήματα

Ας θεωρήσουμε ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και από τα 
μέσα Βʹ και Δʹ των πλευρών ΑΒ και ΑΔ αντίστοιχα, ας φέ-
ρουμε παράλληλες προς τις ΑΔ και ΑΒ, οι οποίες τέμνονται 
στο σημείο Γʹ. Τότε το παραλληλόγραμμο ΑΒʹΓʹΔʹ έχει τις 
γωνίες του ίσες με τις αντίστοιχες γωνίες του ΑΒΓΔ, ενώ 
ισχύει ότι

ΑΒʹ
ΑΒ

 = ΒʹΓʹ
ΒΓ

 = ΓʹΔʹ
ΓΔ

 =  ΑΔʹ
ΑΔ

 =  1
2

 .

Ας θεωρήσουμε κατόπιν ένα τρίγωνο ΑΒΓ και ας προεκτεί-
νουμε τις πλευρές του ΑΒ και ΑΓ προς τα σημεία Β και Γ 
αντίστοιχα. Θεωρούμε σημείο Βʹ στην προέκταση της ΑΒ, 
έτσι ώστε ABʹ = 3ΑΒ. Από το Βʹ φέρουμε παράλληλη προς 
την τρίτη πλευρά ΒΓ, που τέμνει την προέκταση της ΑΓ στο 
σημείο Γʹ.

Τότε παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒʹΓʹ έχουν 
όλες τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, ενώ επιπλέον ισχύει 
ότι

ΑΒʹ
ΑΒ

 =  ΑΓʹ
ΑΓ

 = ΒʹΓʹ
ΒΓ

 = 3.

Τα δύο παραλληλόγραμμα, όπως και τα δύο τρίγωνα που 
κατασκευάσθηκαν προηγουμένως λέγονται όμοια, ενώ ο 
λόγος των ομόλογων πλευρών τους (δηλαδή των πλευρών 
που βρίσκονται απέναντι από ίσες γωνίες) λέγεται λόγος 
ομοιότητας. Γενικότερα για τα όμοια ευθύγραμμα σχήματα 
έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός

Δύο ευθύγραμμα σχήματα λέγονται όμοια, αν έχουν 
τις πλευρές τους ανάλογες και τις γωνίες που σχημα-
τίζονται από ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία.

Ο λόγος των ομόλογων πλευρών δύο ευθύγραμμων σχημά-
των λέγεται λόγος ομοιότητας αυτών και συμβολίζεται με 
λ. Η ομοιότητα μεταξύ δύο ευθύγραμμων σχημάτων συμ-
βολίζεται με ≈ .

Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων ευθύγραμμων σχη-
μάτων ισούται με το λόγο ομοιότητάς τους.

Θεώρημα

A

B Γ

Δ

B′ Γ′

Δ′

A

B Γ

B′
Γ′

Σχήμα 1

Σχήμα 2
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 Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε δύο όμοια ευθύγραμμα σχήματα ΑΒΓΔΕ 
και ΑʹΒʹΓʹΔʹΕʹ (ανάλογα αποδεικνύεται για ευθύγραμμα 
σχήματα με περισσότερες κορυφές). Λόγω της ομοιότητας 
θα έχουμε ότι

ΑʹΒʹ
ΑΒ

 = ΒʹΓʹ
ΒΓ

 = ΓʹΔʹ
ΓΔ

 = ΔʹΕʹ
ΔΕ

 = ΕʹΑʹ
ΕΑ

 = λ,

και από τις ιδιότητες των αναλογιών, το άθροισμα των αριθ-
μητών προς το άθροισμα των παρονομαστών ισούται με λ, 
δηλαδή:

ΑʹΒʹ+ ΒʹΓʹ+ ΓʹΔʹ+ ΔʹΕʹ+ ΕʹΑʹ
ΑΒ+ΒΓ+ΓΔ+ΔΕ+ΕΑ

 = λ.

 8.2 	Κριτήρια ομοιότητας

Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με την ομοιότητα των 
τριγώνων, καθώς αποδεικνύεται (εφαρμογή 3) ότι δύο όμοια 
ευθύγραμμα σχήματα χωρίζονται σε ισάριθμα όμοια τρίγωνα.

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, 
τότε είναι όμοια.

Θεώρημα Ι (1ο Κριτήριο Ομοιότητας)

 Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ με Â = Âʹ, 
B̂ = B̂ʹ, οπότε και Γ̂ = Γ̂ʹ. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, 
θεωρούμε ότι ΑʹΒʹ < ΑΒ, επομένως υπάρχει σημείο Βʹʹ στην 
ΑΒ τέτοιο, ώστε ΑΒʹʹ = ΑʹΒʹ. Από τη Βʹʹ φέρουμε παράλ-
ληλη προς τη ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Γʹʹ. Τότε τα τρίγω-
να ΑΒʹʹΓʹʹκαι ΑΒΓ είναι όμοια, αφού ισχύει ότι ΒʹʹΓʹʹ//ΒΓ, 

οπότε ΑΒʹʹ
ΑΒ

 = ΑΓʹʹ
ΑΓ

 = ΒʹʹΓʹʹ
ΒΓ

 και η Â είναι κοινή, ενώ B̂ʹʹ = B̂ 

οπότε και Γ̂ʹʹ = Γ̂. 
Όμως τα τρίγωνα ΑΒʹʹΓʹʹ και ΑʹΒʹΓʹ είναι ίσα, καθώς έχουν 
μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες. 
Συνεπώς τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι όμοια.

	 i)	 Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι όμοια, όταν έχουν μία 
οξεία γωνία τους ίση.

	ii)	 Όλα τα ισόπλευρα τρίγωνα είναι όμοια μεταξύ τους.
	iii)	 Δύο ισοσκελή τρίγωνα, τα οποία έχουν μία αντίστοι-

χη γωνία ίση, είναι όμοια.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

A

B

Γ

Δ

Ε

A′

B′

Γ′

Δ′

Ε′

Σχήμα 3

A

B Γ
A′

B′ Γ′

Β′′ Γ′′

Σχήμα 4
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Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς 
μία και τις περιεχόμενες στις πλευρές αυτές γωνίες ίσες, 
τότε είναι όμοια.

Θεώρημα ΙΙ (2ο Κριτήριο Ομοιότητας)

 Απόδειξη

Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ (σχ.4) έτσι, ώστε 

Â = Âʹ και ΑʹΒʹ
ΑΒ

 = ΑʹΓʹ
ΑΓ

 . Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεω-

ρούμε ότι ΑʹΒʹ < ΑΒ, επομένως θα υπάρχει σημείο Βʹʹ στην 
ΑΒ, με ΑΒʹʹ = ΑʹΒʹ. Από το Βʹʹ φέρουμε παράλληλη προς τη 
ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Γʹʹ. Επομένως, τα τρίγωνα ΑΒʹʹΓʹʹ 
και ΑΒΓ είναι όμοια. Επειδή ΑΒΓ ≈ ΑΒʹʹΓʹʹ είναι

ΑΒʹʹ
ΑΒ

 = ΑΓʹʹ
ΑΓ

   ή   ΑʹΒʹ
ΑΒ

 = ΑΓʹʹ
ΑΓ

 .

Όμως, από την υπόθεση ισχύει ότι  ΑʹΒʹ
ΑΒ

 = ΑʹΓʹ
ΑΓ

 .

Επομένως καταλήγουμε ότι ΑΓʹʹ
ΑΓ

 = ΑʹΓʹ
ΑΓ

 ή ΑΓʹʹ = ΑʹΓʹ.

Τελικά τα τρίγωνα ΑΒʹʹΓʹʹ και ΑʹΒʹΓʹ είναι ίσα, καθώς έχουν 
δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες στις 
πλευρές αυτές γωνίες ίσες.

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες μία προς 
μία, τότε είναι όμοια.

Θεώρημα ΙΙΙ (3ο Κριτήριο Ομοιότητας)

 Απόδειξη

Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ (σχ.4), ώστε
ΑʹΒʹ
ΑΒ

 = ΑʹΓʹ
ΑΓ

 = ΒʹΓʹ
ΒΓ

 .

Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ΑʹΒʹ < ΑΒ , επομέ-
νως θα υπάρχει σημείο Βʹʹ στην ΑΒ, με ΑΒʹʹ = ΑʹΒʹ. Από το 
Βʹʹ φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο 
Γʹʹ, οπότε τα τρίγωνα ΑΒʹʹΓʹʹ και ΑΒΓ είναι όμοια.

Επειδή ΑΒΓ ≈ ΑΒʹʹΓʹʹ είναι

ΑΒʹʹ
ΑΒ

 = ΑΓʹʹ
ΑΓ

 = ΒʹʹΓʹʹ
ΒΓ

   ή   ΑʹΒʹ
ΑΒ

 = ΑΓʹʹ
ΑΓ

 = ΒʹʹΓʹʹ
ΒΓ

 .

ΣΧΟΛΙΟ
Το θεώρημα που εκφράζει ότι 
δύο όμοια τρίγωνα έχουν τις 
πλευρές τους ανάλογες και το 
Πυθαγόρειο θεώρημα αποτε-
λούν τους βασικούς συνδετικούς 
κρίκους της Γεωμετρίας με την 
Άλγεβρα. Η σύνδεση της Γεωμε-
τρίας με την Άλγεβρα είναι ιδι-
αίτερα εποικοδομητική, καθώς 
μας επιτρέπει να χρησιμοποιού-
με την εποπτεία της Γεωμετρίας 
σε αλγεβρικά προβλήματα και 
την ευχέρεια των πράξεων της 
Άλγεβρας σε γεωμετρικά προ-
βλήματα. Τα όμοια τρίγωνα και 
το Πυθαγόρειο θεώρημα απο-
τέλεσαν τα θεμέλια της Τριγω-
νομετρίας. Χρησιμοποιώντας 
όμοια τρίγωνα μπορούμε να 
υπολογίσουμε τις διαστάσεις 
ενός αντικειμένου μετρώντας 
τις διαστάσεις ενός μικρότερου 
μοντέλου του. Το μοντέλο αυτό 
θα έχει τις ίδιες γωνίες με το 
αρχικό, επομένως οι διαστάσεις 
του αρχικού προκύπτουν αν πολ-
λαπλασιάσουμε τις αντίστοιχες 
διαστάσεις του μοντέλου με το 
λόγο ομοιότητας των δύο σχη-
μάτων.
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Ας θεωρήσουμε δύο όμοια τρίγωνα ΑΒΓ, ΑʹΒʹΓʹ με λόγο ομοιότητας λ και ση-

μεία Μ της ΒΓ, Μʹ της ΒʹΓʹ τέτοια, ώστε  
ΒΜ
ΜΓ

 = ΒʹΜʹ
ΜʹΓʹ

 .

Τότε ισχύει ότι  
ΑΜ
ΑʹΜʹ

 = 
ΒΜ
ΒʹΜʹ

 = 
ΓΜ
ΓʹΜʹ

 = λ.

Απόδειξη

Έστω ότι ΑʹΒʹ < ΑΒ, οπότε θα υπάρχει σημείο Βʹʹ της ΑΒ τέτοιο, ώστε ΑΒʹʹ = ΑʹΒʹ 
και σημείο Γʹʹ της ΑΓ τέτοιο, ώστε ΑΓʹʹ = ΑʹΓʹ, με ΒʹʹΓʹʹ//ΒΓ. Έστω σημείο Μʹʹ της 
ΒʹʹΓʹʹ τέτοιο, ώστε ΒʹʹΜʹʹ = ΒʹΜʹ.
Προεκτείνουμε την ΑΜʹʹ ώστε να τμήσει τη ΒΓ σε σημείο Ε. Τότε τα τρίγωνα ΑΒʹʹΜʹʹ 
και ΑΒΕ είναι όμοια, οπότε

ΑΒʹʹ
ΑΒ

 = ΒʹʹΜʹʹ
ΒΕ

 =  ΑΜʹʹ
ΑΕ

   ή   λ =  ΒʹΜʹ
ΒΕ

 =  ΑʹΜʹ
ΑΕ

 .

A

B Γ

A′

B′ Γ′
Μ′

Μ Ε

Β′′ Μ′′ Γ′′

Σχήμα 5

Όμοια έχουμε ότι λ =  ΜʹΓʹ
ΕΓ

 =  ΑʹΜʹ
ΑΕ

 .

Οπότε ΒʹΜʹ
ΜʹΓʹ

 =  ΒΕ
ΕΓ

 =  ΒΜ
ΜΓ

 , συνεπώς τα Ε και Μ ταυτίζονται.

  εφαρμογη








 1
η

Όμως από την υπόθεση έχουμε ότι
ΑʹΒʹ
ΑΒ

 = ΑʹΓʹ
ΑΓ

 =  ΒʹΓʹ
ΒΓ

 .

Επομένως προκύπτει ότι

ΑΓʹʹ
ΑΓ

 = ΑʹΓʹ
ΑΓ

   και   ΒʹʹΓʹʹ
ΒΓ

 = ΒʹΓʹ
ΒΓ

 ,

οπότε ΑΓʹʹ = ΑʹΓʹ και ΒʹʹΓʹʹ = ΒʹΓʹ. 

Άρα τα τρίγωνα ΑΒʹʹΓʹʹ και ΑʹΒʹΓʹ είναι ίσα γιατί έχουν και 
τις τρεις πλευρές τους ίσες.
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	 i)	 Ο λόγος ομοιότητας δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος 
με το λόγο δύο ομόλογων υψών τους.

	ii)	 Ο λόγος ομοιότητας δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος 
με το λόγο δύο ομόλογων διχοτόμων τους.

	iii)	 Ο λόγος ομοιότητας δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος 
με το λόγο δύο ομόλογων διαμέσων τους.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

Πόσο ύψος έχει το σχολείο σας;

Λύση

12m

6cm

A B

A′ B′

Γ′

Δ′

z
y

x

Γ

Σχήμα 6

Ένας μαθητής βλέπει την κορυφή Γ του σχολείου από δύο σημεία Α και Β στο έδαφος 
(σχ.6). Χρησιμοποιώντας έναν εξάντα (βλ. επόμενη παράγραφο) μετράει τις γωνίες 
Â, B̂ με τις οποίες φαίνεται το σχολείο, π.χ. Â = 19° και B̂ = 43°.
Κατόπιν μετράει την απόσταση από το σημείο Α ως το Β, π.χ. ΑΒ = 12 μέτρα. Η 
μέτρηση των γωνιών έγινε από κάποια απόσταση από το έδαφος ίση με το ύψος του 
μαθητή, ας υποθέσουμε ότι έχει ύψος 1,8 μέτρα. Για να υπολογίσουμε το ύψος του 
σχολείου κατασκευάζουμε σε μία κόλλα χαρτί το αντίστοιχο μοντέλο. Θεωρούμε 
ένα ευθύγραμμο τμήμα AʹBʹ = 6 cm. Προεκτείνουμε την ΑʹΒʹ προς το μέρος του 
Βʹ και σχηματίζουμε στο ίδιο ημιεπίπεδο δύο γωνίες xÂʹy = 19° και xB̂ʹz = 43°. 
Οι ημιευθείες Aʹy και Bʹz τέμνονται στο σημείο Γʹ. Από το σημείο Γʹ φέρουμε την 
κάθετη ΓʹΔʹ στην ΑʹΒʹ και έχουμε κατασκευάσει το μοντέλο μας. Μετράμε ότι το 
ΓʹΔʹ ισούται με 3,3 cm.

Ο λόγος ομοιότητας είναι λ =  ΑΒ
ΑʹΒʹ

 = 200.

Επομένως το πραγματικό μήκος του ΓΔ είναι ΓΔ = λΓʹΔʹ = 6,6 μέτρα. Προσθέτοντας 
και το ύψος του μαθητή, έχουμε ότι το πραγματικό ύψος του σχολείου είναι 8,4 μέτρα.

  εφαρμογη








 2
η

ΣΧΟΛΙΟ
Με τη χρήση της ομοιότητας μπορούμε να μετρήσουμε μήκη ευθύ-
γραμμων τμημάτων που είναι απρόσιτα.
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Ο ΕΞΑΝΤΑΣ
Το διπλανό σχήμα εκφράζει τη λειτουργία 
του εξάντα, δηλαδή μας παρουσιάζει έναν 
απλό μηχανισμό για να μετράμε τις γωνίες 
υπό τις οποίες φαίνεται ένα σχήμα. Για να 
κατασκευασθεί χρειάζεται ένα ίσιο ξύλο, ένα 
μοιρογνωμόνιο, μία χορδή (κιθάρας) ή πετο-
νιά, ένα βαράκι (νήμα της στάθμης) και δύο 
ανθρώπους, έναν για να βλέπει το αντικεί-
μενο και έναν για να διαβάζει τη μέτρηση.

ΣΧΟΛΙΟ
Παλιά οι μαθηματικοί συνειδητοποίησαν ότι 
για να επιλύουν τέτοιου είδους προβλήματα 
ήταν αρκετό να έχουν έναν πίνακα με τρίγω-
να και τις διαστάσεις τους, οπότε θα αρκούσε 
να μελετούν τον πίνακα παρά να κατασκευά-
ζουν μοντέλα των τριγώνων που προέκυπταν 
από φυσικά προβλήματα.
Παρατήρησαν ότι αρκεί ο πίνακας αυτός να έχει μόνο ορθογώνια τρίγωνα αφού κάθε τρίγωνο 
διαμερίζεται σε δύο ορθογώνια (σχ.8). Ένας τέτοιος πίνακας είναι οι τιμές των τριγωνομετρικών 
συναρτήσεων: τα ημίτονα και συνημίτονα των γωνιών ενός ορθογώνιου τριγώνου με υποτείνουσα 
1. Πρακτικά τα αποτελέσματα από την τριγωνομετρία είναι ακριβέστερα από αυτά που προκύπτουν 
από μέτρηση και κατασκευή μοντέλου, όπως προηγουμένως. Ωστόσο οι τριγωνομετρικοί πίνακες δεν 
είναι τίποτε άλλο, παρά πίνακες όμοιων τριγώνων.

Ζητούμενη γωνία

Οριζόντια γραμμή
Εξάντας

Βαράκι

θ

Σχήμα 7

Σχήμα 8

Να αποδείξετε ότι δύο όμοια ευθύγραμ-
μα σχήματα χωρίζονται σε ισάριθμα 
όμοια τρίγωνα.

Απόδειξη

Θα αποδείξουμε την εφαρμογή για δύο 
πεντάγωνα ΑΒΓΔΕ και ΑʹΒʹΓʹΔʹΕʹ, κα-
θώς η απόδειξη είναι ανάλογη για κάθε 
πολύγωνο. 
Ας υποθέσουμε ότι τα δύο πεντάγωνα εί-
ναι όμοια με λόγο ομοιότητας λ. Από τις κορυφές Α, Αʹ των πενταγώνων φέρουμε 
τις διαγωνίους ΑΓ, ΑΔ και ΑʹΓʹ, ΑʹΔʹ αντίστοιχα, οπότε κάθε πεντάγωνο χωρίσθηκε 
σε τρία τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ, ΑΔΕ και ΑʹΒʹΓʹ, ΑʹΓʹΔʹ, ΑʹΔʹΕʹ αντίστοιχα.

Τότε έχουμε ότι ΑΒΓ ≈ ΑʹΒʹΓʹ και ΑΔΕ ≈ ΑʹΔʹΕʹ. Επομένως, θα είναι και Γ̂1 = Γ̂1́ και  
ΑΓ
ΑʹΓʹ

 = λ. Τότε όμως θα έχουμε ότι Γ̂2 = Γ̂2́ (αφού Γ̂ = Γ̂ʹ) και   ΓΔ
ΓʹΔʹ

 = λ.

Επομένως και τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΑʹΓʹΔʹ θα είναι όμοια.

  εφαρμογη








 3
η

1

1

1 11
1

2

2

2 2
2 2

3

3

A

B

Γ Δ

Ε
A′

B′

Γ′ Δ′

Ε′

Σχήμα 9
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του υα=ΑΗ. Να 
αποδείξετε ότι βγ = 2Rυα, όπου R η ακτίνα του 
περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 

Απόδειξη

Θεωρούμε τη διάμετρο ΑΔ. Τα τρίγωνα ΑΗΓ και 
ΑΒΔ είναι όμοια, αφού B̂ = Ĥ = 1⌊ και Γ̂ = Δ̂ ως 
εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο.
Επομένως είναι

ΑΗ
ΑΒ

 =  ΑΓ
ΑΔ

   ή   βγ = 2Rυα .

  εφαρμογη








 4
η A

B

Δ

ΓΗ

Ο υα

Σχήμα 10

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με Â = 1 ⌊ , τότε είναι 
βγ = αυα = 2Rυα .

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 i)  �Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε είναι 
όμοια;

	 ii) �Αν δύο τρίγωνα είναι όμοια με ένα τρί-
το τρίγωνο, τότε είναι και μεταξύ τους 
όμοια;

2.	 Δύο ισοσκελή τρίγωνα είναι πάντα όμοια;
3.	 Στο παρακάτω σχήμα είναι ΑΒ = 3ΔΕ. Να 

βρεθεί ο λόγος ΕΖ
ΒΓ  .

40o

110o

ΖΓΒ

Α

Δ

Ε

4.	 Στο παρακάτω σχήμα να βρεθεί το μήκος 
του ΔΕ.

Α

1

23

4

5
Β

Γ

Δ

Ε

5.	 Οι πλευρές ενός τριγώνου είναι 3cm, 4cm 
και 5cm. Ένα τρίγωνο όμοιο με αυτό έχει 
περίμετρο 24cm. Ποια είναι τα μήκη των 
πλευρών του;

6.	 Αν στο παρακάτω σχήμα το τετράπλευρο 
ΒΚΛΓ είναι εγγράψιμο, τα τρίγωνα ΑΒΓ 
και ΑΚΛ είναι όμοια; Ποιες είναι οι ομό-
λογες πλευρές τους;

Α

Β

Κ Λ

Γ
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7.	 Στο παρακάτω σχήμα οι ευθείες ΑΒ και ΓΔ 
είναι παράλληλες; Αιτιολογήστε την απά-
ντησή σας.

A

6

12

7

2

4

3
B Γ

Δ
Ε

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Δ ίνεται  ορθογώνιο  τρ ίγωνο ΑΒΓ 

(Â = 1⌊). Από τυχαίο σημείο Δ της ΑΓ 
φέρουμε ΔΕ⊥ΒΓ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΓ είναι όμοια,
	 ii)	 ΑΓ∙ΕΔ = ΑΒ∙ ΕΓ.

2.	 Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ θε-
ωρούμε σημεία Δ και Ε αντίστοιχα, ώστε 
ΑΔ =  1

3  ΑΒ και ΓΕ =  2
3  ΑΓ. Να αποδεί-

ξετε ότι:
	 i)	 τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι όμοια,
	 ii)	 ΒΓ = 3ΔΕ.

3.	 Μία μεταλλική πλάκα έχει σχήμα ορθογώ-
νιου τριγώνου με πλευρές α, β, γ. Η πλάκα 
θερμαίνεται και από τη διαστολή αυξάνε-
ται κάθε πλευρά της κατά το 1

15 της. Θα 
παραμείνει ορθογώνιο τρίγωνο το σχήμα 
της πλάκας;

4.	 Ένα δέντρο ρίχνει κάποια στιγμή σε ορι-
ζόντιο έδαφος σκιά μήκους 24m. Στο ίδιο 
σημείο, την ίδια στιγμή, μια κατακόρυφη 
ράβδος μήκους 2m ρίχνει σκιά μήκους 
3m. Να βρεθεί το ύψος του δέντρου.

5.	 Δίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και το 
ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΑΔ2 = ΔΒ ∙ ΔΓ,
	 ii)	 ΑΒ2 = ΒΔ ∙ ΒΓ,
	iii)	 ΑΒ ∙ ΑΓ = ΑΔ ∙ ΒΓ.

6.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύ-
κλο (O, R) και οι ευθείες Αx και Αy που 
σχηματίζουν ίσες γωνίες με τις ΑΒ και ΑΓ 
και τέμνουν τη ΒΓ και τον κύκλο αντίστοι-
χα στα Δ και Ε. Να αποδείξετε ότι ΑΔ ∙ 
ΑΕ = ΑΒ ∙ ΑΓ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 O παρατηρητής ΑΒ βλέπει το φως του λα-
μπτήρα Γ μέσα από τον καθρέπτη Κ. Να 
υπολογίσετε το ύψος του φανοστάτη ΔΓ, 
όταν είναι ΔΚ=3m, ΑΚ=2m και το ύψος 
του παρατηρητή 1,70m. (Είναι γνωστό 
από τη Φυσική ότι η γωνία πρόσπτωσης 
είναι ίση με τη γωνία ανάκλασης).

Γ

Δ Κ

Β

Α

x

3m 2m

1.70m

2.	 Να αποδείξετε ότι:

	 i) 	 δύο παραλληλόγραμμα είναι όμοια, 
αν δύο διαδοχικές πλευρές του ενός 
είναι ανάλογες προς δύο διαδοχικές 
πλευρές του άλλου και οι γωνίες των 
πλευρών αυτών είναι ίσες,

	 ii)	 δύο ορθογώνια με ίση τη γωνία των 
διαγωνίων τους είναι όμοια.

3.	 Θεωρούμε τους κύκλους (O1, R1) και 
(O2, R2) που τέμνονται στα σημεία Α και 
Β. Αν οι εφαπτόμενες στο Α τέμνουν τους 
κύκλους στα Α1 και Α2 αντίστοιχα, να απο-
δείξετε ότι ΑΒ2 = ΒΑ1 ∙ ΒΑ2.

4.	 Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι τα ύψη και Η το 
ορθόκεντρο τριγώνου ΑΒΓ να αποδείξετε 
ότι 

ΗΔ ∙ ΗΑ = ΗΒ ∙ ΗΕ = ΗΓ ∙ ΗΖ.

5.	 Από το μέσο Μ του τόξου A͡B φέρουμε τις 
χορδές ΜΔ και ΜΖ, που τέμνουν τη χορδή 
ΑΒ στα Δʹ και Ζʹ αντίστοιχα. Να αποδει-
χθεί ότι 

	 ΜΔ ∙ ΜΔʹ = ΜΖ ∙ ΜΖʹ.

6.	 Σε ορθογώνιο τραπέζιο (Â = Δ̂ = 1⌊) οι 
διαγώνιοι είναι κάθετες. Να αποδείξετε 
ότι το ύψος του είναι μέσο ανάλογο των 
βάσεων.
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Σύνθετα Θέματα

1.	 Να αποδείξετε ότι δύο τραπέζια με ανά-
λογες βάσεις και τις προσκείμενες σε δύο 
ομόλογες βάσεις τους γωνίες ίσες μία 
προς μία, είναι όμοια.

2.	 Έστω δοσμένη γωνία xÔy και σημείο Μ. 
O τυχαίος κύκλος που διέρχεται από τα 
O και Μ τέμνει τις πλευρές Ox, Oy στα 
Β και Γ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι 
ΜΒ
ΜΓ  =  d

dʹ  , όπου d, dʹ είναι οι αποστά-
σεις του Μ από τις Ox, Οy, αντίστοιχα.

3.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) 

και το ύψος του ΑΔ. Η διχοτόμος της γω-
νίας Γ̂ τέμνει το ΑΔ στο Ζ και η διχοτόμος 
της ΔÂΒ τέμνει τη ΒΓ στο Ε. Να αποδεί-
ξετε ότι ΖΕ//ΑΒ.

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂ – Γ̂= 1⌊ 
και το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι 
ΑΔ2 = ΔΒ ∙ ΔΓ.

5.	 Η διχοτόμος ΑΔ ενός τριγώνου ΑΒΓ τέ-
μνει τον περιγεγραμμένο κύκλο στο Ε. Να 
αποδείξετε ότι:

	 i)	 AB ∙ ΑΓ = ΑΔ ∙ ΑΕ,

	 ii)	 ΕΒ2 = ΕΑ ∙ ΕΔ.

1.	 Έστω δοσμένος κύκλος (Ο, R) και ση-
μείο Α στο εξωτερικό του κύκλου. Από 
το Α φέρουμε την εφαπτομένη ΑΤ και 
την τέμνουσα ΑΒΓ. Να αποδειχθεί ότι  
AΒ
AΓ  =  TB2

TΓ2  .

2.	 Από σημείο Α φέρουμε τις εφαπτόμενες 
ΑΒ και ΑΓ κύκλου (Ο, R) και τυχαία τέ-
μνουσα ΑΔΕ. Να αποδειχθεί ότι  ΒΔ ∙ 
ΓΕ = ΒΕ ∙ ΓΔ.

3.	 Αν Ε, Ζ είναι οι προβολές των κορυφών 
Β, Γ ενός τριγώνου ΑΒΓ (με β ≠ γ) στη δι-
χοτόμο του ΑΔ να αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ 
είναι συζυγή αρμονικά των Α, Δ.

4.	 Σε κάθε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ να απο-
δειχθεί ότι οι αποστάσεις τυχαίου σημείου 
της διαγωνίου ΑΓ από τις πλευρές ΑΒ και 
ΑΔ είναι αντιστρόφως ανάλογες προς τις 

πλευρές αυτές.
5.	 Αν Μ τυχαίο σημείο κύκλου (Ο, R), να 

αποδείξετε ότι:
	 i)	 η απόσταση d του Μ από χορδή ΑΒ 

του κύκλου είναι d =  MA·MB
2R  ,

	 ii)	 η απόσταση dʹ του Μ από την εφα-
πτομένη σε τυχαίο σημείο Α του κύ-

κλου είναι dʹ =  MA2

2R  ,

	iii)	 αν d,d1,d2 οι αποστάσεις του Μ από 
μία χορδή ΓΔ του κύκλου και από τις 
εφαπτόμενες στα Γ, Δ αντίστοιχα, 
τότε d2 = d1∙d2 .

6.	 Θεώρημα Πτολεμαίου: Σε κάθε εγγρά-
ψιμο τετράπλευρο το άθροισμα των γινο-
μένων των απέναντι πλευρών είναι ίσο με 
το γινόμενο των διαγωνίων του. 

   
γενικεσ





 Α

ΣΚ
Η

ΣΕ
ΙΣ

1.	 Να κατασκευασθούν δύο τετράπλευρα των οποίων οι πλευρές είναι παράλληλες μία προς μία, 
αλλά δεν είναι όμοια.

2.	 Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ. Να κατασκευασθεί τετράπλευρο ΑʹΒʹΓʹΔʹ το οποίο να αποτελείται από 
τρίγωνα ίσα με τα τρίγωνα στα οποία χωρίζει η διαγώνιος ΑΓ το ορθογώνιο έτσι, ώστε το ΑʹΒʹΓʹΔʹ 
να μην είναι όμοιο με το ΑΒΓΔ.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

Κατασκευάστε έναν εξάντα και υπολογίστε το ύψος μίας πολυκατοικίας στη γειτονιά σας ακολουθώ-
ντας τη διαδικασία της εφαρμογής 2.

Εργασία
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	 Όμοια ευθύγραμμα σχήματα 	 • Ανάλογες πλευρές
		  • Ίσες γωνίες

• �O λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων ισούται με το 
λόγο ομοιότητάς τους.

 	 Κριτήρια Ομοιότητας τριγώνων 	 • Δύο ίσες γωνίες
		  • �Δύο πλευρές ανάλογες και τις 

περιεχόμενες γωνίες ίσες
		  • Τρεις πλευρές ανάλογες

• �Σε δύο όμοια τρίγωνα ο λόγος δύο ομόλογων στοιχείων τους ισούται με το 
λόγο ομοιότητάς τους.

Α
Ν

Α
Κ

ΕΦ
Α

Λ
Α

ΙΩ
ση
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Κάζιμιρ Μαλέβιτς (Ρώσος, 1878 - 1935), «Υπέρτατο», πριν το 1915.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9
Μετρικές Σχέσεις
Το κεφάλαιο αυτό ασχολείται ουσιαστικά με τον προσδιορισμό των στοιχείων του τριγώνου 
αν είναι γνωστές οι πλευρές, καθώς και με μετρικές σχέσεις στον κύκλο. Στις μετρικές σχέσεις 
στο τρίγωνο παρουσιάζεται το Πυθαγόρειο θεώρημα και η γενίκευσή του με άμεση εφαρμογή 
στον προσδιορισμό του είδους του τριγώνου ως προς τις γωνίες του –ακόμα και στον προσδι-
ορισμό των γωνιών του, αν χρησιμοποιήσουμε τον ισοδύναμο νόμο των συνημιτόνων– καθώς 
και των υψών του τριγώνου. Κατόπιν υπολογίζονται οι διάμεσοι με τα δύο θεωρήματα των 
διαμέσων.
Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται με το θεώρημα τεμνουσών από το οποίο προκύπτουν οι μετρικές 
σχέσεις σε κύκλο.
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Μετρικές σχέσεις στο τρίγωνο

 9.1 	Ορθές προβολές

Ας θεωρήσουμε μία ευθεία ε και ένα σημείο Α που δεν ανή-
κει σε αυτή. Το ίχνος Αʹ της καθέτου που φέρουμε από το 
Α προς την ε το λέμε ορθή προβολή ή απλώς προβολή του 
Α στην ευθεία ε. Αν το σημείο είναι σημείο της ευθείας, 
π.χ. το Β, τότε ως προβολή του Βʹ πάνω στην ε θεωρούμε 
το ίδιο το Β. Τέλος ορθή προβολή του τμήματος ΓΔ πάνω 
στην ευθεία ε λέμε το τμήμα ΓʹΔʹ που έχει ως άκρα τις ορθές 
προβολές Γʹ, Δʹ των άκρων Γ, Δ, αντίστοιχα, του τμήματος 
ΓΔ πάνω στην ε.

 9.2 	Τ ο Πυθαγόρειο θεώρημα

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο μιας κάθετης 
πλευράς του είναι ίσο με το γινόμενο της υποτείνουσας 
επί την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα.

Θεώρημα ι

 Απόδειξη

Έστω λοιπόν ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και Δ η προβολή 
της κορυφής Α στην υποτείνουσα ΒΓ. Θέλουμε να αποδεί-
ξουμε ότι ΑΒ 2 = ΒΓ ∙ ΒΔ και ΑΓ 2 = ΒΓ ∙ ΓΔ.

Για την πρώτη σχέση αρκεί να αποδείξουμε ότι ΑΒ
ΒΔ

 =  ΒΓ
ΑΒ

 , 

δηλαδή ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΒΑ είναι όμοια, το οποίο 
ισχύει αφού Â = Δ̂ = 1⌊ και η B̂ είναι κοινή. Όμοια αποδει-
κνύεται και η σχέση ΑΓ 2 = ΒΓ ∙ ΓΔ.
Διαιρώντας τις ΑΒ 2 = ΒΓ ∙ ΒΔ και ΑΓ 2 = ΒΓ ∙ ΓΔ κατά μέλη 
προκύπτει το εξής πόρισμα:

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, ο λόγος των τετραγώνων των 
κάθετων πλευρών του είναι ίσος με το λόγο των προβο-
λών τους πάνω στην υποτείνουσα.

ΠΟΡΙΣΜΑ

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το άθροισμα των τετραγώ-
νων των κάθετων πλευρών του είναι ίσο με το τετράγωνο 
της υποτείνουσας.

Θεώρημα ιΙ (Πυθαγόρειο)

Σχήμα 1

A

ε

Γ
Δ

A′ B′ Γ′ Δ′
B
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 Απόδειξη

Θέλουμε δηλαδή (σχ.2) να αποδείξουμε ότι 

AB 2 + ΑΓ 2 = ΒΓ 2 ή α 2 = β 2 + γ 2

Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα έχουμε:

AB 2 = ΒΓ ∙ ΒΔ   και   ΑΓ 2 = ΒΓ ∙ ΓΔ.

Με πρόσθεση των ισοτήτων κατά μέλη προκύπτει ότι:

ΑΒ 2 + ΑΓ 2 = ΒΓ ∙ ΒΔ + ΒΓ ∙ ΓΔ =

ΒΓ(ΒΔ + ΓΔ) = ΒΓ ∙ ΒΓ = ΒΓ 2.

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΑΒ 2 + ΑΓ 2 = ΒΓ 2, τότε Â = 1⌊.
Θεώρημα ιΙΙ (Αντίστροφο του Πυθαγορείου)

 Απόδειξη

Πάνω στις πλευρές Ox, Oy ορθής γωνίας xÔy θεωρούμε 
αντίστοιχα τμήματα ΟΔ = ΑΒ και ΟΕ = ΑΓ. Επειδή το τρί-
γωνο ΟΔΕ είναι ορθογώνιο σύμφωνα με το Πυθαγόρειο 
θεώρημα και την υπόθεση, έχουμε

ΔΕ 2 = ΟΔ 2 + ΟΕ 2 = ΑΒ 2 +ΑΓ 2 = ΒΓ 2.

Άρα ΔΕ = ΒΓ. Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΟΔΕ είναι 
ίσα, γιατί έχουν και τις τρεις πλευρές ίσες, οπότε θα είναι 
Â = Ô = 1⌊, που είναι το ζητούμενο.

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους 
του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο με το 
γινόμενο των προβολών των κάθετων πλευρών του στην 
υποτείνουσα.

Θεώρημα ιv

 Απόδειξη

Έστω ΑΔ το ύψος του ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (σχ.4), 
που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα. Θα αποδείξουμε ότι

ΑΔ 2 = ΒΔ ∙ ΔΓ

Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΓΑΔ είναι όμοια, αφού είναι ορθογώ-
νια και Â1 = Γ̂ ως συμπληρωματικές της B̂. Επομένως, οι 

πλευρές τους είναι ανάλογες, δηλαδή  ΑΔ
ΒΔ

 =  ΔΓ
ΑΔ

 , οπότε 
ΑΔ 2 = ΒΔ ∙ ΔΓ.

Σχήμα 2

A B

Γ

Δ

Σχήμα 3

A B

Γ Ε

Ο Δ x

y

Σχήμα 4

A B

Γ

Δ

1
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Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, 
τότε αα ββ== 2 .

Απόδειξη

Πράγματι, με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος 
στο ΑΒΓ παίρνουμε α 2 = β 2 + γ 2 = 2β 2   ή   α β= 2 .  εφαρμογη








 1

η

A B

Γ

αβ

γ
Σχήμα 5

Αν ΑΔ είναι το ύψος ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ που αντι-

στοιχεί στην υποτείνουσα, τότε ισχύει 
1
β 2  + 

1
γ 2  = 

1
υ 2

α
 .

Απόδειξη

Επειδή αυα = βγ, έχουμε ότι 1
β 2  +  1

γ 2  = β
 2+γ 2

(βγ) 2  =  α 2

(αυα)
 2  =  1

υ 2
α
 .

Παρατήρηση: Υπενθυμίζουμε ότι σε ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑΒΓ (Â=90°) ισχύει: ΑΒ ∙ ΑΓ = ΑΔ ∙ ΒΓ ⇔ β ∙ γ = α ∙ υα . 
(Βλ. Εφαρμογή 4, σελ. 178)

  εφαρμογη








 2
η

A B

Γ

β

γ

υα
Δ

Σχήμα 6

ΣΧΟΛΙΟ
Η εφαρμογή αυτή αποδεικνύει την ύπαρξη τμημάτων με άρρητο λόγο. Είναι αξιοσημείωτο ότι ενώ είναι αδύ-
νατη η μέτρηση με το υποδεκάμετρο τμημάτων άρρητου μήκους, ωστόσο είναι ακριβής ο προσδιορισμός τους 
με γεωμετρικές κατασκευές.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) 
έχει ΑΒ = 6 και ΑΓ = 8. Ποιο το μήκος 
της διαμέσου AM;

2.	 Αν ο λόγος των κάθετων πλευρών ενός 
ορθογώνιου τριγώνου είναι 4, τότε ο λό-
γος των προβολών τους στην υποτείνουσα 
είναι:

	 α. 2        β. 4        γ. 16        δ. 1
4

 

	 Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοιχεί στη 
σωστή απάντηση και αιτιολογήστε την 
απάντησή σας.

3.	 Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει κάθετες 
πλευρές ίσες με 9 cm και 12 cm. Η πλευ-
ρά ισόπλευρου τριγώνου που έχει ίση πε-
ρίμετρο με το ορθογώνιο τρίγωνο είναι:

	 α. 10 cm   β. 12 cm   γ. 13 cm   δ. 14 cm.
	 Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοιχεί στη 

σωστή απάντηση και αιτιολογήστε την 
απάντησή σας.

4.	 Στο παρακάτω σχήμα να υπολογίσετε τα x 
και y.

2

4
3

x y

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) φέ-

ρουμε το ύψος ΑΔ. Αν είναι ΑΒ = 3 και 
ΑΓ = 4, να υπολογιστούν τα μήκη των 
τμημάτων ΒΓ, ΒΔ, ΔΓ και ΑΔ.
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2.	 Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) 
είναι B̂ = 2Γ̂ τότε ο λόγος β

γ
 είναι ίσος με:

	 α. 1
2

       β. 1       γ. 3        δ. 2       ε. 3

	 Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοιχεί στη 
σωστή απάντηση και αιτιολογήστε την 
απάντησή σας.

3.	 Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) φέ-
ρουμε το ύψος ΑΔ. Αν είναι ΑΒ = 5 και  
ΒΔ =  25

13
, να διατάξετε κατά αύξουσα 

σειρά μήκους τα τμήματα: ΑΓ, ΒΓ, ΓΔ και 
ΑΔ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο, που 
έχει πλευρές α = κ 2+λ 2, β = 2κλ και 
γ = κ 2 – λ 2, όπου κ, λ θετικοί ακέραιοι με 
κ > λ, είναι ορθογώνιο.

2.	 Αν ΑΕ, ΑΖ είναι αντίστοιχα οι προβολές 
δύο χορδών ΑΓ και ΑΔ ενός κύκλου σε 
μία διάμετρό του ΑΒ, να αποδείξετε ότι 
ΑΖ ∙ ΑΓ 2 = ΑΕ ∙ ΑΔ 2.

3.	 Αν Δ είναι μέσο της κάθετης πλευράς ΑΓ 
ενός ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ (Â = 1⌊) 
και Ε η προβολή του στη ΒΓ, τότε να απο-
δείξετε ότι ΕΓ 2 + ΑΒ 2 = ΕΒ 2. Στη συνέ-
χεια διατάξτε κατά αύξουσα σειρά μήκους 
τα τμήματα ΔΒ, ΕΒ, ΕΓ.

4.	 Δύο ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ 
(Â = Âʹ = 1⌊) έχουν μβ = μβʹ και μγ = μγʹ.

	 Να αποδείξετε ότι:
	 i) α = αʹ                    ii) β = βʹ.
	 Τι συμπεραίνετε για τα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ;
5.	 Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) φέ-

ρουμε το ύψος του ΒΕ. Να αποδείξετε ότι
	 α 2+β 2+γ 2= 3ΒΕ 2+2ΑΕ 2+ΓΕ 2.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Â = 1⌊) και το ύψος του ΑΔ. Αν Ε, Ζ εί-
ναι οι προβολές του Δ πάνω στις ΑΒ, ΑΓ 
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:

	i) ΑΒ 3

ΑΓ 3  =  ΒΕ
ΓΖ

     ii) ΑΔ 3 = ΒΓ ∙ ΔΕ ∙ ΔΖ.

2.	 Δίνονται δύο κύκλοι (K, R) και (Λ, ρ) που 
εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Αν ΒΓ εί-
ναι το κοινό εξωτερικό εφαπτόμενο τμήμα 
τους και (Ο, σ) ο κύκλος που εφάπτεται 
στους (K, R), (Λ, ρ) και στη ΒΓ, να απο-
δείξετε ότι:

	 i) ΒΓ = 2 Rρ     ii) 
1 1 1
R

+ =
ρ σ

.

3.	 Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ με Â = B̂ = 1⌊. 
Αν Μ, Ν τα μέσα των διαγωνίων ΒΔ, ΑΓ 
αντίστοιχα και Κ το σημείο τομής της ΑΜ 
με τη ΒΓ να αποδείξετε ότι:

	 i)	 το ΑΒΚΔ είναι ορθογώνιο,

	 ii)	 ΔΓ 2– ΑΒ 2 = 4ΜΝ 2.

4.	 Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°) 
να αποδείξετε ότι 2μ 2

α ≥ βγ.

5.	 Θεωρούμε κύκλο (Ο, R), διάμετρό του ΑΒ 
και μία χορδή του ΓΔ που τέμνει την ΑΒ 
στο Ε και σχηματίζει με αυτή γωνία 45°. 
Να αποδείξετε ότι

	 ΕΓ 2 + ΕΔ 2 = 2R 2.

6.	 Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Â = 1⌊) και το ύψος του ΑΔ. Αν x, y και 
ω είναι αντίστοιχα τα μήκη οποιωνδήποτε 
ομόλογων γραμμικών στοιχείων των τρι-
γώνων (π.χ. διαμέσων, υψών, ακτίνων εγ-
γεγραμμένων κύκλων κτλ.) ΔΑΒ, ΔΑΓ και 
ΑΒΓ, τότε x 2 + y 2 = ω 2.
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 9.3 	 Γεωμετρικές κατασκευές

Με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος και του θεω-
ρήματος IV αντιμετωπίζουμε τα παρακάτω βασικά προβλή-
ματα γεωμετρικών κατασκευών ευθύγραμμων τμημάτων.

Αν α, β είναι γνωστά τμήματα, να κατασκευάσετε το τμήμα k, που ορίζεται από 
την ισότητα:  i) k == ++αα ββ2 2 ,         ii) k == −−αα ββ2 2 .

Λύση

	 i)	 Η δοσμένη ισότητα γράφεται ισοδύναμα k 2 = α 2 + β 2, οπό-
τε το ζητούμενο τμήμα k είναι υποτείνουσα ορθογώνιου 
τριγώνου με κάθετες πλευρές α, β.

		  Επομένως, αν πάνω στις κάθετες πλευρές (σχ.7) Ox, Oy 
μίας ορθής γωνίας xÔy πάρουμε αντίστοιχα τα σημεία Α, 
Β, ώστε ΟΑ = α και ΟΒ = β, τότε

	 ΑΒ 2 = OA 2 + OB 2 = α 2 + β 2

		  και επομένως το τμήμα ΑΒ είναι το ζητούμενο τμήμα k. 
Είναι φανερό ότι το τμήμα k κατασκευάζεται για οποιαδή-
ποτε τμήματα α, β.

	ii)	 Η δοσμένη ισότητα γράφεται ισοδύναμα k 2 = α 2 – β 2 η οποία σημαίνει ότι το 
ζητούμενο τμήμα k είναι η μία κάθετη πλευρά ορθογώνιου τριγώνου με υποτεί-
νουσα α και άλλη κάθετη πλευρά το β. Η κατασκευή είναι όμοια της i).

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 1

Ο A

B

β k

y

x
α

Σχήμα 7

Αν α, β είναι γνωστά τμήματα, να κατασκευάσετε το τμήμα x , που ορίζεται από 
την ισότητα x == ααββ .  Το τμήμα x είναι η μέση ανάλογος των α, β.

Λύση

Η δοσμένη ισότητα γράφεται ισοδύναμα x 2 = αβ η 
οποία σημαίνει ότι το x είναι το ύψος του ορθογώ-
νιου τριγώνου, που χωρίζει την υποτείνουσα σε δύο 
τμήματα ίσα με α και β αντίστοιχα. 
Παίρνουμε επομένως σε μία ευθεία διαδοχικά τα 
τμήματα ΑΒ = α και ΒΓ = β (σχ.8). Γράφουμε ημι-
κύκλιο διαμέτρου ΑΓ και στο Β υψώνουμε κάθετο 
στην ΑΓ, που τέμνει το ημικύκλιο στο Δ. Σχηματίζουμε το τρίγωνο ΔΑΓ το οποίο 
είναι ορθογώνιο (Δ̂ = 1⌊).
Επομένως έχουμε ΔΒ 2 = ΑΒ ∙ ΒΓ = αβ και κατά συνέπεια το τμήμα ΔΒ είναι το ζη-
τούμενο. Είναι φανερό ότι το τμήμα x κατασκευάζεται για οποιαδήποτε τμήματα α, β.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 2

A
B

∆

x

α β
Γ

Σχήμα 8
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Αν α είναι γνωστό τμήμα, να κατασκευασθεί τμήμα ίσο με 2 3 5αα αα αα νναα, , , ,          
με ν φυσικό μεγαλύτερο ή ίσο του δύο.

Λύση

Αν x = 2α,  τότε x 2 = 2α 2 = α 2 + α 2, η οποία ση-
μαίνει ότι το x μπορεί να κατασκευασθεί (σχ.9) ως 
υποτείνουσα ορθογώνιου και ισοσκελούς τριγώνου 
με κάθετες πλευρές ίσες με α. Έτσι το ΟΒ είναι το 
ζητούμενο τμήμα.

Αν y = 3α,  τότε y 2 = 3α 2 = α 2 + 2α 2 = α 2 + x 2 που 
σημαίνει ότι το y είναι υποτείνουσα ορθογώνιου τριγώνου με κάθετες πλευρές α και 
x. Αν λοιπόν φέρουμε κάθετο στην ΟΒ στο Β και πάνω σε αυτή πάρουμε σημείο 
Γ, ώστε ΒΓ = α, τότε ΟΓ = y = 3α,  δηλαδή y = ΟΓ. Συνεχίζοντας με αυτό τον τρόπο 
κατασκευάζουμε διαδοχικά τα τμήματα 2 3 5α α α να, , , ,         .

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 3

√
2α

2α√ 3α
√5αΟ

α

α

α
α

α
A

B Γ
Σχήμα 9

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Η ανακάλυψη της ασυμμετρίας 

Αρχικά οι Πυθαγόρειοι πίστευαν ότι ο λόγος 
οιωνδήποτε (φυσικών ή γεωμετρικών) μεγεθών 
μπορεί να εκφραστεί ως λόγος φυσικών αριθμών. 
Ειδικότερα, θεωρούσαν ότι όλα τα τμήματα είναι 
σύμμετρα, δηλαδή για οποιαδήποτε δύο τμήματα 
ΑΒ και ΓΔ υπάρχει τμήμα ΕΖ που περιέχεται ακέ-
ραιο αριθμό φορών τόσο στο ΑΒ, όσο και στο ΓΔ.

Όμως σύντομα έκαναν μια ανακάλυψη που έμελ-
λε να κλονίσει την πεποίθησή τους αυτή. Βρήκαν 
ότι υπάρχουν μεγέθη που δεν είναι σύμμετρα. 
Δεν γνωρίζουμε με βεβαιότητα ποιο ακριβώς 
πρόβλημα οδήγησε τους αρχαίους Έλληνες στην 
ανακάλυψη αυτή. Οι ιστορικοί έχουν προτείνει 
κατά καιρούς πολλές εκδοχές.

Η ανακάλυψη αυτή μπορεί να είχε γίνει π.χ. στη 
γεωμετρία, στο πρόβλημα της εύρεσης του κοι-
νού μέτρου της διαγωνίου προς την πλευρά του 
τετραγώνου, ή κατά τη μελέτη του κανονικού 
δωδεκαέδρου, ή στη θεωρία της μουσικής, στο 
πρόβλημα της διαίρεσης της οκτάβας, που ανά-
γεται στην εύρεση του γεωμετρικού μέσου των 
αριθμών 1 και 2, ή στην αριθμητική, στο πρόβλη-
μα του ορισμού του λόγου, που το τετράγωνό του 
είναι ίσο με 2.

Η πρώτη μαρτυρία για την απόδειξη της ασυμμε-
τρίας (αλλά όχι κατ’ ανάγκη και ιστορικά πρώτη 
απόδειξη) απαντάται στα «Αναλυτικά Ύστερα» 
του Αριστοτέλη, ο οποίος αναφέρει ότι η απόδει-
ξη της ασυμμετρίας της διαγωνίου με την πλευρά 
του τετραγώνου γίνεται με την εις άτοπο απαγω-
γή, γιατί «αν υποτεθεί ότι η διάμετρος είναι σύμ-
μετρη με την πλευρά, τότε ο άρτιος θα ισούται με 
τον περιττό». Η πρόταση αυτή του Αριστοτέλη 
ερμηνεύεται ως εξής:

A Β

ΓΔ

Αν υποθέσουμε ότι η πλευρά ΑΒ είναι σύμμετρη 
προς τη διαγώνιο ΑΓ, τότε ο λόγος τους είναι λό-

γος ακεραίων αριθμών, δηλαδή ΑΒ
ΑΓ

 =  α
β

, όπου 

οι α, β δεν είναι και οι δύο άρτιοι. Τότε, από το 

Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε ΑΓ 2 = 2ΑΒ 2. Επο-

μένως, ΑΒ 2

ΑΓ 2  = α
 2

β 2 =  1
2

, ή β 2 = 2α 2.

Αυτό σημαίνει ότι ο β 2 είναι άρτιος και επομέ-
νως και ο β είναι άρτιος (δηλαδή της μορφής 
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 9.4 	� Γενίκευση του Πυθαγόρειου 
θεωρήματος

Το Πυθαγόρειο θεώρημα εκφράζει το τετράγωνο μίας πλευ-
ράς τριγώνου που βρίσκεται απέναντι από ορθή γωνία, ως 
προς τις δύο άλλες πλευρές. Προκύπτει, λοιπόν, το ερώ-
τημα: το τετράγωνο μίας πλευράς τριγώνου που βρίσκεται 
απέναντι σε οξεία ή αμβλεία γωνία μπορεί να εκφρασθεί ως 
συνάρτηση των άλλων πλευρών; Απάντηση στο ερώτημα 
αυτό δίνουν τα ακόλουθα δύο θεωρήματα.

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απέναντι 
από οξεία γωνία, είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώ-
νων των δύο άλλων πλευρών του, ελαττωμένο κατά το 
διπλάσιο γινόμενο της μίας από αυτές επί την προβολή 
της άλλης πάνω σε αυτή.

Θεώρημα ι

Αν δηλαδή σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ (σχ.10) είναι π.χ. Â < 1⌊ 
και ΑΔ η προβολή της πλευράς γ πάνω στη β, τότε ισχύει ότι

α 2 = β 2 + γ 2 – 2β ∙ ΑΔ .

 Απόδειξη

Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΓ, ΔΒΑ έχουμε, με εφαρμογές 
του Πυθαγόρειου θεωρήματος αντίστοιχα:

α 2 = ΔΒ 2 + ΔΓ 2 και ΔΒ 2 = γ 2 – ΑΔ 2 .

Επειδή είναι Â < 1⌊ τα Δ, Γ βρίσκονται προς το ίδιο μέρος 
του Α και ειδικότερα:

β = 2λ). Τότε ο α πρέπει να είναι περιττός (αφού 
οι α, β δεν είναι και οι δύο άρτιοι). Όμως τότε 
(2λ) 2 = 2α 2, ή 4λ 2=2α 2, ή 2λ 2 = α 2 κι επομένως 
ο α 2 είναι άρτιος, οπότε και ο α είναι άρτιος, που 
είναι άτοπο.

Πρέπει να σημειώσουμε ότι η απόδειξη αυτή 
έχει καθαρά αριθμητικό χαρακτήρα και στηρί-
ζεται στη θεωρία του άρτιου και του περιττού 
(δηλαδή τη θεωρία διαιρετότητας δια 2) που εί-
χαν αναπτύξει οι Πυθαγόρειοι.

Γρήγορα βρέθηκαν και άλλα ασύμμετρα τμήμα-
τα. Ειδικότερα, ο Θεόδωρος ο Κυρηναίος (τέλη 
του 5ου αι. π.Χ.) ανακάλυψε ότι οι πλευρές των 

τετραγώνων με εμβαδόν 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 
13, 14, 15 είναι ασύμμετρες με τη διαγώνιο του 
τετραγώνου με πλευρές τη μονάδα. Επίσης, ο 
Θεαίτητος απέδειξε ότι αν το εμβαδόν ενός τε-
τραγώνου εκφράζεται με έναν αριθμό Ν που δεν 
είναι τετράγωνος, τότε η πλευρά του είναι ασύμ-
μετρη με τη μονάδα. Με σύγχρονη ορολογία, αν 
Ν ≠ α 2, τότε ο Ν  δεν είναι ρητός αριθμός. Ο 
Θεαίτητος προχώρησε παραπέρα τις έρευνές του 
και απέδειξε ότι και όλοι οι αριθμοί της μορφής 

Ν3 ,  όπου Ν φυσικός αριθμός δεν είναι τέλει-
οι κύβοι. Επίσης εξέτασε άρρητους της μορφής 

Μ Ν+ ,  Μ Ν+ ,  Μ Ν+ ..

Σχήμα 10
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22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   190 23/7/2013   3:39:07 μμ



191

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  9 .  Μ Ε Τ Ρ Ι Κ Ε Σ  Σ Χ Ε Σ Ε Ι Σ

•	 αν Γ̂ < 1⌊ το Δ είναι μεταξύ των Α, Γ (σχ.10α), οπότε 
ΔΓ = β – ΑΔ.

•	 αν Γ̂ > 1⌊ το Γ είναι μεταξύ των Α, Δ (σχ.10β), οπότε 
ΔΓ = ΑΔ – β.

Από τις δύο τελευταίες ισότητες προκύπτει ότι 

ΔΓ 2 = (β – ΑΔ) 2 = β 2 + ΑΔ 2 – 2β ∙ ΑΔ.

Με αντικατάσταση αυτής της σχέσης και της ΔΒ 2 = γ 2 – ΑΔ 2 
στην α 2 = ΔΒ 2 + ΔΓ 2 προκύπτει ότι

α 2 = γ 2 – ΑΔ 2 + β 2 + ΑΔ 2 – 2β ∙ ΑΔ = β 2 + γ 2 – 2β ∙ ΑΔ,

δηλαδή η ζητούμενη ισότητα.

•	 αν τέλος Γ̂ =1⌊, το Δ συμπίπτει με το Γ και το ορθο-
γώνιο τρίγωνο ΓΑΒ δίνει α 2 = γ 2 – β 2 που γράφεται 
α 2 = β 2 + γ 2 – 2β∙ΑΔ , αφού ΑΔ = β.

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου που βρίσκεται απέναντι 
από αμβλεία γωνία είναι ίσο με το άθροισμα των τετρα-
γώνων των δύο άλλων πλευρών, αυξημένο κατά το δι-
πλάσιο γινόμενο της μίας από αυτές επί την προβολή της 
άλλης πάνω σε αυτή.

Θεώρημα ιι

Αν δηλαδή σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ (σχ.11) είναι π.χ. Â > 1⌊ 
και ΑΔ η προβολή της πλευράς γ πάνω στη β, τότε ισχύει

α 2 = β 2 + γ 2 + 2β ∙ ΑΔ.

 Απόδειξη

Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΓ και ΔΒΑ, παίρνουμε αντί-
στοιχα:

α 2 = ΔΒ 2 + ΔΓ 2   και   ΔΒ 2 = γ 2 – ΑΔ 2.

Επειδή Â > 1⌊, το Δ βρίσκεται στην προέκταση της ΓΑ προς 
το Α και επομένως ΔΓ = β + ΑΔ οπότε

ΔΓ 2 = (β + ΑΔ) 2 = β 2 + ΑΔ 2 + 2β ∙ ΑΔ.

Με αντικατάσταση των σχέσεων ΔΒ 2 = γ 2 – ΑΔ 2 και

ΔΓ 2 = (β + ΑΔ) 2 = β 2 + ΑΔ 2 + 2β ∙ΑΔ

στη σχέση α 2 = ΔΒ 2 + ΔΓ 2, προκύπτει η ζητούμενη ισότητα

α 2 = γ 2 – ΑΔ 2 + β 2 + ΑΔ 2 + 2β∙ΑΔ = β 2 + γ 2 + 2β∙ΑΔ.

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα και τα προηγούμενα θεωρή-

Σχήμα 11

A

B Γ

Δ

γ

α

β
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ματα I και II προκύπτει άμεσα ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ 
έχουμε:

	   i)	 Αν Â < 1⌊, τότε α 2 < β 2 + γ 2,

	  ii)	 Αν Â = 1⌊, τότε α 2 = β 2 + γ 2,

	 iii)	 Αν Â > 1⌊, τότε α 2 > β 2 + γ 2.

Αποδεικνύεται όμως με απαγωγή σε άτοπο ότι ισχύει και 
το αντίστροφο των i), ii), iii). Πράγματι, αν π.χ. ισχύει 
α 2 < β 2 + γ 2 δεν μπορεί να ισχύει Â = 1⌊ ή Â > 1⌊, γιατί 
τότε από τις ii) και iii) θα είχαμε α 2 = β 2 + γ 2 ή α 2 > β 2 + γ 2 
αντίστοιχα, που είναι άτοπο, αφού α 2 < β 2 + γ 2. Άρα Â < 1⌊.

Όμοια αποδεικνύονται και οι άλλες περιπτώσεις.

Έτσι έχουμε το ακόλουθο πόρισμα:

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι ισοδυναμίες:
	 i)	 α 2 > β 2 + γ 2, αν και μόνο αν  Â > 1⌊,
	ii)	 α 2 = β 2 + γ 2, αν και μόνο αν  Â = 1⌊,
	iii)	 α 2 < β 2 + γ 2, αν και μόνο αν  Â < 1⌊.

ΠΟΡΙΣΜΑ

Σύμφωνα με το πόρισμα αυτό και επειδή σε κάθε τρίγωνο η 
μεγαλύτερη πλευρά βρίσκεται απέναντι στη μεγαλύτερη γω-
νία, συγκρίνοντας το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς 
ενός τριγώνου με το άθροισμα των τετραγώνων των άλλων 
πλευρών του, διαπιστώνουμε αν το τρίγωνο είναι οξυγώνιο, 
ορθογώνιο ή αμβλυγώνιο.

Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι α = 8, β = 10 και γ = 7, 
θα έχουμε β 2 = 100, α 2 + γ 2 = 64 + 49 = 113 δηλα-
δή β 2 < α 2 + γ 2, οπότε B̂ < 1⌊ και επειδή η B̂ είναι 
η μεγαλύτερη γωνία του τριγώνου, το τρίγωνο θα 
είναι οξυγώνιο.Π

Α
ΡΑ

Δ
ΕΙ

ΓΜ
Α

Τέλος από τα θεωρήματα I και II εκφράζοντας την προβολή 
ΑΔ ως προς το συνΑ προκύπτει το επόμενο πόρισμα:

ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΩΝ

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση 
α 2 = β 2 + γ 2 – 2βγ ∙ συνΑ.

ΣΧΟΛΙΟ
Είναι φανερό ότι τα παραπάνω 
θεωρήματα I και II αποτελούν 
γενίκευση του Πυθαγόρειου 
θεωρήματος, αφού στην πε-
ρίπτωση που είναι Â = 1⌊, τα 
θεωρήματα αυτά δίνουν ως ει-
δική περίπτωση το Πυθαγόρειο 
θεώρημα.
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  εφαρμογη








 2
η Το ύψος υα ενός τριγώνου ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο

υυ
αα

ττ ττ αα ττ ββ ττ γγαα == −− −− −−
2 ( )( )( ),

όπου τ = 
1
2

 (α + β + γ) η ημιπερίμετρος του τριγώνου. Ανάλογες εκφράσεις ισχύ-

ουν και για τα άλλα ύψη υβ και υγ.

Απόδειξη

Έστω ένα τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΔ 
το ύψος του υα. Από το ορθο-
γώνιο τρίγωνο ΔΑΒ έχουμε 
υ 2

α = γ 2 –  ΒΔ 2      (1).
Πρέπει επομένως να υπολογί-
σουμε την προβολή ΒΔ της γ 
πάνω στην α.
•	 Αν B̂ ≤ 1⌊, από το τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε β 2 = α 2 + γ 2 – 2α∙ΒΔ    ή

	 ΒΔ =  1
2α

 (α 2 + γ 2 – β 2)      (2).

•	 Αν B̂ ≥ 1⌊, από το τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε

	 β 2 = α 2 + γ 2 + 2α∙ΒΔ  ή   ΒΔ = –  1
2α

 (α 2 + γ 2 – β 2)      (3).

A

B ΓΔ

βγ

α

υα

A

Δ B Γ

υα
γ β

α
Σχήμα 13

Αν μεταξύ των πλευρών α, β, γ ενός τριγώνου ΑΒΓ 

ισχύει γγ αα ββ ααββ== ++ ++2 2 3 ,  τότε:
	 i)	 να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι αμβλυγώνιο,
	ii)	 να υπολογίσετε τη γωνία Γ̂ .

Λύση

	 i)	 Από τη δοσμένη ισότητα προκύπτει ότι η γ είναι η μεγαλύτερη πλευρά και επι-
πλέον ότι γ 2 > α 2 + β 2, οπότε η γωνία Γ̂ είναι αμβλεία.

	ii)	 Επειδή η γωνία Γ̂  είναι αμβλεία, σύμφωνα με το θεώρημα αμβλείας γωνίας 
έχουμε:

	 γ 2 = α 2 + β 2 + 2α ∙ ΓΔ (1).
		  Από την υπόθεση όμως έχουμε
	 γ α β αβ2 2 2 3= + +    (2).

		  Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι Γ∆ =
3
2

β.  Εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο 

θεώρημα στο τρίγωνο ΑΔΓ έχουμε Α∆ Γ∆2 2 2
2

4
= − =β

β ,  οπότε ΑΔ =  β
2

 =  ΑΓ
2

 

που σημαίνει ότι Γ̂εξ = 30° και επομένως Γ̂= 150°.

  εφαρμογη








 1
η A

Δ Γ B
εξ

Σχήμα 12
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Από τις (2) και (3) προκύπτει ότι ΒΔ 2 =  1
4α 2  (α 2 + γ 2 – β 2) 2 με αντικατάσταση της 

οποίας στην (1) παίρνουμε: 

υ 2
α = γ 2 – 1

4α 2  (α 2 + γ 2 – β 2) 2 =  1
4α 2   







4α 2γ 2 – (α 2 + γ 2 – β 2) 2







 = 

 =  1
4α 2  (2αγ + α 2 + γ 2 – β 2) (2αγ – α 2 – γ 2 + β 2) = 

 =  1
4α 2   







(α + γ) 2 – β 2







  







β 2 – (α – γ) 2







 =

 =  1
4α 2  (α + β + γ) (α + γ – β ) (β + α – γ) (β – α + γ)      (4).

Επειδή α + β + γ = 2τ, θα είναι 

α + γ – β = 2τ – β – β = 2(τ – β),   α + β – γ = 2(τ – γ)   και   β + γ – α = 2(τ – α),

οπότε η (4) γίνεται:

υ 2
α =  1

4α 2  2τ∙2(τ – β)∙2(τ – γ)∙2(τ – α) =  4
α 2 τ(τ – α)(τ – β)(τ – γ)

από την οποία προκύπτει το ζητούμενο.
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Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Στο παρακάτω σχήμα να συμπληρώστε τα 

κενά:

Α

Β

Ε

Δ

Γ

	 i)	 ΒΓ 2 = ... + ... + 2ΑΒ ...
	 ii)	 ΒΓ 2 = ... + ... + 2ΑΓ ...

2.	 Να βρεθεί το είδος των γωνιών τριγώνου 
ΑΒΓ όταν:

	 i)	 β 2 = 3α 2 + γ 2,
	 ii)	 γ 2 = α 2 – β 2,
	iii)	 α 2 – β 2 = 2γ 2.

3.	 Αν β η ...................... πλευρά αμβλυγώνιου 
τριγώνου ΑΒΓ τότε ... > α 2 + ... (Να συ-
μπληρώσετε τα κενά).

4.	 Αν στο παρακάτω σχήμα είναι ΑΒ = ΑΓ 
και Â = 120°, να δικαιολογήσετε γιατί 
α 2 = 3β 2.

Α

120
o   

Β Γ

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να εξετάσετε αν υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ, 

με α = 6μ, β = 5μ, γ = 4μ, όπου μ θετική 
παράμετρος. Να εξετασθεί το είδος του 
τριγώνου ως προς τις γωνίες του.

2.	 Υπάρχει τρίγωνο με μήκη πλευρών α = 6, 
β = 5, γ = 4; Αν ναι, να υπολογισθούν τα 
ύψη του τριγώνου.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α =  2, β = 1+  3, 
γ = 2. Να υπολογισθεί η γωνία Â.

4.	 Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
ΑΒ = 4cm, ΑΓ = 5cm και ΑB̂Δ = 30°, 
όπου ΒΔ το ύψος του. Να υπολογισθεί η 
πλευρά του ΒΓ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Οι πλευρές ενός τριγώνου ΑΒΓ έχουν μήκη 
ΑΒ = 9cm, ΒΓ = 7cm και ΑΓ = 12cm. Να 
υπολογισθεί το μήκος της προβολής της 
ΒΓ πάνω στην ΑΒ.

2.	 Να αποδείξετε ότι σε κάθε τραπέζιο ΑΒΓΔ 
με βάσεις ΑΒ, ΓΔ ισχύει ότι

	 ΑΓ 2 + ΒΔ 2 = ΑΔ 2 + ΒΓ 2 + 2ΑΒ ∙ ΓΔ.
3.	 Αν ΒΒʹ, ΓΓʹ είναι ύψη ενός οξυγώνι-

ου τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι 
α 2 = β∙ΓΒʹ + γ∙ΒΓʹ.

4.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊). 
Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΓ κατά 
ΓΔ = ΒΓ. Να αποδείξετε ότι ΒΔ 2 = 2ΒΓ∙ΑΔ.

5.	 Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) φέ-
ρουμε παράλληλο της ΒΓ, που τέμνει τις 
ΑΒ και ΑΓ στα Δ και Ε αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι ΒΕ 2 = ΕΓ 2 + ΒΓ∙ΔΕ.

6.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) 
με πλευρές α, β, γ. Υπάρχει τρίγωνο με 
πλευρές 5α, 4β, 3γ;

Σύνθετα Θέματα

1.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με 
ΑΒ = ΑΓ και Â = 30°. Να αποδείξετε ότι 
α β= −2 3 .

2.	 Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και μία 
χορδή του ΓΔ//ΑΒ. Αν Μ είναι τυ-
χαίο σημείο της ΑΒ, να αποδείξετε ότι 
ΜΓ 2 + ΜΔ 2 = ΜΑ 2 + ΜΒ 2.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α 3= β 3+ γ 3. Να 
αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι οξυγώνιο.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση
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 9.5 	Θεωρήματα διαμέσων

Οι επόμενες μετρικές σχέσεις που θα μελετήσουμε αφο-
ρούν τον υπολογισμό των διαμέσων ενός τριγώνου και των 
προβολών τους στις πλευρές, ως συνάρτηση των πλευρών 
του τριγώνου.

Το άθροισμα των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώ-
νου ισούται με το διπλάσιο του τετραγώνου της διαμέσου 
που περιέχεται μεταξύ των πλευρών αυτών, αυξημένο 
κατά το μισό του τετραγώνου της τρίτης πλευράς.

Θεώρημα Ι (1ο Θεώρημα Διαμέσων)

 Απόδειξη

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, η διάμεσος AM = μα και το ύψος ΑΔ. 
Αν ΑΓ > ΑΒ, τότε το ίχνος Δ του υα βρίσκεται μεταξύ των 
Β, Μ (σχ.14) και ΑM̂Γ > 1⌊, ενώ ΑM̂Β < 1⌊. Εφαρμόζουμε 
το θεώρημα αμβλείας γωνίας στο τρίγωνο ΑΜΓ και το θεώ-
ρημα οξείας γωνίας στο τρίγωνο ΑΜΒ. Τότε θα έχουμε ότι:

	 i)	 ΑΓ 2 = ΑΜ 2 + ΜΓ 2 + 2ΜΓ∙ΜΔ

	ii)	 ΑΒ 2 = ΑΜ 2 + ΜΒ 2 – 2ΜΒ∙ΜΔ

Προσθέτοντας κατά μέλη αυτές τις σχέσεις και λαμβάνοντας

υπόψη ότι ΜΒ = ΜΓ έχουμε:

ΑΓ 2 + ΑΒ 2 = 2ΑΜ 2 + 2ΜΒ 2 = 2ΑΜ 2 + 2



















ΒΓ
2

 2

 = 

 = 2ΑΜ 2 +  ΒΓ 2

2
   ή   β 2 + γ 2 = 2μ 2

α + 
α 2

2
 .

Ανάλογα έχουμε και τους ακόλουθους τύπους:

α 2 + β 2 = 2μ 2
γ + 

γ 2

2
 ,   α 2 + γ 2 = 2μ 2

β + 
β 2

2
 .

Από τους τύπους αυτούς μπορούμε να υπολογίσουμε τα τε-
τράγωνα των διαμέσων ως συνάρτηση των πλευρών του 
τριγώνου:

μ 2
α = 

2β 2 + 2γ 2 – α 2

4
 ,   μ 2

β = 
2α 2 + 2γ 2 – β 2

4
 ,   

μ 2
γ = 

2α 2 + 2β 2 – γ 2

4
 .

Για τον υπολογισμό των προβολών των διαμέσων στις πλευ-
ρές του τριγώνου έχουμε το ακόλουθο θεώρημα.

A

B ΓΔ Μα

υα
μα

γ β

Σχήμα 14
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Η διαφορά των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου 
ισούται με το διπλάσιο γινόμενο της τρίτης πλευράς επί 
την προβολή της αντίστοιχης διαμέσου πάνω στην πλευρά 
αυτή.

Θεώρημα ΙΙ (2ο Θεώρημα Διαμέσων)

 Απόδειξη

Έστω ότι ΑΓ > ΑΒ. Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (βλ.
Απόδειξη θεωρήματος I):
	 i)	 ΑΓ 2 = ΑΜ 2 + ΜΓ 2 + 2ΜΓ ∙ ΜΔ
	ii)	 ΑΒ 2 = ΑΜ 2 + ΜΒ 2 – 2ΜΒ ∙ ΜΔ
βρίσκουμε ότι	

ΑΓ 2 – ΑΒ 2 = 4ΜΒ ∙ ΜΔ = 4 ΒΓ
2

 ∙ ΜΔ  ή   β 2 – γ 2 = 2α ∙ ΜΔ.

 9.6 	 Βασικοί γεωμετρικοί τόποι

Χρησιμοποιώντας τις προηγούμενες μετρικές σχέσεις θα με-
λετήσουμε τα παρακάτω προβλήματα γεωμετρικών τόπων.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισο-
σκελές (ΑΓ = ΑΒ) ή ισόπλευρο, 
τότε το Μ ταυτίζεται με το Δ και 
το 2ο θεώρημα διαμέσων ισχύει 
ταυτοτικά.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 1 Έστω Α, Β δύο σταθερά σημεία και k ένα δοσμένο 

τμήμα. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων, 
των οποίων το άθροισμα των τετραγώνων των απο-
στάσεων από τα Α, Β ισούται με k 2. 

Λύση

Έστω Μ ένα σημείο του γεωμετρικού τόπου. Σύμφωνα 
με το πρόβλημα θα είναι:

AM 2 + BM 2 = k 2    (1).
Αν Ο είναι το μέσο του ΑΒ, τότε από το 1ο θεώρημα των διαμέσων θα έχουμε

ΑΜ ΒΜ ΜΟ
ΑΒ

ΜΟ
ΑΒ

ΜΟ2 2 2
2

2 2
2 2 2

2
2

2
2

2
2

+ = + ⇔ = + ⇔ =
−k k AB    (2).

Από την ισότητα αυτή βλέπουμε ότι το τμήμα ΜΟ έχει σταθερό μήκος.

Έτσι το Μ απέχει από το σταθερό σημείο Ο σταθερή απόσταση ίση με 2
2

2 2k AB− ,  

άρα βρίσκεται στον κύκλο O k AB,    2
2

2 2−









.

Αντίστροφα. Θα αποδείξουμε ότι κάθε σημείο Μ του κύκλου O k AB,    2
2

2 2−







 είναι 

A BΟ

Μ

Σχήμα 15
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και σημείο του ζητούμενου γεωμετρικού τόπου, δηλαδή ότι ισχύει ΑΜ 2 + MB 2 = k 2. 
Πράγματι, από το 1ο θεώρημα διαμέσων έχουμε

ΜΑ ΜΒ ΜΟ
ΑΒ ΑΒ2 2 2

2 2 2
2

2
22

2
2 2

2 2
+ = + =

−







 + =

k AB k .

Επομένως ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος που έχει κέντρο Ο το 

μέσο του τμήματος ΑΒ και ακτίνα ίση με  2
2

2 2k AB− .  

Διερεύνηση. Απαραίτητη προϋπόθεση για να υπάρχει γεωμετρικός τόπος είναι

2 0
2

2 2k AB k AB
− ≥ ⇔ ≥ .

 
Όταν έχουμε ισότητα, ο γεωμετρικός τόπος αποτελείται μόνο από το σημείο Ο.

Έστω Α, Β δύο σταθερά σημεία και k ένα σταθερό τμήμα. Να βρείτε το γεωμε-
τρικό τόπο των σημείων, για τα οποία η διαφορά των τετραγώνων των αποστά-
σεών τους από τα Α, Β ισούται με k².

Λύση

Έστω Μ ένα σημείο του γεωμετρικού τόπου. Σύμ-
φωνα με το πρόβλημα (για ΑΜ > ΒΜ) είναι

ΑΜ 2 – ΒΜ 2 = k 2     (1).
Έστω Ο το μέσο του ΑΒ και ε η ευθεία ΜΗ⊥ΑΒ 
όπου Η η προβολή του Μ πάνω στην ΑΒ. Από το 
2ο θεώρημα των διαμέσων έχουμε ότι

ΑΜ 2 – ΒΜ 2 = 2ΑΒ ∙ ΟΗ ⇔ k 2 = 2ΑΒ ∙ OH ⇔ ΟΗ =  k 2

2ΑΒ
     (2). 

Η ισότητα αυτή δείχνει ότι το τμήμα ΟΗ είναι σταθερό. Παρατηρούμε ότι η προβο-
λή του Μ πάνω στο ΑΒ είναι σταθερή, άρα το Μ βρίσκεται στην ευθεία ε⊥ΑΒ στο 

σημείο Η, όπου ΟΗ =  k 2

2ΑΒ
 και βρίσκεται μεταξύ των σημείων Ο, Β.

Αντίστροφα. Έστω σημείο Η μεταξύ των Ο, Β τέτοιο, ώστε ΟΗ =  k 2

2ΑΒ
 .

Από το Η φέρουμε την κάθετη ευθεία ε στην ΑΒ και έστω Μ τυχαίο σημείο της ε. Θα 
αποδείξουμε ότι το Μ είναι σημείο του ζητούμενου γεωμετρικού τόπου. Πράγματι 

από το 2ο θεώρημα διαμέσων έχουμε ΑΜ 2 – ΒΜ 2 = 2ΑΒ ∙ ΟΗ = 2ΑΒ ∙  k 2

2ΑΒ
 = k 2. 

Επομένως ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ε.

Διερεύνηση. Αν k = 0 είναι MA 2 – MB 2 = 0 ή ΜΑ = ΜΒ, οπότε το Μ ισαπέχει από 
τα σημεία Α, Β. Τότε ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η μεσοκάθετος του 
τμήματος ΑΒ.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 2

A BΗΟ

Μ
ε

Σχήμα 16
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  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Στο παρακάτω σχήμα η ΑΜ είναι διάμε-
σος και ΑΔ ύψος. Ποια σχέση είναι σω-
στή;

Α

Β M Δ Γ

	 i)	 AB 2 + ΑΓ 2 = 2AM 2 + 2ΒΜ 2

	 ii)	 AB 2 + ΑΓ 2 = 2AM 2 + 2ΑΔ 2

	iii)	 AB 2 + ΑΓ 2 = 2ΒΓ ∙ ΜΔ
	 iv)	 AB 2 – AΓ 2 = 2AM 2 + 2BM 2

	 Αιτιολογήστε την απάντησή σας.
2.	 Στο παρακάτω σχήμα να συμπληρώσετε 

τα κενά

Α

Β

Ο

Μ

Δ Γ

	 i)	 MA 2 + MB 2 = ....... + .......
	 ii)	 ΜΓ 2 + ΜΔ 2 = ....... + .......

	 Να εξηγήσετε γιατί ΜΑ 2+MB 2=ΜΓ 2+ΜΔ 2.
3.	 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι β 2 + γ 2 = 5α 2 

τότε:
	 α. μα =  α

2
           β. μα =  3α

4
   

	 γ. μα =  3α
2

          δ. μα =  2α
3

	 Κυκλώστε το γράμμα που αντιστοιχεί στη 
σωστή απάντηση και αιτιολογήστε την 
απάντηση σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε β = 7, γ = 6 και 

μα = 7/2. Να υπολογισθούν: i) η πλευρά α, 
ii) η προβολή της διαμέσου μα στη ΒΓ.

2.	 Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ισχύει

μ 2
α + βγ >  α 2

4
 .

3.	 Δίνεται κύκλος (O, R), μια διάμετρός του 
ΑΒ και έστω Γ, Δ τα μέσα των ΟΑ και ΟΒ 
αντίστοιχα. 

	 Αν ΜΓ 2 + ΜΔ 2 = 5, όπου Μ τυχαίο σημείο 
του κύκλου, να υπολογισθεί η ακτίνα R.

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και έστω Θ το βα-
ρύκεντρό του. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 μ 2
α + μ 2

β + μ 2
γ =  3

4
(α 2 + β 2 + γ 2) ,

	 ii)	 ΘΑ 2 + ΘΒ 2 + ΘΓ 2 =  1
3

(α 2 + β 2 + γ 2).

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Â = 60°, β = 5, 

γ = 3. Να υπολογισθεί η διάμεσός του μα.
2.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 

και τυχαίο σημείο Δ της ΑΒ. Να αποδείξε-
τε ότι

	 ΔΓ 2 – ΔΒ 2 =  ΒΓ 2·ΑΔ
ΑΒ

 .

3.	  i) �Αν ΑΒΓΔ ορθογώνιο και Μ τυχαίο ση-
μείο να αποδείξετε ότι ΜΑ 2 + ΜΓ 2 = 
ΜΒ 2 + ΜΔ 2.

	 ii) �Αν ΑΒΓΔ τετράγωνο και σημείο Μ στο 
εσωτερικό του, ώστε ΜΑ = 1, ΜΒ = 

2  και ΜΓ =  3, να βρεθεί η πλευρά 
του τετραγώνου.

4.	 Αν Μ, Ν είναι μέσα των διαγωνίων ΑΓ, 
ΒΔ ενός τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, να αποδεί-
ξετε ότι

	 ΑΒ 2+ΒΓ 2+ΓΔ 2+ΔΑ 2=ΑΓ 2+ΒΔ 2+4ΜΝ 2

	 (Θεώρημα Euler).
5.	 Στην υποτείνουσα ΒΓ ορθογώνιου τριγώ-

νου ΑΒΓ θεωρούμε τα σημεία Δ και Ε τέ-
τοια, ώστε ΒΔ = ΔΕ = ΕΓ.

	 Να αποδείξετε ότι ΑΔ 2 + ΑΕ 2 =  5
9

 ΒΓ 2 .

6.	 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει β 2 + γ 2 = 2αμα 
να υπολογισθεί η γωνία Â.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Δύο αδέλφια κληρονόμησαν αγροτεμάχιο 

σχήματος τραπεζίου και αποφάσισαν να το 
μοιράσουν ανοίγοντας δρόμο που θα ενώ-
νει τα μέσα των παράλληλων πλευρών του. 
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Μετρικές σχέσεις σε κύκλο

 9.7 	Τ έμνουσες κύκλου

Ας θεωρήσουμε έναν κύκλο (Ο, R) και ένα εξωτερικό ή εσω-
τερικό σημείο του Ρ. Από το Ρ φέρουμε δύο τυχαίες ευθείες 
που τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Α, Β και Γ, Δ αντίστοιχα.
Το ακόλουθο θεώρημα εκφράζει ότι ΡΑ ∙ ΡΒ = ΡΓ ∙ ΡΔ.

Αν δύο χορδές ΑΒ, ΓΔ ή οι προεκτάσεις τους τέμνονται 
σε ένα σημείο Ρ, τότε ισχύει

ΡΑ ∙ ΡΒ = ΡΓ ∙ ΡΔ.

Θεώρημα ι

 Απόδειξη

Τα τρίγωνα ΡΑΓ και ΡΒΔ είναι όμοια, αφού ΡÂΓ = ΡΔ̂Β 
και ΡΓ̂Α = ΡB̂Δ (Στο σχ.17α έχουμε ότι ΡÂΓ = ΡΔ̂Β γιατί 
το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο και η ΡÂΓ είναι εξωτερική 
του γωνία. Στο σχ.17β ΡÂΓ = ΡΔ̂Β ως εγγεγραμμένες γωνίες 
που βαίνουν στο ίδιο τόξο).
Επομένως, ισχύει ότι

ΡΑ
ΡΔ

 = 
ΡΓ
ΡΒ

     ή    ΡΑ ∙ ΡΒ = ΡΓ ∙ ΡΔ .

Παρατηρούμε λοιπόν ότι τα γινόμενα των τμημάτων που 
ορίζουν οι τέμνουσες ενός κύκλου ΡΑ1 ∙ ΡΑ2, ΡΒ1 ∙ ΡΒ2, 
ΡΓ1 ∙ ΡΓ2, ... παραμένουν σταθερά. Το γεγονός αυτό μας 

Αν οι βάσεις είναι 8km και 6km, ενώ οι μη 
παράλληλες πλευρές 5km και 6km, πόσο 
θα στοιχίσει η διάνοιξη του δρόμου, αν 1 
χιλιόμετρο δρόμου κοστίζει 500 ευρώ;

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με ΑΓ > ΑΒ και Μ, 
Ν τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντί-
στοιχα. Αν Ο το μέσο του ΜΝ, να αποδεί-
ξετε ότι:

ΟΓ 2 – ΟΒ 2 = ΑΓ 2 – ΑΒ 2

2
3.	 Σε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ = 2α θεω-

ρούμε τυχαίο σημείο Μ. Χωρίζουμε τη 
διάμετρο ΑΒ σε τρία ίσα τμήματα ΑΓ = 

ΓΔ = ΔΒ. Να αποδείξετε ότι το άθροισμα 
ΜΑ 2+ΜΒ 2+ΜΓ 2+ΜΔ 2 είναι σταθερό.

4.	 Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ πλευράς α, Ο το κέ-
ντρο του και κύκλος (Ο, λα), λ > 0. Αν 
για τυχαίο σημείο Μ του κύκλου ισχύει 
ΜΑ 2+ΜΒ 2+ΜΓ 2+ΜΔ 2=18α 2, να βρεθεί 
ο πραγματικός αριθμός λ.

5.	 Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ πλευράς α, με δια-
γώνιο ΒΔ = α. Έστω τυχαίο σημείο Ρ. Να 
αποδείξετε ότι 

	 α 2 = (ΡΑ 2 – ΡΒ 2) + (ΡΓ 2 – ΡΔ 2).

A

B

Γ Δ
Ρ

Σχήμα 17α

Σχήμα 17β

A

B
Γ

Δ

Ρ
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οδηγεί στο συμπέρασμα ότι τα γινόμενα αυτά εξαρτώνται 
μόνο από τις θέσεις του σημείου Ρ και του κύκλου (O, R).

Στην ειδική περίπτωση της εφαπτομένης, όπου τα δύο ση-
μεία τομής ταυτίζονται, το θεώρημα ισχύει.

Αν από ένα εξωτερικό σημείο Ρ κύκλου (O, R) φέρουμε 
το εφαπτόμενο τμήμα ΡΕ και μία ευθεία που τέμνει τον 
κύκλο στα σημεία Α, Β, τότε ισχύει ότι 

ΡΕ 2 = ΡΑ ∙ ΡΒ.

Θεώρημα ιΙ

 Απόδειξη

Φέρουμε την ευθεία ΡΟ η οποία τέμνει τον κύκλο στα ση-
μεία Γ και Δ. Θέτουμε ΟΡ = δ, οπότε από το θεώρημα I 
έχουμε ότι:

ΡΑ ∙ ΡΒ = ΡΓ ∙ ΡΔ = (δ – R)(δ + R)= δ 2 – R 2 .

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΡΟΕ προκύπτει 
ότι

PE 2 = PO 2 – OE 2= δ 2 – R 2   Άρα   ΡΕ2 = ΡΑ ∙ ΡΒ.

Στην προηγούμενη απόδειξη είδαμε ότι αν μια ευθεία διέρ-
χεται από ένα εξωτερικό σημείο Ρ κύκλου (Ο, R) και τέμνει 
τον κύκλο σε σημεία Α, Β τότε ΡΑ ∙ ΡΒ = δ 2 – R 2. Όμοια 
αποδεικνύεται ότι ΡΑ ∙ ΡΒ = R 2 – δ 2, αν το Ρ είναι εσωτε-
ρικό σημείο του κύκλου.

Η διαφορά δ 2 – R 2 λέγεται δύναμη του σημείου Ρ ως προς 
τον κύκλο (O, R) και συμβολίζεται

ΔΡ
(Ο, R) = δ 2 – R 2 = ΟΡ 2 – R 2.

Σχήμα 18

Ρ
Α1

Β1 Β2

Γ1

Γ2Δ1

Δ2

Α2

Ε

Σχήμα 19

R
R

RΡ

Ε

ΔΟ
Γ

A

B

δ
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Ας εξετάσουμε τι συμβαίνει όταν το Ρ είναι εσωτερικό ση-
μείο του κύκλου ή όταν ανήκει σε αυτόν. Τότε η δύναμη του 
σημείου P ως προς τον κύκλο (O, R) είναι αρνητική ή ίση 
με το μηδέν αντίστοιχα.
Από τον ορισμό της δύναμης σημείου ως προς κύκλο κατα-
λαβαίνουμε ότι ουσιαστικά εκφράζει τη σχετική θέση του 
σημείου Ρ ως προς τον κύκλο (O, R), καθώς εξαρτάται μόνο 
από το δ, δηλαδή την απόσταση του Ρ από το κέντρο του 
κύκλου. Επομένως, έχουμε ότι:
•	 το Ρ είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου (O, R) αν και 

μόνο αν
ΔΡ

(Ο, R) > 0

•	 το Ρ είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου (O, R) αν και 
μόνο αν

ΔΡ
(Ο, R) < 0

•	 το Ρ είναι σημείο του κύκλου (O, R) αν και μόνο αν

ΔΡ
(Ο, R) = 0

Μηδενική
δύναμη

Αρνητική
δύναμηΜικρή

δύναμη
Μεγάλη
δύναμη

Σχήμα 20
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Αν δύο τμήματα ΑΒ και ΓΔ ή οι προεκτάσεις τους τέμνονται σε ένα σημείο Ρ 
έτσι ώστε ΡΑ ∙ ΡΒ = ΡΓ ∙ ΡΔ , τότε το τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία Α, Β, 
Γ, Δ είναι εγγράψιμο.

Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε το σημείο τομής Ρ των τμημάτων AB, ΓΔ ή των προεκτάσεών 
τους (σχ.17). Η δοσμένη σχέση ΡΑ ∙ ΡΒ = ΡΓ ∙ ΡΔ γράφεται ΡΑ

ΡΓ
 =  ΡΔ

ΡΒ
 και αφού 

ΑP̂Γ = ΒP̂Δ, τα τρίγωνα ΑΡΓ και ΒΡΔ θα είναι όμοια.
Επομένως ΡB̂Δ = ΡΓ̂Α, οπότε το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Η εφαρμογή εκφράζει το αντίστροφο του θεωρήματος Ι.

  εφαρμογη








 1
η

Ας θεωρήσουμε ευθεία ε και τρία σημεία της Ρ, Α, Β, με το Α μεταξύ των Ρ και Β. 
Έστω σημείο Ε εκτός της ευθείας ε τέτοιο, ώστε ΡΕ 2 = ΡΑ ∙ ΡΒ. Τότε το τμήμα 
ΡΕ είναι εφαπτόμενο στον κύκλο, που ορίζουν τα σημεία Α, Β, Ε.

Απόδειξη

Έστω (O, R) ο κύκλος που διέρχεται από τα σημεία Α, Β, Ε (σχ.19). Τότε ΡΕ 2 = ΡΑ ∙ ΡΒ =  
ΟΡ 2 – R 2 = OΡ 2 – ΟΕ 2   ή   ΡΕ 2 + ΟΕ 2 = ΟΡ 2, οπότε το τρίγωνο ΟΕΡ είναι ορθογώνιο 
και η ΡΕ εφάπτεται στον κύκλο (O, R).

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ Η εφαρμογή αυτή εκφράζει το αντίστροφο του θεωρήματος ΙΙ.

  εφαρμογη








 2
η

Διαίρεση τμήματος σε μέσο και άκρο λόγο (Χρυσή Τομή)

Να διαιρεθεί ένα τμήμα ΑΒ, σε δύο άνισα τμήματα ΑΓ, ΓΒ ώστε το μεγαλύτερο 
από αυτά να είναι μέσο ανάλογο του μικρότερου και του αρχικού ευθύγραμμου 
τμήματος.

Απόδειξη

Έστω ΑΒ = α και ΑΓ = x το μεγαλύτερο από τα τμή-
ματα στα οποία χωρίζεται το ΑΒ από το Γ (σχ.21). 
Τότε ΓΒ = α – x και θα πρέπει να ισχύει η σχέση: 
ΑΓ 2 = ΑΒ ∙ ΓΒ ή x 2 = α(α–x)   (1).  Η σχέση (1) 
γράφεται x 2 + αx – α 2 = 0 ή x (x + α) = α 2 (2).
Έτσι, για να κατασκευάσουμε το x γράφου-

με κύκλο 


















α
2

Ο,  που εφάπτεται στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ στο σημείο Β και 

φέρουμε την ΑΟ, η οποία τέμνει τον κύκλο στα σημεία Δ, Ε. Τότε ισχύει ότι 
ΑΒ 2 = ΑΔ ∙ ΑΕ = ΑΔ(ΑΔ + ΔΕ) = ΑΔ(ΑΔ + ΑΒ) ή α 2 = ΑΔ(ΑΔ + α) οπότε το ΑΔ έχει 
το ζητούμενο μήκος και το Γ είναι η τομή του κύκλου (Α, ΑΔ) και του τμήματος ΑΒ.

A x

Δ

BΓ

Ε

Ο

Σχήμα 21

  εφαρμογη








 3
η
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ΣΧΟΛΙΟ
Το πρόβλημα της διαίρεσης ενός ευθύγραμμου τμήματος σε μέσο και άκρο λόγο είναι γνωστό σήμερα και 
ως πρόβλημα της Χρυσής Τομής. Με το πρόβλημα αυτό επιλύεται γεωμετρικά η εξίσωση x 2 = α(α – x) ή 
x 2 + αx – α 2 = 0.

Η θετική ρίζα της εξίσωσης x 2 + αx – α 2 = 0 είναι x =
−α( ) ,5 1
2

 από όπου προκύπτει ότι 
α

αx
x
x

=
+

=
−

5 1
2

, 
που είναι η αναλογία της «χρυσής τομής».

Ο παραπάνω λόγος συμβολίζεται διεθνώς με το γράμμα φ, δηλαδή ϕϕ ==
++5 1
2

. .

Ο συμβολισμός προέρχεται από το όνομα του γλύπτη της κλασικής αρχαιότητας Φειδία ο οποίος κατασκεύασε 
τον Παρθενώνα. Οι αρχαίοι Έλληνες φιλόσοφοι διαπίστωσαν ότι όπου εμφανίζεται ο λόγος φ (αρχιτεκτονική, 
γλυπτική κτλ.), δημιουργεί την αίσθηση της αρμονίας.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Να προσδιορισθούν οι τιμές των x, y, στα 
παρακάτω σχήματα:

2

2
144

4

6

3

O

O

O
x

x

y

2.	 Ποια η δύναμη σημείου Ρ ως προς κύκλο 
(Ο,R) όταν Ρ≡0;

3. 	Αν στο διπλανό σχήμα 
είναι ΔΜ

(Ο, R) = –3, να 
υπολογίσετε την ακτί-
να R του κύκλου.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Δίνεται κύκλος (Κ,6) και σημείο Α, ώστε 

ΑK = 14cm. Αν από το σημείο Α φέρουμε 
τέμνουσα ΑΒΓ που τέμνει τον κύκλο κατά 
χορδή ΒΓ = 6cm, να υπολογίσετε το ΑΒ.

2.	 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ο κύκλος, που διέρ-
χεται από το Α και τα μέσα Μ, Ν των ΑΒ 
και ΑΓ αντίστοιχα, εφάπτεται της ΒΓ στο 
Δ, να αποδείξετε ότι ΑΔ 2 = ΔΒ ∙ ΔΓ .

3.	 Θεωρούμε κύκλο (Ο, R) και τις χορδές 
του ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται στο Ρ. Αν ισχύει 

ότι  ΡΑ
ΡΒ

 = ΡΔ
ΡΓ

  να  αποδείξετε ότι οι χορ-

δές ΑΒ, ΓΔ είναι ίσες.
4.	 Να αποδείξετε ότι η προέκταση της κοινής 

χορδής δύο τεμνόμενων κύκλων διχοτομεί 
κάθε κοινό εξωτερικό εφαπτόμενο τμήμα 
τους.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α είναι εγγε-

γραμμένο σε κύκλο (Ο, R). Αν Ε είναι το 
μέσο της ΑΔ και η ΒΕ προεκτεινόμενη τέ-
μνει τον κύκλο στο Ζ, να αποδείξετε ότι:

	 i) ΒΕ =
α 5
2
,             ii) ΒΕ = 5ΕΖ.

2.	 Από σημείο Α εκτός κύκλου (Ο, R) φέρου-
με τέμνουσα ΑΒΓ και εφαπτόμενο τμήμα 
ΑΔ. Αν η διχοτόμος της γωνίας Â τέμνει 
τις ΒΔ, ΓΔ στα Ε και Ζ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι ΕΒ∙ΖΓ = ΕΔ∙ΖΔ.

3.	 Αν η διάμεσος ΑΜ τριγώνου ΑΒΓ τέμνει 
τον περιγεγραμμένο κύκλο στο Ε, να απο-
δείξετε ότι:

	 i)	 AM · ME =  ΒΓ 2

4
,

	 ii)	 ΑΒ 2 + ΑΓ 2 = 2ΑΜ ∙ ΑΕ.
4.	 Δίνεται κύκλος (Ο, R) και ευθεία ε που 

δεν τέμνει τον κύκλο. Από σημείο Μ της ε 
φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ, ΜΒ 
και ΟΓ⊥ε . Αν η ΑΒ τέμνει την ΟΓ στο Ν, 
να αποδείξετε ότι ΟΝ ∙ ΟΓ = R 2.

O
M A
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5.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â =1⌊), 
εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και το 
ύψος του ΑΔ. Αν μεταβλητή ευθεία που 
διέρχεται από το Γ τέμνει το ύψος στο Μ 
και τον κύκλο στο Η, να αποδείξετε ότι 
ΓΜ ∙ ΓΗ = ΓΑ 2.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Αν η διχοτόμος ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ τέμνει 
τον περιγεγραμμένο κύκλο στο Ε και εί-
ναι ΑΔ 2 = ΔΒ ∙ ΔΓ, να αποδείξετε ότι 
ΑΕ 2=2ΕΓ 2.

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με β 2 + γ 2 = 2α 2. Αν 
η διάμεσος ΑΜ τέμνει τον περιγεγραμμένο 

κύκλο στο Δ να αποδείξετε ότι

	 Μ∆ =
α 3
6
. 

3.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι µ βγ =
3
2

. Αν Μ 
το  βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ, να απο-
δείξετε ότι ο περιγεγραμμένος κύκλος του 
τριγώνου ΑΒΜ εφάπτεται της ΒΓ στο Β.

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτόμος του ΑΔ, 
η διάμεσός του ΑΜ και ο περιγεγραμμένος 
κύκλος (Κ) του τριγώνου ΑΔΜ. Αν Ε, Ζ 
είναι τα σημεία τομής των ΑΒ και ΑΓ με 
τον κύκλο (Κ) αντίστοιχα, να αποδείξετε 
ότι ΒΕ = ΓΖ.

1.	 Έστω ΑΒ, ΓΔ δύο ευθύγραμμα τμήμα-
τα. Ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε 
ΑΒ⊥ΓΔ είναι να ισχύει ότι ΑΓ 2 – ΑΔ 2 = 
ΒΓ 2 – ΒΔ 2.

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν ΑΔ είναι η δι-
χοτόμος της γωνίας Â, να αποδείξετε ότι 
ΑΒ ∙ ΑΓ = ΑΔ 2 + ΒΔ ∙ ΔΓ.

3.	 Αν Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ οξυγώ-
νιου τριγώνου ΑΒΓ και ΒΔ το ύψος του, να 
αποδείξετε ότι ΑΜ 2 = ΒΜ 2 + ΑΔ ∙ ΑΓ.

4.	 Θεώρημα Stewart

	  i) �Έστω Δ σημείο της πλευράς ΒΓ, τριγώ-
νου ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι

	 ΒΔ∙ΑΓ 2 + ΔΓ∙ΑΒ 2 = ΒΓ(ΑΔ 2 + ΒΔ∙ΔΓ).

	 ii)  �Να διατυπώσετε το θεώρημα Stewart 
όταν το ΑΒΓ είναι ισοσκελές (ΑΒ = ΑΓ).

5.	 Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με μβ⊥μγ.
	 Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 β 2 + γ 2 = 5α 2,
	 ii)	 αν ΑΔ ύψος και Η το ορθόκεντρο του 

τριγώνου ΑΒΓ, τότε ΑΗ ∙ ΑΔ = 2α 2.
6.	 Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τη 

διάμεσο ΑΜ. Αν Δ η προβολή του Μ πάνω 
στην ΑΒ να αποδείξετε ότι 

	 ΒΓ 2 = 3ΑΒ 2 + ΑΓ 2 – 4ΑΒ ∙ ΑΔ.
7.	 Δίνεται κύκλος (Ο, R) μια ακτίνα ΟΑ και 

χορδή ΒΓ παράλληλη προς την ΟΑ. Να 
αποδείξετε ότι το άθροισμα ΑΒ 2 + ΑΓ 2 εί-
ναι σταθερό.

8.	 Δίνεται κύκλος (Ο, R), μία διάμετρος ΑΒ 
και Γ, Δ τα μέσα των ΟΑ, ΟΒ αντίστοιχα. 

Αν μία χορδή ΕΗ που διέρχεται από το 

Γ είναι ΕΗ =
13
2
R,να αποδείξετε ότι 

ΕΔ̂Η =1⌊.

  Γ
ΕΝ

ΙΚ
ΕΣ

 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
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1.	 Δίνεται ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) με ίσες πλευρές α. Στο ημιεπίπεδο ακ-
μής ΒΓ που δεν περιέχει το Α θεωρούμε το ορθογώνιο ΒΓΔΕ με ΒΕ = α. Έστω Ζ, Η οι προβολές 
των Β, Δ αντίστοιχα στην ΕΓ. Προσπαθήστε να ανακαλύψετε εποπτικά τη σχέση των τμημάτων 
ΓΗ, ΗΖ και ΖΕ και στη συνέχεια να αποδείξετε τον ισχυρισμό σας.

2.	 Με κατάλληλη γεωμετρική κατασκευή προσδιορίστε την “ακριβή” θέση των αριθμών , 
–  και , πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που έχουν την ίδια δύναμη ως προς δύο κύκλους (K, 
R) και (Λ, ρ) όταν:
  i)	 Οι κύκλοι τέμνονται (Υπόδειξη: φέρτε την κοινή χορδή τους),
 ii)	 Οι κύκλοι εφάπτονται (Υπόδειξη: φέρτε την κοινή εφαπτομένη),
iii)	� Οι κύκλοι είναι ο ένας εξωτερικός του άλλου (Υπόδειξη: χρησιμοποιήστε το πρόβλημα 2 της 

§9.6).

ΕΡΓΑΣΙΑ (Ριζικός άξονας δύο κύκλων)

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Το πρόβλημα της διαίρεσης σε μέσο 
και άκρο λόγο
Η προέλευση του προβλήματος της διαίρεσης 
ενός ευθύγραμμου τμήματος σε δύο μέρη, έτσι, 
ώστε το μεγαλύτερο τμήμα του να είναι μέση 
ανάλογος ανάμεσα σε ολόκληρο το τμήμα και 
το μικρότερο τμήμα του, δηλαδή α:x = x:(α – x), 
δεν είναι ιστορικά εξακριβωμένη. Ορισμένοι 
ιστορικοί ανάγουν την προέλευσή του στην Πυ-
θαγόρεια σχολή, συνδέοντάς το με τη μελέτη της 
τετραγωνικής εξίσωσης x 2 + αx = α 2, όπως εμ-
φανίζεται σε γεωμετρική γλώσσα στο Βιβλίο II 
των «Στοιχείων» του Ευκλείδη ή με την ανακά-
λυψη της ασυμμετρίας στην αρχαία Ελλάδα, και 
άλλοι με την κατασκευή του πενταγώνου από το 
Θεαίτητο περί το 386 π.Χ.
Στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη το πρόβλημα αυτό 
εμφανίζεται στα εξής Βιβλία:
1.	 στο Βιβλίο II (Προτάσεις 5, 6 και 11), που 

συνδέεται με την «παραβολή χωρίων» και 
κατά συνέπεια με την εξίσωση x 2 + αx = α 2,

2.	 στο Βιβλίο IV (Προτάσεις 10-11), κατά την 
κατασκευή του κανονικού πενταγώνου,

3.	 στο Βιβλίο VI (Ορισμός 3 και Προτάσεις 

29-30), όπου ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί έν-
νοιες από τη γενική θεωρία των αναλογιών 
του Ευδόξου που εκτίθεται στο Βιβλίο V (βλ. 
Μέτρηση).

4.	 στο Βιβλίο XIII (Προτάσεις 16 και 17), κατά 
την κατασκευή του κανονικού εικοσαέδρου 
και δωδεκαέδρου, στην οποία ενέχεται το πε-
ντάγωνο.

Μετά τον Ευκλείδη το πρόβλημα της διαίρεσης 
σε μέσο και άκρο λόγο εμφανίζεται στο απο-
καλούμενο «Συμπλήρωμα» ή Βιβλίο XIV των 
«Στοιχείων», που αποδίδεται στον Υψικλή (2ος 
αι. π.Χ.). Στο έργο του Ήρωνα εμφανίζεται σε 
σχέση με τον προσδιορισμό της επιφάνειας του 
πενταγώνου και του δεκαγώνου, και στη «Συνα-
γωγή» του Πάππου στην κατασκευή του εικο-
σαέδρου και του δωδεκαέδρου, καθώς και στα 
θεωρήματα σύγκρισης των όγκων τους.
Στην Αραβική παράδοση δεν υπάρχουν ενδείξεις 
εισαγωγής της έννοιας της διαίρεσης ενός τμήμα-
τος σε μέσο και άκρο λόγο, αν και στο έργο του 
αλ-Χουαρίζμι (περίπου 780-850), του Αμπού Κα-
μίλ (περίπου 850-930), του Αμπούλ-Ουάφα (940-
997/8) κ.ά. εξετάζονται συναφή προβλήματα.
Στην Ευρωπαϊκή παράδοση οι απαρχές της με-
λέτης των ιδιοτήτων της διαίρεσης σε μέσο και 
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άκρο λόγο ανάγονται στον Λεονάρδο της Πίζας 
ή Φιμπονάτσι (περίπου 1180-1250), που εξετά-
ζει μετρικά προβλήματα του πενταγώνου και 
του δεκαγώνου, καθώς και προβλήματα προσ-
διορισμού του όγκου του εικοσαέδρου και του 
δωδεκαέδρου. Ο Φιμπονάτσι είναι περισσότερο 
γνωστός από το «πρόβλημα των κουνελιών», που 
εκτίθεται στο «Βιβλίο του άβακα» (Liber abaci):
«Πόσα ζεύγη κουνελιών μπορούν να γεννηθούν 
μέσα σε ένα χρόνο από ένα ζευγάρι κουνέλια; 
... όταν η φύση των κουνελιών είναι τέτοια που 
κάθε μήνα γεννούν ένα άλλο ζευγάρι και αρχί-
ζουν την αναπαραγωγή το δεύτερο μήνα μετά τη 
γέννησή τους».
Ο Φιμπονάτσι δείχνει ότι το πρόβλημα αυτό οδη-
γεί στη γένεση της ακολουθίας
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...
που ονομάστηκε ακολουθία (αριθμοί) του Φιμπο-
νάτσι από τον Φ.Ε.Α. Λούκας (François Edouard 
Anatole Lucas, 1848-1891) και σχηματίζεται 
σύμφωνα με τον κανόνα:
	 u0 = 1,    u1 = 1,
	 uv = uv-1 + uv-2

Η σχέση της ακολουθίας αυτής με το πρόβλημα 
της διαίρεσης σε μέσο και άκρο λόγο είναι ότι 
το όριο του λόγου του επόμενου προς τον προη-
γούμενο όρο της ακολουθίας ισούται με την τιμή 
του μέσου και άκρου λόγου, δηλαδή με τη ρίζα 

της εξίσωσης x 2 + αx = α 2, και είναι άρρητος 
αριθμός. Δεν υπάρχουν ενδείξεις ότι ο Φιμπονά-
τσι γνώριζε τη σχέση αυτή, η οποία απαντάται 
αργότερα σε μαθηματικούς του 16ου-17ου αι. 
(Κέπλερ, Ζιράρ, Σίμπσον). Η γενική μορφή του 
ν-οστού όρου της ακολουθίας Φιμπονάτσι 

uv

v v

=
+







 −

−





















+ +
1
5

1 5
2

1 5
2

1 1

δημοσιεύτηκε το 1843 από τον Ζ. Μπινέ. 
Το 13ο αι. ο μεταφραστής και σχολιαστής του 
Ευκλείδη Καμπανός της Νοβάρα προσθέτει στο 
Βιβλίο XIII των «Στοιχείων» (1482) μία πρόταση 
που περιέχει μια αριθμητική απόδειξη της ασυμ-
μετρίας ενός ευθύγραμμου τμήματος και των δύο 
μερών του που λαμβάνονται από τη διαίρεσή του 
σε μέσο και άκρο λόγο.
Το 15ο-16ο αι. αναζωογονείται το ενδιαφέρον 
προς τη διαίρεση σε μέσο και άκρο λόγο σε 
σχέση με τις εφαρμογές της στη Γεωμετρία και 
την αρχιτεκτονική. Στο πλαίσιο αυτό εισάγεται 
ο όρος «χρυσή τομή» από τον Λεονάρντο ντα 
Βίντσι. Το 1509 εκδίδεται «Η θεϊκή αναλογία» 
(Divina proportione) του Λουκά Πατσόλι (L. 
Pacioli, 1445-περ. 1514), που αν και είναι ειδι-
κά αφιερωμένη στο πρόβλημα της διαίρεσης σε 
μέσο και άκρο λόγο, η μαθηματική διαπραγμά-
τευση του θέματος είναι μάλλον αδύνατη. 
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Α
Ν

Α
Κ

ΕΦ
Α

Λ
Α

ΙΩ
ση μετρικεσ σχεσεισ στο τρIγωνο

Πυθαγόρειο θεώρημα
α 2 = β 2 + γ 2 ⇔ Â = 1⌊

Γενίκευση Πυθαγορείου
Â < 1⌊: α 2 = β 2 + γ 2 – 2β·ΑΔ
Â > 1⌊: α 2 = β 2 + γ 2 + 2β·ΑΔ

Προσδιορισμός  
του είδους τριγώνου  
ως προς τις γωνίες

Νόμος συνημιτόνων
α 2 = β 2 + γ 2 – 2βγ·συνΑ

Υπολογισμός των υψών

υ
α

τ τ α τ β τ γα = − − −
2 ( )( )( )

Υπολογισμός  
των διαμέσων τριγώνων

Θεώρημα διαμέσων
1ο Θ.Δ.:   β 2 + γ 2 = 2μ 2

α +  α 2

2
2ο Θ.Δ.:   β 2 – γ 2 = 2αΜΔ

μετρικεσ σχεσεισ σε κυκλο

   	   Θεώρημα τεμνουσών: 	 ΡΑ ∙ ΡΒ = ΡΓ ∙ ΡΔ

   	Ειδική περίπτωση εφαπτομένης: 	 ΡΕ 2 = ΡΑ ∙ ΡΒ

	 Δύναμη σημείου ως προς κύκλο: 	 ΔΡ
(Ο, R) = ΟΡ 2 – R 2

• 	Το Ρ είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου (O, R), αν και μόνο αν ΔΡ
(Ο, R) > 0.

• 	Το Ρ είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου (O, R), αν και μόνο αν ΔΡ
(Ο, R) < 0.

• 	Το Ρ είναι σημείο του κύκλου (O, R), αν και μόνο αν ΔΡ
(Ο, R) = 0.
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Piet Mondrian (Ολλανδός, 1872 - 1944), 
Πίνακας II, λάδι σε καμβά, 1921 - 1925 
Συλλογή Max Bill, Ζυρίχη.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10
Εμβαδά
Είναι αποδεκτό ότι η έννοια του εμβαδού ενός ευθύγραμμου σχήματος προέκυψε από την 
ανάγκη αντιμετώπισης προβλημάτων της καθημερινής ζωής, αρκετά χρόνια πριν. Πράγμα-
τι είναι ιστορικά επιβεβαιωμένο ότι η Γεωμετρία εμφανίστηκε, τουλάχιστον τρεις χιλιετίες 
π.Χ., ως τέχνη υπολογισμού μηκών, εμβαδών και όγκων στους λαούς που κατοικούσαν κοντά 
στους ποταμούς Νείλο, Τίγρη και Ευφράτη. Στην Αίγυπτο μάλιστα ήταν τέχνη για μέτρηση 
γης. Αργότερα η έννοια του εμβαδού θεμελιώθηκε αυστηρά και γενικεύθηκε σε σύνολα πιο 
πολύπλοκα από τα ευθύγραμμα σχήματα.
Στο κεφάλαιο αυτό ασχολούμαστε με την έννοια του εμβαδού ενός ευθύγραμμου σχήματος. 
Αρχικά εισάγουμε την έννοια του εμβαδού ενός πολυγωνικού χωρίου ή μιας πολυγωνικής 
επιφάνειας. Κατόπιν, δίνουμε τύπους υπολογισμού του εμβαδού του τετραγώνου, του ορ-
θογωνίου, του παραλληλογράμμου, του τριγώνου και του τραπεζίου. Στη συνέχεια, δίνουμε 
τη σχέση των εμβαδών δύο όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων και τέλος αντιμετωπίζουμε το 
πρόβλημα του τετραγωνισμού ενός πολυγώνου.
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Πολυγωνικά χωρία - Πολυγωνικές επιφάνειες

 10.1 	Π ολυγωνικά χωρία

Ας θεωρήσουμε ένα πολύγωνο, για παράδειγμα ένα πεντά-
γωνο ΑΒΓΔΕ (σχ.1). Το πολύγωνο μαζί με τα εσωτερικά 
του σημεία αποτελούν ένα χωρίο, που λέγεται πολυγωνικό 
χωρίο που ορίζεται από το ΑΒΓΔΕ.
Ένα πολυγωνικό χωρίο που ορίζεται από τρίγωνο, τετρά-
πλευρο, ... , ν-γωνο λέγεται αντίστοιχα τριγωνικό, τετρα-
πλευρικό, ... , ν-γωνικό.
Επίσης, δύο πολυγωνικά χωρία λέγονται ίσα όταν τα αντί-
στοιχα πολύγωνα είναι ίσα (σχ.2).
Τέλος ένα σχήμα που αποτελείται από πεπερασμένο πλήθος 
πολυγωνικών χωρίων, που ανά δύο δεν έχουν κοινά εσωτε-
ρικά σημεία, λέγεται πολυγωνική επιφάνεια.
Για παράδειγμα, το σχήμα ΑΒΓΔΕΖ (σχ.3) είναι μια πολυ-
γωνική επιφάνεια.

 10.2 	�Ε μβαδόν ευθύγραμμου σχήματος - 
Ισοδύναμα ευθύγραμμα σχήματα

Στο 7ο κεφάλαιο αναφερθήκαμε στη μέτρηση των ευθύ-
γραμμων τμημάτων. Εδώ θα ασχοληθούμε με τη μέτρηση 
πολυγωνικών χωρίων και επιφανειών.
Έστω, λοιπόν ένα πολυγωνικό χωρίο S (σχ.4). Όπως και 
στα ευθύγραμμα τμήματα, μέτρηση του χωρίου S λέμε τη 
σύγκρισή του με ένα άλλο επίπεδο χωρίο σ, το οποίο επι-
λέγουμε ως μονάδα. Η σύγκριση αυτή οδηγεί σε μια σχέση 
της μορφής: S = λ ∙ σ, όπου λ θετικός αριθμός. (Στην περί-
πτωση του σχ.4 είναι λ = 7,5). Ο θετικός αριθμός λ λέγεται 
εμβαδόν του πολυγωνικού χωρίου S και συμβολίζεται με 
(S). Πολλές φορές το εμβαδόν ενός πολυγωνικού χωρίου ή 
μιας πολυγωνικής επιφάνειας θα το συμβολίζουμε απλά με 
το γράμμα Ε. Επίσης, στα επόμενα, θα λέμε εμβαδόν τριγώ-
νου, τετραπλεύρου και γενικά πολυγώνου και θα εννοούμε 
το εμβαδόν του αντίστοιχου πολυγωνικού χωρίου.
Για το εμβαδόν δεχόμαστε ότι ισχύουν οι επόμενες ιδιότητες 
(αξιώματα):
•	 Ίσα πολυγωνικά χωρία έχουν ίσα εμβαδά.
•	 Αν ένα πολυγωνικό χωρίο (ή μια πολυγωνική επιφά-

νεια) χωρίζεται σε πεπερασμένου πλήθους πολυγωνικά 

A

B

Γ

Δ

Ε

Σχήμα 1

A

B Γ
A′

B′ Γ′

Σχήμα 2

A
B

Γ

Δ

Ζ

Ε

Σχήμα 3

S

σ

Σχήμα 4
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χωρία, που δεν έχουν κοινά εσωτερικά σημεία, τότε 
το εμβαδόν του ισούται με το άθροισμα των εμβαδών 
των επιμέρους πολυγωνικών χωρίων. Για παράδειγμα, 
για το εμβαδόν του πολυγωνικού χωρίου ΑΒΓΔΕΖ του 
(σχ.5) έχουμε:

(ΑΒΓΔΕΖ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΔΖ) + (ΖΔΕ)
Επίσης δεχόμαστε ότι:
•	 Το εμβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς 1 είναι 1.
Από τα παραπάνω αξιώματα προκύπτει ότι:
•	 �Αν ένα πολύγωνο Ρ περιέχεται στο εσωτερικό ενός άλ-

λου πολυγώνου Π (σχ.6α), τότε το εμβαδόν του Ρ είναι 
μικρότερο του εμβαδού του Π.

Σχήμα 5

A

B

Γ Δ

Ε

Ζ

Ε = 1

1

1

Ε = α2

α

α

Σχήμα 6

α β

Ρ
Π

Είδαμε παραπάνω ότι αν δύο πολυγωνικά χωρία είναι ίσα, 
τότε έχουν ίσα εμβαδά. Το αντίστροφο είναι φανερό (σχ. 
6β) ότι δεν ισχύει.

Δύο σχήματα που έχουν το ίδιο εμβαδόν λέγονται ισοδύνα-
μα ή ισεμβαδικά.

Έτσι σχήματα που δεν είναι ίσα μπορούν να συγκρίνονται 
ως προς το εμβαδόν τους.

Με τη βοήθεια των παραπάνω ιδιοτήτων του εμβαδού μπο-
ρεί να αποδειχθεί το επόμενο θεώρημα.

Το εμβαδόν Ε ενός τετραγώνου πλευράς α είναι α 2, δη-
λαδή:

Ε = α 2.

Θεώρημα

 10.3 	�Ε μβαδόν βασικών ευθύγραμμων 
σχημάτων

Με βάση το εμβαδόν του τετραγώνου θα αποδείξουμε το 
επόμενο θεώρημα.
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Το εμβαδόν ενός ορθογωνίου ισούται με το γινόμενο των 
πλευρών του.

Θεώρημα ι

Δηλαδή αν α, β, οι πλευρές και Ε το εμβαδόν είναι:
Ε = α ∙ β

 Απόδειξη

Έστω ένα ορθογώνιο ΑΒΓΔ, με ΑΒ = α και ΑΔ = β (σχ.7). 
Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΔ κατά τμήμα ΔΕ = α, την ΑΒ 
κατά ΒΙ = β και σχηματίζουμε το τετράγωνο ΑΙΗΕ, το οποίο 
είναι φανερό ότι έχει πλευρά α + β και επομένως είναι:

(ΑΙΗΕ) = (α + β) 2    (1).
Προεκτείνοντας τις ΔΓ και ΒΓ σχηματίζονται τα τετράγωνα 
ΔΓΖΕ, ΒΙΘΓ με πλευρές α, β αντίστοιχα και το ορθογώνιο 
ΓΘΗΖ που είναι ίσο με το ΑΒΓΔ. Έτσι έχουμε 

(ΔΓΖΕ) = α 2, (ΒΙΘΓ) = β 2 και (ΓΘΗΖ) = (ΑΒΓΔ)    (2)
Είναι φανερό όμως ότι

(ΑΙΗΕ) = (ΑΒΓΔ) + (ΓΘΗΖ) + (ΒΙΘΓ) + (ΔΓΖΕ),
από την οποία με τη βοήθεια των (1) και (2) προκύπτει ότι:

(α + β) 2 = 2(ΑΒΓΔ) + α 2 + β 2.
Από αυτή μετά τις πράξεις καταλήγουμε στη σχέση

(ΑΒΓΔ) = α ∙ β.

Το εμβαδόν Ε ενός παραλληλογράμμου ισούται με το γι-
νόμενο μιας πλευράς του επί το ύψος που αντιστοιχεί σε 
αυτή.

Θεώρημα ιι

Δηλαδή	 Ε = αυα = βυβ ,
όπου α, β οι πλευρές και υα, υβ τα αντίστοιχα ύψη.

 Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ (σχ.8) και ας 
φέρουμε το ύψος ΑΖ που αντιστοιχεί στη ΒΓ. Θα αποδεί-
ξουμε ότι (ΑΒΓΔ) = ΒΓ ∙ ΑΖ.
Από το Δ φέρουμε ΔΗ κάθετη στην προέκταση της ΒΓ. Τότε 
τα τρίγωνα ΖΒΑ και ΗΓΔ είναι ίσα (Ẑ = Ĥ = 90°, ΑΒ = ΔΓ 
και B̂1 = Γ̂1), οπότε: (ΖΒΑ) = (ΗΓΔ)    (1).
Από το σχήμα όμως έχουμε ότι (ΑΒΓΔ) = (ABZ) + (ΑΖΓΔ), 
οπότε σύμφωνα με την (1) προκύπτει ότι 

Σχήμα 7

Ε Ζ Η

α

ΘΓ
Δ
β
A α B β Ι

Σχήμα 8

A Δ

ΗΓΖB

β

α
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(ΑΒΓΔ) = (ΑΖΓΔ) + (ΔΓΗ) = (ΑΖΗΔ).
Επομένως σύμφωνα με το θεώρημα I έχουμε

(ΑΒΓΔ) = (ΑΖΗΔ) = ΑΔ ∙ ΑΖ = ΒΓ ∙ ΑΖ,
που είναι το ζητούμενο.
Με τη βοήθεια του εμβαδού του παραλληλογράμμου θα 
υπολογίσουμε τον τύπο του εμβαδού τριγώνου.

Το εμβαδόν Ε ενός τριγώνου είναι ίσο με το ημιγινόμενο 
μιας πλευράς επί το αντίστοιχο ύψος.

Θεώρημα ιιι

Δηλαδή	 Ε = 
1
2

 α · υα = 
1
2

 β · υβ = 
1
2

 γ · υγ .

 Απόδειξη

Με πλευρές ΑΒ και ΒΓ (σχ.9) σχηματίζουμε το παραλληλό-
γραμμο ΑΒΓΔ, το εμβαδόν του οποίου είναι

(ΑΒΓΔ) = α∙υα     (1).
Όμως τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΑΓ είναι ίσα, οπότε:

(ΑΒΓ) = (ΑΔΓ)    (2).
Από το σχήμα έχουμε ότι (ΑΒΓΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΔ) η οποία, 
σύμφωνα με τις (1) και (2), μετατρέπεται στην

α · υα = 2(ΑΒΓ)   ή   (ΑΒΓ) =  1
2

 α · υα .
Τέλος, τον τύπο του εμβαδού τριγώνου θα τον αξιοποιήσου-
με για να υπολογίσουμε το εμβαδόν του τραπεζίου.

Το εμβαδόν τραπεζίου ισούται με το γινόμενο του ημια-
θροίσματος των βάσεών του επί το ύψος του.

Θεώρημα ιv

Δηλαδή	 Ε = 
(B + β)

2
 · υ ,

όπου Β, β οι βάσεις του τραπεζίου και υ το ύψος του.

 Απόδειξη

Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΒΓ//ΑΔ) (σχ.10), με βάσεις 
ΒΓ = Β, ΑΔ = β και ύψος υ. Φέρουμε τη διαγώνιο ΑΓ. Τότε 
έχουμε

Ε = (ΑΒΓΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΔ)    (1).
Αλλά τα δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓΔ έχουν το ίδιο ύψος υ και 
βάσεις Β, β αντίστοιχα και επομένως:

Σχήμα 9

Α

Β Γ

Δ

Η

υα

α

Α
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υ
υ

β Δ

Σχήμα 10
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(ΑΒΓ) =  1
2

 Β · υ   και   (ΑΒΔ) =  1
2

 β · υ    (2).
Με αντικατάσταση των σχέσεων (2) στην (1) προκύπτει ότι 

Ε =  B + β
2

 · υ, δηλαδή το ζητούμενο.

Το εμβαδόν τραπεζίου ισούται με το γινόμενο της διαμέ-
σου επί το ύψος του.

ΠΟΡΙΣΜΑ

Χωρίζοντας το τραπέζιο σε δύο ορθογώνια τρίγωνα και ένα ορ-
θογώνιο (βλ. το παρακάτω σχήμα), να αποδείξετε τον τύπο του 
εμβαδού του τραπεζίου.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Το εμβαδόν Ε ενός ισόπλευρου τριγώνου πλευράς α είναι ίσο με

E ==
αα2 3
4

.

Απόδειξη

Φέρουμε το ύψος ΑΔ (σχ.11) το οποίο είναι και διάμεσος. 
Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΔΑΓ, σύμφωνα με το Πυθα-
γόρειο θεώρημα, έχουμε

υ 2 = ΑΔ 2 = α 2 – ΔΓ 2 = α 2 – 




















α
2

 2

= 
3α 2

4
 ,

δηλαδή υ
α

=
3
2
,  οπότε Ε = = =

1
2

1
2

3
2

3
4

2

αυ α
α α .

  εφαρμογη
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η
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α
υ

Σχήμα 11
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Έστω τρίγωνο ΑΒΓ.
	 i)	 Αν ΑΜ διάμεσος του τριγώνου να αποδείξετε ότι

(ΑΒΜ) = (ΑΜΓ).
	ii)	 Από την κορυφή Α να φέρετε τρεις ευθείες που να χωρί-

ζουν το τρίγωνο σε τέσσερα ισοδύναμα τρίγωνα.

Λύση

i) Φέρουμε το ύψος ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ (σχ.15). Το ΑΔ είναι και ύψος στα τρίγωνα 
ΑΒΜ και ΑΜΓ, οπότε έχουμε

(ΑΒΜ) =  1
2

 ΒΜ · ΑΔ =  1
2

 ΜΓ · ΑΔ =  (ΑΜΓ)

αφού το Μ είναι μέσο του ΒΓ.
ii) Από το προηγούμενο ερώτημα προκύπτει ότι οι ζητούμενες ευθείες είναι οι φορείς 
των διαμέσων ΑΜ, ΑΚ και ΑΛ των τριγώνων ΑΒΓ, ΑΒΜ και ΑΜΓ αντίστοιχα.

  εφαρμογη








 3
η Α

Β Δ ΓΜΚ Λ
Σχήμα 15

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Ο προηγούμενος τύπος (3) ισχύει και στην περίπτωση οποιουδήποτε κυρτού 
ή μη κυρτού, τετραπλεύρου με κάθετες διαγωνίους.
Πράγματι (σχ.13, 14)

(ΑΒΓΔ) = (ΑΒΔ) + (ΒΓΔ) = 

 = 
1
2

 ΒΔ · ΑΟ + 
1
2

 ΒΔ · ΟΓ = 
1
2

 ΒΔ (ΑΟ + ΟΓ) = 
1
2

 ΒΔ · ΑΓ .

Μια γενίκευση του τύπου (3), για την περίπτωση του τετραπλεύρου αποτελεί 
η άσκηση 7 των αποδεικτικών ασκήσεων.

Α

Β

Γ

Δ
δ1

δ2Ο

Α

Ο

Γ

ΔΒ
δ1

δ2

Σχήμα 13

Σχήμα 14

Το εμβαδόν ρόμβου ισούται με το ημιγινόμενο των διαγωνίων του.

Απόδειξη

Είναι φανερό (σχ.12) ότι 
(ΑΒΓΔ) = (ΑΒΔ) + (ΒΓΔ)    (1).

Επειδή οι διαγώνιοι του ρόμβου είναι κάθετες και διχοτομούνται 
έχουμε:

(ΑΒΔ) =  1
2

 ΒΔ · ΑΟ =  1
2

 δ2· 
δ1

2
 =  1

4
 δ1· δ2 και (ΒΓΔ) =  1

4
 δ1· δ2     (2).

Με αντικατάσταση των (2) στην (1) προκύπτει ότι Ε =  1
2

 δ1· δ2   (3).

  εφαρμογη
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Να χωρίσετε ένα τρίγωνο ΑΒΓ σε τρία ισοδύναμα τρίγωνα με ευθείες από την κορυφή Α.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
  Α

ΣΚ
Η

ΣΕ
ΙΣ

 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Να γράψετε τους τύπους υπολογισμού του 

εμβαδού:
	 i)	 τετραγώνου
	 ii)	 ορθογωνίου
	iii)	 παραλληλογράμμου
	 iv)	 τριγώνου
	 ν)	 τραπεζίου

2.	 Ένα τετράγωνο έχει περίμετρο 16. Πόσο 
είναι το εμβαδόν του;

3.	 Ένα ορθογώνιο έχει διαστάσεις α = 9, 
β = 4 και είναι ισοδύναμο με τετράγωνο 
πλευράς x. Να βρεθεί το x.

4.	 Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι α < β. Με ποια 
ανισοτική σχέση συνδέονται τα υα και υβ ;

5.	 Αν ένας ρόμβος έχει μήκη διαγωνίων 4 
και 5 αντίστοιχα, με τι ισούται το γινόμενο 
μιας πλευράς του επί το αντίστοιχο ύψος;

6.	 Ένας χωρικός αντάλλαξε έναν αγρό, που 
είχε σχήμα τετραγώνου πλευράς 60 m, 
με έναν άλλο αγρό (με την ίδια ποιότητα 
χώματος) που είχε σχήμα ορθογωνίου με 
πλάτος 40 m και περίμετρο ίση με την πε-
ρίμετρο του πρώτου. Έχασε ή κέρδισε ο 
χωρικός από την ανταλλαγή αυτή; Αιτιο-
λογήστε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Στο εσωτερικό τετραγώνου ΑΒΓΔ πλευράς 

α = 4 κατασκευάζουμε το ισόπλευρο τρίγω-
νο ΑΔΖ. Να υπολογισθεί το εμβαδόν των 
ΑΒΓΔ, ΑΔΖ, ΑΒΖ και ΒΖΓ.

2.	 Αν Μ τυχαίο σημείο της πλευράς ΑΔ = 10 
τετραγώνου ΑΒΓΔ, τότε το άθροισμα 
(ΑΜΒ) + (ΔΜΓ) είναι:

	 a. 25     β. 40     γ. 50     δ. 75     ε. 100
	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντη-

σης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.
3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 6, ΑΓ = 8 

και Â = 60°. Να βρεθούν: i) το ύψος υβ, 
ii) το εμβαδόν (ΑΒΓ), iii) το ύψος υα.

4.	 Ένα ορθογώνιο έχει περίμετρο 14 και δια
γώνιο 5. Να βρείτε το εμβαδόν του.

5.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με 
ΒΓ = 10 και αντίστοιχο προς αυτήν ύψος 
υ = 5. Πάνω στις πλευρές ΑΔ και ΒΓ 
παίρνουμε τα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα, 
ώστε ΑΕ = ΖΓ.

	 i)	 Να βρείτε το εμβαδόν του ΑΒΓΔ.
	 ii)	 Αφού πρώτα συγκρίνετε τα εμβαδά 

των τραπεζίων ΑΕΖΒ και ΕΖΓΔ να 
βρείτε το εμβαδόν καθενός από αυτά.

6.	 Ένα οικόπεδο έχει σχήμα τραπεζίου ΑΒΓΔ 
(ΑΔ//ΒΓ) με Â = B̂ = 1⌊ , ΑΔ = 15m, 
ΒΓ = 20m και ΑΒ = 12m. Ένας καινούρ-
γιος δρόμος περνάει παράλληλα προς τη 
ΔΓ και αποκόπτει μια λωρίδα πλάτους 3m. 
Πόσα τετραγωνικά μέτρα είναι το οικόπεδο 
που απομένει;

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν Σ είναι σημείο μιας πλευράς παραλ-

ληλογράμμου ΑΒΓΔ, να αποδείξετε ότι 
(ΣΑΓ) + (ΣΒΔ) = (ΑΒΓ).

2.	 Αν οι διάμεσοι ΑΔ και ΒΕ τριγώνου ΑΒΓ 
τέμνονται στο Θ να αποδείξετε ότι:

	 i)	(ΑΒΕ) = (ΒΕΓ),    ii) (ΑΘΒ) = (ΔΓΕΘ) 
και iii) (ΒΘΔ) = (ΑΘΕ).

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το βαρύκεντρό 
του Θ. Από σημείο Σ της διαμέσου ΑΔ 
φέρουμε τις κάθετες ΣΕ, ΣΖ στις ΑΓ, ΑΒ 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι

	 i)	 (ΑΒΣ) = (ΑΓΣ),
	 ii)	 ΑΒ∙ΣΖ=ΑΓ∙ΣΕ και
	iii)	 (ΑΒΘ) = (ΒΘΓ) =  1

3
 (ΑΒΓ). 

4.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΒΓ//ΑΔ). Αν Μ το 
μέσο της πλευράς του ΑΒ, να αποδείξετε 
ότι (ΑΒΓΔ) = 2(ΜΓΔ).

5.	 Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν ενός τρα-
πεζίου είναι ίσο με το γινόμενο της μίας 
από τις μη παράλληλες πλευρές του επί την 
απόσταση του μέσου της άλλης από αυτή.
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 10.4 	� Άλλοι τύποι για το εμβαδόν τριγώνου

Με τη βοήθεια του βασικού τύπου για το εμβαδόν ενός τρι-
γώνου ΑΒΓ, με μήκη πλευρών α, β, γ, προκύπτουν και οι 
επόμενοι τύποι:

	 i)	 Ε = ΕΕ == −− −− −−ττ ττ αα ττ ββ ττ γγ( )( )( )  (τύπος του Ήρωνα), όπου 
τ η ημιπερίμετρος του τριγώνου.

	ii)	 Ε = τρ, όπου ρ η ακτίνα του εγγεγραμμένου κύκλου 
του τριγώνου.

	iii)	 E = 
αβγ
4R

, όπου R η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου 
του τριγώνου.

6.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 1, ΑΓ = 2 
και Â = 120°. Με πλευρές τις ΑΒ και ΑΓ 
κατασκευάζουμε εξωτερικά του τριγώνου 
ΑΒΓ τα τετράγωνα ΑΒΔΕ και ΑΓΖΘ αντί-
στοιχα. Τότε:

	 i)	 να υπολογίσετε το τμήμα ΕΘ,
	 ii)	 να αποδείξετε ότι τα Δ, Ε, Θ είναι συ-

νευθειακά και
	iii)	 να αποδείξετε ότι το εμβαδόν της πο-

λυγωνικής επιφάνειας ΒΓΖΘΕΔ είναι 
5 +  .

7.	 Αν ω είναι η γωνία των διαγωνίων ΑΓ και 
ΒΔ κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, να απο-
δείξετε ότι (ΑΒΓΔ) =  1

2
 ΑΓ · ΒΔ· ημω. 

8.	 Ο ιδιοκτήτης ενός οικοπέδου σχήματος 
ορθογωνίου, του οποίου το μήκος είναι 
κατά 18 m μεγαλύτερο του πλάτους, θέ-
λει να σχηματίσει γύρω από το οικόπεδο 
και εξωτερικά αυτού μια δενδροστοιχία 
πλάτους 2,5 m. Έτσι αναγκάζεται να αγο-
ράσει από τους γείτονές του 695 m 2. Να 
βρεθούν οι διαστάσεις του οικοπέδου.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Θεωρούμε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Στις 

προεκτάσεις των ημιευθειών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ 
και ΔΑ παίρνουμε αντίστοιχα τα σημεία 
Ζ, Η, Θ και I, ώστε ΒΖ = ΑΒ, ΓΗ = ΒΓ, 

ΔΘ = ΓΔ και ΑΙ=ΑΔ. Να αποδείξετε ότι
	 i)	 (ΙΘΑ) = (ΑΘΔ) = (ΑΓΔ),
	 ii)	 (ΙΘΔ) + (ΖΗΒ) = 2(ΑΒΓΔ) και
	iii)	 (ΙΖΗΘ) = 5(ΑΒΓΔ).

2.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουμε το μέσο Μ 
της διαμέσου ΑΔ, το μέσο Ν του ΓΜ και 
το μέσο Ρ του ΒΝ. Να αποδείξετε ότι 
(ΜΝΡ) =  1

8
 (ΑΒΓ).

3.	 Στις πλευρές ΒΓ και ΓΔ τετραγώνου ΑΒΓΔ 
πλευράς α παίρνουμε τα σημεία Ζ και Η 
αντίστοιχα, ώστε ΖΓ = ΗΔ =  α

4
 .

	 i)	 Να αποδείξετε ότι τα τμήματα ΑΖ και 
ΒΗ τέμνονται κάθετα σε σημείο Κ.

	 ii)	 Να υπολογισθούν τα μήκη των τμη-
μάτων: ΑΚ, ΑΗ και ΚΗ.

	iii)	 Να υπολογισθεί το εμβαδόν του τε-
τραπλεύρου ΑΚΗΔ.

4.	 Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και 
σημείο Ο στο εσωτερικό του τριγώνου 
ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι

	 i)	 (ΟΑΒ) + (ΟΓΔ) = (ΑΒΓ) και
	 ii)	 (ΟΑΓ) + (ΟΒΓ) = (ΟΓΔ).

5.	 Αν ΑΒΓΔ και ΚΛΜΝ είναι ρόμβος πλευ-
ράς α και τετράγωνο πλευράς α αντίστοι-
χα, να αποδείξετε ότι (ΑΒΓΔ) ≤ (ΚΛΜΝ).
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 Απόδειξη

	 i)	 Στην §9.4 (Εφαρμογή 2) αποδείξαμε ότι

		  υ
α

τ τ α τ β τ γα = − − −
2 ( )( )( ),  οπότε έχουμε:

		  Ε = = − − − =
1
2

1
2

2
αυ α

α
τ τ α τ β τ γα ( )( )( )

		  = − − −τ τ α τ β τ γ( )( )( ).

	ii)	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ (σχ.16) και ο εγγεγραμμένος κύ-
κλος του (Ι, ρ). Φέρουμε τα τμήματα ΙΑ, ΙΒ και ΙΓ 
και έτσι το τρίγωνο χωρίζεται στα τρίγωνα ΙΒΓ, ΙΓΑ 
και ΙΑΒ που έχουν το ίδιο ύψος ρ και δεν έχουν κοινά 
εσωτερικά σημεία, οπότε έχουμε:

	 Ε = (ΑΒΓ) = (ΙΒΓ) + (ΙΓΑ) + (ΙΑΒ) =

 =  1
2

 αρ +  1
2

 βρ +  1
2

 γρ =  1
2

 (α +β + γ)ρ =  1
2

2τρ = τρ.

	iii)	 Είναι γνωστό ότι βγ = 2Rυα (Εφαρμογή 5 §8.2), οπότε 

έχουμε ότι υα =  βγ
2R

 και με αντικατάσταση στον τύπο 

E =  1
2

αυα προκύπτει το ζητούμενο.

		  Τέλος, το εμβαδόν Ε ενός τριγώνου ΑΒΓ δίνεται και 
από τον (τριγωνομετρικό) τύπο:

Ε = 
1
2

 βγημΑ = 
1
2

 γαημΒ = 
1
2

 αβημΓ.

 Απόδειξη

Αν Â < 1⌊, από το ορθογώνιο τρίγωνο ΔΒΑ (σχ.17α) προ-
κύπτει ότι υβ = γ∙ημΑ.

Αν Â > 1⌊, πάλι από το ορθογώνιο τρίγωνο ΔΒΑ (σχ.17β) 
προκύπτει ότι: 

υβ = γ ∙ ημΑεξ = γ ∙ ημ(180ο – Α)= γ ∙ ημΑ.

Έτσι και στις δύο περιπτώσεις έχουμε υβ = γ ∙ ημΑ οπότε

Ε = 
1
2

 βυβ = 
1
2

 βγ · ημΑ.

Όταν Â = 1⌊, τότε υβ = γ, επομένως πάλι ο τύπος ισχύει.

Όμοια αποδεικνύονται και οι υπόλοιποι τύποι.

ρ

ρ

ρΙ

Α

Β ΓΔ

Ζ
Ε

Σχήμα 16

α

β

β
γ

Α
Δ

Β Γ

βγ
υβ

Δ
Α

Β Γ

υβ 1

Σχήμα 17

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Όμοια αποδεικνύεται ότι ο τύ-
πος (2) ισχύει για οποιοδήποτε 
περιγεγραμμένο σε κύκλο πολύ-
γωνο με ημιπερίμετρο τ.
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Νόμος των ημιτόνων

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδειχθεί ότι: 
α

ημΑ
 = 

β
ημΒ

 = 
γ

ημΓ
 = 2R.

Απόδειξη

Από τις ισότητες Ε =  1
2

 βγημΑ   και   Ε = αβγ
4R

  προκύπτει ότι   1
2

 βγημΑ = αβγ
4R

   ή   

ημΑ =  α
2R

   ή   α
ημΑ

 = 2R. Όμοια προκύπτει β
ημΒ

 = 2R, γ
ημΓ

 = 2R, από τις οποίες 

συμπεραίνουμε το ζητούμενο.

  εφαρμογη








 1
η

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α = 13, β = 14 και γ = 15 (σχ.18). 
Να υπολογίσετε:
	 i)	 το εμβαδόν του,
	ii)	 τα ύψη του,
	iii)	 τις ακτίνες του εγγεγραμμένου και του περιγεγραμ-

μένου κύκλου,
	iv)	 το εμβαδόν του τριγώνου με κορυφές τα μέσα των πλευρών του ΑΒΓ.

Λύση

	 i)	 Έχουμε τ =  1
2

 (α + β + γ) = 21 οπότε με αντικατάσταση των δεδομένων στον 

τύπο του Ήρωνα παίρνουμε: Ε = − − − = ⋅ ⋅ ⋅ =τ τ α τ β τ γ( )( )( ) .21 8 7 6 84

	ii)	 Έχουμε E =  1
2

 αυα  ή  84 =  1
2

13υα  ή  υα = 168
13

 . Όμοια βρίσκουμε ότι υβ = 12 

και υγ = 56
5

 .

	iii)	 Από τους τύπους Ε = τ ∙ ρ και  Ε = αβγ
4R

  προκύπτουν αντίστοιχα ότι ρ = 4 και 

R = 65
8

 .

	iv)	 Έχουμε ΜΛ = 13
2

 ,  ΜΚ = 7, και ΚΛ = 15
2

 , οπότε από τον τύπο του Ήρωνα 

προκύπτει πάλι ότι (ΚΛΜ) = 21.

  εφαρμογη








 2
η A

B Γ

Μ

Κ

Λ

Σχήμα 18

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Με τη βοήθεια του τύπου Ε =  1
2

 βγ·ημΑ 

να αποδείξετε ότι Ε ≤  1
2

 βγ. Πότε ισχύει η 
ισότητα;

2.	 Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι (ΑΒΓ) = 9 και 
ρ = 1,5. Ποια είναι η περίμετρός του;

3.	 Ποιοι είναι οι τύποι υπολογισμού του εμ-
βαδού ενός τριγώνου;

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Σε  παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι 
ΑΒ = 18, ΒΓ = 20 και ΑΓ = 34. Να βρεί-
τε το εμβαδόν του.

2.	 Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΔ//ΒΓ) με 
ΒΓ = 25, ΑΔ = 11,  ΑΒ = 13 και ΔΓ = 15. 
Να βρείτε το εμβαδόν του και το ύψος 
του.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 4, ΑΓ = 7 
και  Â = 60°. Να βρείτε το εμβαδόν του.
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Εμβαδόν και ομοιότητα

 10.5 	�Λ όγος εμβαδών όμοιων τριγώνων - 
πολυγώνων

Ας θεωρήσουμε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ με εμβαδά Ε 

και Εʹ αντίστοιχα. Τότε είναι E =  1
2

 αυα και Eʹ =  1
2

 αʹυαʹ , 

οπότε Ε
Εʹ

 =  αυα

αʹυαʹ
 . Από την ισότητα αυτή προκύπτει άμεσα ότι:

•	 Αν α = α΄, τότε Ε
Εʹ

 =   υα

υαʹ
          (σχ.19α).

•	 Αν υα = υα΄, τότε Ε
Εʹ

 =   α
αʹ

         (σχ.19β).

Δηλαδή: αν δύο τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις, τότε ο λόγος 
των εμβαδών τους ισούται με το λόγο των αντίστοιχων 
υψών, ενώ αν έχουν ίσα ύψη, τότε ο λόγος των εμβαδών 
τους ισούται με το λόγο των αντίστοιχων βάσεων.
Στην περίπτωση που τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι όμοια, 
ισχύει το επόμενο θεώρημα.

4.	 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) 
με ΑΒ = 6 και ΑΓ = 8. Να βρείτε:

	 i)	 το εμβαδόν,
	 ii)	 το ύψος υα ,
	iii)	 την ακτίνα ρ του εγγεγραμμένου κύ-

κλου.

Ασκήσεις Αποδεικτικές
1.	 Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει βγ = αυα να 

αποδείξετε ότι Â = 1⌊.
2.	 Αν Ε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ με 

πλευρές α, β, γ, να αποδείξετε ότι:
	 i)	 Ε < τ(τ – α) ⇔ Α < 1⌊,
	 ii)	 Ε = τ(τ – α) ⇔ Α = 1⌊,
	iii)	 Ε > τ(τ – α) ⇔ Α > 1⌊.

3.	 Αν δυο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι εγγε-
γραμμένα στον ίδιο κύκλο να αποδείξετε 
ότι  (ΑΒΓ)

(ΑʹΒʹΓʹ)
 =  αβγ

αʹβʹγʹ
 .

4.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ με Â ≠ 1⌊ φέρουμε τα 
ύψη ΒΖ και ΓΗ. Να αποδείξετε ότι (ΑΖΗ) 
= (ΑΒΓ)συν 2Α.

5.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι:
1
υα

 +  1
υβ

 +  1
υγ

 =  1
ρ

 .

Σύνθετα Θέματα
1.	 i) Δίνεται γωνία xÔy και σταθερό σημείο 

Κ στο εσωτερικό αυτής. Από το Κ φέρου-
με μεταβλητή ευθεία ε που τέμνει τις πλευ-
ρές Ox, Oy στα σημεία Μ, Ν αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι το άθροισμα  1

(ΟΚΜ)
 + 

1
(ΟΚΝ)

 είναι σταθερό.

	 ii) Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ, σημείο Κ 
στο εσωτερικό του και τα τμήματα ΑΑʹ, 
ΒΒʹ και ΓΓʹ που διέρχονται από το Κ. Αν 
E1,E2,...,E6 είναι αντίστοιχα τα εμβαδά 
των τριγώνων ΑΚΓʹ, ΒΚΓʹ, ΒΑʹΚ, ΓΚΑʹ, 
ΓΚΒʹ και ΑΚΒʹ, να αποδείξετε ότι:

1
Ε1

 +  1
Ε3

 +  1
Ε5

 =  1
Ε2

 +  1
Ε4

 +  1
Ε6

 .

2.	 Αν ρα , ρβ , ργ είναι οι ακτίνες των παρεγ-
γεγραμμένων κύκλων τριγώνου ΑΒΓ, να 
αποδείξετε ότι

	 (ΑΒΓ) = (τ – α)ρα = (τ – β)ρβ = (τ – γ)ργ .
3.	 Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ εγγράψιμο 

σε κύκλο. Αν θέσουμε ΑΒ = α, ΒΓ = β, 
ΓΔ = γ και ΔΑ = δ να αποδείξετε ότι 
ΑΓ
ΒΔ

 =  αδ + βγ
αβ + γδ

 

	 (2° Θεώρημα Πτολεμαίου).

Σχήμα 19

α

β

α αʹ

υα υαʹ
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Αν δυο τρίγωνα είναι όμοια τότε ο λόγος των εμβαδών 
τους ισούται με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας.

Θεώρημα ι

 Απόδειξη

Έστω δύο όμοια τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ (σχ.20) με 
Â= Âʹ και B̂= B̂ʹ.

Τότε α
αʹ

 =  υα

υαʹ
 = λ   (1), όπου λ ο λόγος ομοιότητας. Αλλά, 

όπως και παραπάνω, είναι Ε
Εʹ

 =  α
αʹ

 ∙ υα

υαʹ
      (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι  Ε
Εʹ

 = λ 2.
Το παραπάνω συμπέρασμα ισχύει γενικότερα και για όμοια 
πολύγωνα, όπως μας βεβαιώνει το επόμενο θεώρημα.

Ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος 
με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητάς τους.

Θεώρημα ιΙ

 Απόδειξη

Ας θεωρήσουμε δυο όμοια πολύγωνα π.χ. τα πεντάγωνα 
ΑΒΓΔΕ και ΑʹΒʹΓʹΔʹΕʹ (σχ.21) με λόγο ομοιότητας:

ΑΒ
ΑʹΒʹ

 =  ΒΓ
ΒʹΓʹ

 =  ΓΔ
ΓʹΔʹ

 =  ΔΕ
ΔʹΕʹ

 = λ          (1).

Φέρουμε τις διαγωνίους των πολυγώνων από τις κορυφές Α 
και Αʹ, οπότε αυτά χωρίζονται σε ισάριθμα τρίγωνα όμοια 
μεταξύ τους.
Αν Ε1, Ε2, Ε3 και Ε1́, Ε2́, Ε3́ είναι τα εμβαδά των αντίστοιχων 
τριγώνων, σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα και τη 
σχέση (1), θα έχουμε:

Ε1

Ε1́
 = 




















ΑΒ
ΑʹΒʹ

 2

 = λ 2 ,   Ε2

Ε2́
 = 




















ΓΔ
ΓʹΔʹ

 2

 = λ 2   και

Ε3

Ε3́
 = 




















ΔΕ
ΔʹΕʹ

 2

 = λ 2 ,
οπότε

λ 2 =  Ε1

Ε1́
 =  Ε2

Ε2́
 =  Ε3

Ε3́
 =  Ε1 + Ε2 + Ε3

Ε1́ + Ε2́ + Ε3́
 =  (ΑΒΓΔΕ)

(ΑʹΒʹΓʹΔʹΕʹ)
 ,

δηλαδή το ζητούμενο.
Για το λόγο των εμβαδών τριγώνων με δύο γωνίες ίσες ή 
παραπληρωματικές ισχύει το επόμενο θεώρημα.

Σχήμα 20

A

B ΓΔ α

υα

Aʹ

Bʹ ΓʹΔʹ αʹ

υαʹ

Σχήμα 21

A

B

Γ Δ

Ε

Ε1́ Ε2́ Ε3́

Ε1 Ε2 Ε3

Εʹ

Aʹ

Bʹ

Γʹ Δʹ
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Αν μία γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωματι-
κή με μια γωνία ενός άλλου τριγώνου, τότε ο λόγος των 
εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος με το λόγο των 
γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές.

Θεώρημα ιΙΙ

 Απόδειξη

Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ με Â = Âʹ (σχ.22 α,β) 
ή Â + Âʹ = 180° (σχ.22 α, γ). Τότε και στις δύο περιπτώσεις 
θα ισχύει ημΑ = ημΑʹ, οπότε από τις ισότητες

E =  1
2

 β · γημΑ   και   Eʹ =  1
2

 βʹ · γʹημΑʹ

με διαίρεση κατά μέλη προκύπτει ότι Ε
Εʹ

 =  β·γ
βʹ·γʹ

 , που είναι 
το ζητούμενο.Σχήμα 22

A

B Γ

Aʹ

Bʹ Γʹ

Aʹ

Bʹ

Γʹ

(α)

(β)

(γ)

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ευθεία ε που διέρχεται από 
το Α και είναι παράλληλη προς την πλευρά ΒΓ. Αν 
Μ σημείο της ε, να αποδείξετε ότι (ΜΒΓ) = (ΑΒΓ).

Απόδειξη

Φέρουμε τα ύψη ΑΔ και ΜΖ των τριγώνων ΑΒΓ και 
ΜΒΓ αντίστοιχα. Επειδή η ε είναι παράλληλη προς τη 
ΒΓ, προκύπτει ότι ΑΔ = ΜΖ και επομένως τα τρίγωνα 
ΑΒΓ και ΜΒΓ είναι ισεμβαδικά, επειδή έχουν κοινή βάση ΒΓ και ίσα ύψη.

  εφαρμογη








 1
η A

B ΓΔ Ζ

Μ
ε

Σχήμα 23

Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις ΒΓ και ΑΔ και έστω 
Ο το σημείο τομής των διαγωνίων του. Να αποδείξετε ότι:

  i)   (ΟΑΒ) = (ΟΓΔ),        ii)  
(ΑΟΔ)
(ΟΒΓ)

 = 
ΑΔ 2

ΒΓ 2     και 

iii)  
(ΟAΒ)
(ΟΒΓ)

 = 
ΑΔ
ΒΓ

 .    

Απόδειξη

	 i)	 Είναι (ΟΑΒ) = (ΒΑΔ) – (ΟΑΔ) = (ΑΓΔ) – (ΟΑΔ) = (ΟΓΔ).
	ii)	 Τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΒΓ είναι όμοια (Ô1 = Ô2, Γ̂1 = Â1) με λόγο ομοιότητας 

ΑΔ
ΒΓ

 και επομένως (ΟΑΔ)
(ΟΒΓ)

 =  ΑΔ 2

ΒΓ 2  .

	iii)	 Τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΒΓ έχουν κοινή κορυφή Β και κοινό το ύψος από αυτήν, 

επομένως (ΟΑΒ)
(ΟΒΓ)

 =  ΟΑ
ΟΓ

 .  Από την ομοιότητα όμως των τριγώνων ΟΑΔ και 

ΟΒΓ έχουμε ότι 	 ΟΑ
ΟΓ

 =  ΑΔ
ΒΓ

 ,  οπότε  (ΟΑΒ)
(ΟΒΓ)

 =  ΑΔ
ΒΓ

 .

  εφαρμογη








 2
η A Δ

B Γ

1

1

1

2
Ο

Σχήμα 24
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Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Δυο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν υβ = υβʹ 

και (ΑΒΓ)
(ΑʹΒʹΓʹ)

 =  3
2

 . Τότε ο λόγος β
βʹ

 είναι

	 α. 2
5

      β. 3
4

      γ. 3
2

      δ. 9
4

      ε. 4
9

	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντη-
σης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

2.	 Δυο ρόμβοι ΑΒΓΔ και ΑʹΒʹΓʹΔʹ έχουν 
Â = Âʹ και ΑΒ

ΑʹΒʹ
 =  4

5
 . Να υπολογισθεί ο 

λόγος  (ΑΒΓΔ)
(ΑʹΒʹΓʹΔʹ)

 .

3.	 Ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) 
είναι ισοδύναμο με ένα τρίγωνο ΑʹΒʹΓʹ που 
έχει ΑʹΒʹ∙ΑʹΓʹ=36. Αν είναι Â + Âʹ =2⌊, 
ποιο είναι το μήκος των ίσων πλευρών 
του ισοσκελούς;

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Δυο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν α = αʹ 
και υα =  3

2
 υαʹ . Αν το εμβαδόν του ΑΒΓ 

είναι 30m 2, να βρείτε το εμβαδόν του ΑʹΒʹΓʹ.
2.	 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με εμβα-

δόν 20m 2. Αν Μ σημείο στην προέκταση 
της ΑΒ τέτοιο ώστε ΑΒ = 2ΒΜ, να βρείτε 
το εμβαδόν του τριγώνου ΜΒΓ.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ και 
Ζ των προεκτάσεων των ΒΑ και ΓΑ αντί-
στοιχα, προς το Α, ώστε ΑΔ =  2

3
ΑΒ και 

ΑΖ =  1
2

ΑΓ. Αν το εμβαδόν του τριγώνου 
ΑΒΓ είναι 30m 2, να βρείτε το εμβαδόν του 
ΑΔΖ.

4.	 Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει εμβαδόν 75m 2. 
Έστω Δ σημείο της πλευράς ΒΓ και Μ ση-
μείο του ΑΔ τέτοιο, ώστε ΑΜ

ΜΔ
 =  3

2
 .

	 Από το Μ φέρουμε παράλληλο προς την 
πλευρά ΒΓ, που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα 
Ε και Ζ αντίστοιχα. Να βρείτε το εμβαδόν 
του τραπεζίου ΒΕΖΓ.

5.	 Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ έχουν Â = Âʹ 
και B̂ + B̂ʹ = 2⌊. Να αποδείξετε ότι 
αβʹ = αʹβ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και εσωτερικό του 

σημείο Ρ. Αν οι ΑΡ, ΒΡ και ΓΡ τέμνουν τις 
ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ στα Δ, Ε, Ζ αντίστοιχα, να 
αποδείξετε ότι:

	 i)	 ΡΔ
ΑΔ

 = (ΒΡΓ)
(ΑΒΓ)

 ,

	 ii)	 ΡΔ
ΑΔ

 +  ΡΕ
ΒΕ

 +  ΡΖ
ΓΖ

 = 1  και

	iii)	 ΡΑ
ΑΔ

 +  ΡΒ
ΒΕ

 +  ΡΓ
ΓΖ

 = 2.

2.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με B̂, Γ̂ < 1⌊ και το 
ύψος του ΑΔ. Στο ημιεπίπεδο (ΒΓ, Α) φέ-
ρουμε Βx⊥ΒΓ και Γy⊥ΒΓ. Πάνω στις Βx, 
Γy παίρνουμε αντίστοιχα τα σημεία Ε και 
Ζ, ώστε να είναι ΒΕ = ΓΖ = 2ΑΔ. Αν Μ, Ν 
είναι τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, 
να αποδείξετε ότι (ΕΒΜ)+(ΖΓΝ) = (ΑΒΓ).

3.	 Δίνεται κύκλος κέντρου Ο και δυο κάθε-
τες χορδές ΑΒ και ΓΔ. Να αποδείξετε ότι 
(ΒΟΔ) = (ΑΟΓ).

4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Ευθεία παράλ-
ληλη προς τη ΒΓ, τέμνει την ΑΒ στο Δ 
και την ΑΓ στο Ε. Να αποδείξετε ότι 
(ΑΒΕ) 2 = (ΑΔΕ)(ΑΒΓ).

5.	 Πάνω στις πλευρές κυρτού τετραπλεύ-
ρου ΑΒΓΔ κατασκευάζουμε εξωτερι-
κά αυτού τα τετράγωνα ΑΒΕΖ, ΒΓΗΘ, 
ΓΔΙΚ και ΑΔΛΜ. Να αποδείξετε ότι  
(ΑΜΖ) + (ΓΗΚ) = (ΒΘΕ) + (ΔΙΛ).

6.	 Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Â = 1⌊) και τρία πολύγωνα Ρ1,  Ρ2 και Ρ3 
όμοια μεταξύ τους, που έχουν ως ομόλο-
γες πλευρές τις ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι (Ρ2)+(Ρ3)=(Ρ1), όπου 
(Ρ1),(Ρ2) και (Ρ3) τα εμβαδά τους.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ και έστω 

O το σημείο τομής των διαγωνίων του. 
Αν Ε1, Ε2, Ε3 και Ε4 είναι τα εμβαδά των 
τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟΔ και ΔΟΑ αντί-
στοιχα, να αποδείξετε ότι Ε1 ∙ Ε3 = Ε2 ∙ Ε4. 
Αν υποθέσουμε ότι η ΑΔ είναι παράλληλη 
προς τη ΒΓ, τότε να αποδείξετε ότι

	 i)	 Ε1= Ε3,          ii)  Ε
 2
1 = Ε2 ∙ Ε4 , 

	iii)	 Ε1 ≤  1
4

Ε, όπου Ε = (ΑΒΓΔ).

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση
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Το πρόβλημα του τετραγωνισμού  
κυρτού πολυγώνου

 10.6 	� Μετασχηματισμός πολυγώνου  
σε ισοδύναμό του

Σε πολλές περιπτώσεις, για τον υπολογισμό του εμβαδού 
ενός ευθύγραμμου σχήματος επιδιώκουμε τον μετασχηματι-
σμό σε ένα ισοδύναμο τετράγωνο. Η κατασκευή ενός τετρα-
γώνου ισοδύναμου με ένα πολύγωνο λέγεται τετραγωνισμός 
αυτού. Η λύση των επόμενων δύο προβλημάτων αποτελεί τη 
μέθοδο κατασκευής του ισοδύναμου τετραγώνου.

2.	 Από εσωτερικό σημείο Σ τριγώνου ΑΒΓ 
φέρουμε παράλληλες προς τις πλευρές 
του. Αν E1, Ε2, Ε3 είναι τα εμβαδά των τρι-
ών τριγώνων που σχηματίζονται να απο-
δείξετε ότι

	 i)	 καθένα από τα τρίγωνα εμβαδών E1, 
Ε2, Ε3 είναι όμοιο με το ΑΒΓ,

	 ii)	 Ε Ε Ε Ε1 2 3+ + = , 
όπου Ε = (ΑΒΓ).

3.	 Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τις διχοτόμους 

ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Να αποδείξετε ότι

	 i)	 (ΔΕΖ) =  2αβγ
(α+β)(β+γ)(γ+α)

 (ΑΒΓ),

	 ii)	 (ΔΕΖ) ≤  1
4

 (ΑΒΓ).

4.	 Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ και σημεία Κ, Λ 
των πλευρών ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Από τα 
Κ, Λ να φέρετε δύο ευθείες που να χωρί-
ζουν το τρίγωνο σε τρία ισοδύναμα μέρη.

Να μετασχηματισθεί πολύγωνο σε άλλο ισοδύναμό του με μια πλευρά λιγότερη.

Λύση

Ας θεωρήσουμε ένα πολύγωνο, π.χ. ένα πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ (σχ. 
25). Από την κορυφή Α φέρουμε τη διαγώνιο ΑΓ, που αφήνει 
προς το ένα μέρος της μόνο μια κορυφή, τη Β. Από το Β φέ-
ρουμε την παράλληλο προς την ΑΓ, η οποία τέμνει την ευθεία 
ΔΓ στο Ζ. Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΖΓ έχουν κοινή βάση ΑΓ και 
τα αντίστοιχα προς αυτή ύψη ίσα, αφού ΒΖ // ΑΓ. Επομένως 
(ΑΒΓ) = (ΑΖΓ), οπότε (ΑΒΓΔΕ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΔΕ) = (ΑΖΓ) + (ΑΓΔΕ) = (ΑΖΔΕ) 
δηλαδή το πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ είναι ισοδύναμο με το τετράπλευρο ΑΖΔΕ και επομένως 
το αρχικό μας πολύγωνο είναι ισοδύναμο με πολύγωνο που έχει μια πλευρά λιγότερη.
Αν επαναλάβουμε την παραπάνω διαδικασία στο τετράπλευρο ΑΖΔΕ, θα μετασχη-
ματισθεί σε ισοδύναμο τρίγωνο. Έτσι, το αρχικό μας πολύγωνο μπορεί να μετασχη-
ματισθεί σε ισοδύναμο τρίγωνο.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 1

A

B

Γ Δ

Ε

Ζ
Σχήμα 25
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Να μετασχηματισθεί τρίγωνο σε ισοδύναμο τετράγωνο.

Λύση

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος που αντιστοιχεί στη 
ΒΓ. Στην προέκταση της ΒΓ προς το Γ παίρνουμε τμήμα 

ΓΕ =  υα

2
 και γράφουμε ημικύκλιο διαμέτρου ΒΕ. Φέρουμε 

την κάθετο της ΒΓ στο Γ, η οποία τέμνει το ημικύκλιο σε 
σημείο Ζ. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΖΒΕ έχουμε:

ΓΖ 2 = ΒΓ ∙ ΓΕ = α ∙ υα

2
 =  1

2
 αυα = (ΑΒΓ),

οπότε συμπεραίνουμε ότι το τμήμα ΓΖ είναι η πλευρά x του ζητούμενου τετραγώνου, 
που είναι ισοδύναμο με το τρίγωνο ΑΒΓ.

  Π
ΡΟ

Β
Λ

Η
Μ

Α
 2 A

B Γ Ε

Ζ

x

υα

υα
2

Σχήμα 26

ΣΧΟΛΙΟ
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι κάθε κυρτό πολύγωνο τετραγωνίζεται, αφού με πεπερασμένου πλήθους επα-
ναλήψεις της διαδικασίας του προβλήματος 1 και τέλος της διαδικασίας του προβλήματος 2 κατασκευάζεται τε-
τράγωνο ισοδύναμο προς το αρχικό πολύγωνο. Ισχύει το ίδιο συμπέρασμα για μη ευθύγραμμα επίπεδα σχήματα;
Η απάντηση θα δοθεί στο επόμενο κεφάλαιο (§11.8).

Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Τι λέγεται τετραγωνισμός ενός πολυγώ-

νου;
2.	 Πώς μετασχηματίζεται ένα ορθογώνιο σε 

ισοδύναμο τρίγωνο;
3.	 Πώς μετασχηματίζεται ένα παραλληλό-

γραμμο σε ισοδύναμο τρίγωνο;
4.	 Πώς μετασχηματίζεται ένα τραπέζιο σε 

ισοδύναμο τετράγωνο;

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να κατασκευασθεί τετράγωνο ισοδύναμο 

με δοσμένο ορθογώνιο πλευρών α, β.
2.	 Να κατασκευασθεί τετράγωνο ισοδύναμο 

με το άθροισμα δύο τετραγώνων πλευρών 
α, β αντίστοιχα.

3.	 Δοσμένο κυρτό τετράπλευρο να διαιρεθεί 
σε δύο ισοδύναμα μέρη με ευθεία που να 
διέρχεται από μια κορυφή του.

4.	 Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ και ση-
μείο Κ της πλευράς του ΑΔ.

	 i)	 Να μετασχηματισθεί το ΑΒΓΔ σε ισο-
δύναμό του τρίγωνο του οποίου μια 
κορυφή να είναι το Κ και οι άλλες να 
βρίσκονται πάνω στην ευθεία ΒΓ.

	 ii)	 Να αχθεί από το Κ μια ευθεία που να 
διαιρεί το τετράπλευρο σε δύο ισοδύ-
ναμα μέρη.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση
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1.	 Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και ευθεία ε//ΒΓ, 
που τέμνει τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα Δ και 
Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 (ΒΔΕ) = (ΓΔΕ),
	 ii)	 (ΒΑΕ) = (ΓΑΔ),
	iii)	 (ΒΑΕ) + (ΓΑΔ) = (ΑΒΓ), 

	 με την επιπλέον υπόθεση ότι τα Δ, Ε είναι 
μέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα.

2.	 Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ της 
πλευράς του ΒΓ, ώστε ΒΔ =  λ

λ 2+4
 ΒΓ, 

λ > 0. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 (ΑΒΔ) =  λ
λ 2+4

 (ΑΒΓ),

	 ii)	 (ΑΒΔ) ≤  1
4

 (ΑΒΓ),

	iii)	 (ΑΓΔ) ≥  3
4

 (ΑΒΓ).

3.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του 
ΑΔ. Με τη θεωρία του εμβαδού να απο-
δείξετε ότι ΒΔ

ΔΓ
 =  ΑΒ

ΑΓ
 (Θεώρημα διχο-

τόμου).
4.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με β = 3γ, ΑΔ μία 

διχοτόμος του και ΒΕ μία διάμεσός του. 
Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 (ΑΒΔ) =  1
3

 (ΑΔΓ),
	 ii)	 (ΑΒΔ)·(ΔΕΓ) = (ΑΔΓ)·(ΒΕΔ),
	iii)	 (ΔΕΓ) =  3

8
 (ΑΒΓ).

5.	 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 
ΑΓ = 6cm και Â = 120°.

	 i)	 Να βρεθεί το εμβαδόν του,
	 ii)	 Αν Ε είναι σημείο της ΑΓ τέτοιο, 

ώστε ΑΕ =  1
3

 ΑΓ και ΑΔ το ύψος 

του τριγώνου ΑΒΓ, να βρεθεί το εμ-
βαδόν του τριγώνου ΔΕΓ.

	iii)	 Αν η παράλληλη από το Α προς τη ΒΓ 
τέμνει την προέκταση της ΔΕ στο Ζ, να 
βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑΕΖ.

6.	 Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΔ \\ ΒΓ) και 
τα μέσα Κ, Λ των ΑΔ, ΒΓ αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι:

	 i)	 (ΑΒΛΚ) = (ΚΛΓΔ),
	 ii)	 (ΜΑΒ) = (ΜΓΔ), για οποιοδήποτε 

σημείο Μ του ΚΛ.

7.	 Θεωρούμε ορθογώνιο και ισοσκελές τρί-
γωνο ΑΒΓ (Â = 1⌊) με ΑΒ = γ. Διαιρού-
με την πλευρά ΑΒ σε ν ίσα τμήματα (ν 
φυσικός, ν ≥ 2) και από τα σημεία διαί-
ρεσης φέρουμε παράλληλες προς την ΑΓ.

	 i)	 Να υπολογισθούν ως συνάρτηση του 
γ τα εμβαδά των ν σχημάτων στα 
οποία διαιρέθηκε το τρίγωνο ΑΒΓ.

	 ii)	 Χρησιμοποιώντας το i) να αποδείξετε 
ότι 1 + 3 + 5 + ... + (2ν – 1) = ν 2.

8.	 Δύο τετράγωνα ΑΒΓΔ και ΔΕΖΗ έχουν 
κοινή την κορυφή Δ και εμβαδόν 36 το 
καθένα. Αν οι πλευρές ΒΓ και ΕΖ έχουν 
κοινό μέσο Μ, να βρεθεί το εμβαδόν του 
σχήματος ΑΒΜΖΗΔ.

9.	 Τρία τετράγωνα των οποίων τα μήκη των 
πλευρών είναι ακέραιοι αριθμοί, έχουν 
κοινή κορυφή Α και 
είναι τοποθετημέ-
να το ένα πάνω στο 
άλλο, όπως δείχνει 
το σχήμα.

	 Αν ΒΓ = ΓΔ και η 
γραμμοσκιασμένη περιοχή έχει εμβαδόν 
17, να βρεθεί  το εμβαδόν του μικρότε-
ρου και του μεγαλύτερου τετραγώνου.

10.	Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τρεις θετικοί 
αριθμοί λ, μ, ν. Να φέρετε δύο ευθείες 
παράλληλες προς τη ΒΓ που να χωρί-
ζουν το τρίγωνο σε τρία μέρη ανάλογα 
των αριθμών λ, μ, ν.

11.	  i) �Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και εσωτερικό του 
σημείου Μ. Αν η ΑΜ τέμνει την ΒΓ 
στο Δ, να αποδείξετε ότι:

	     α)  ΒΔ
ΔΓ

 =  (ΑΜΒ)
(ΑΜΓ)

 ,   β) ΜΔ
ΑΔ

 =  (ΒΜΓ)
(ΑΒΓ)

 ,

	 ii) �Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και εσωτερικό του 
σημείο Μ. Αν οι ευθείες ΑΜ, ΒΜ και 
ΓΜ τέμνουν τις πλευρές ΒΓ, ΓΑ και 
ΑΒ στα Δ, Ε και Ζ αντίστοιχα να απο-
δείξετε ότι

ΑΕ
ΕΓ

 +  ΑΖ
ΖΒ

 =  ΑΜ
ΜΔ

 .

  γενικεσ





 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ

Α

Β
Γ
Δ
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Το Πυθαγόρειο θεώρημα στα 
«Στοιχεία» του Ευκλείδη αποδει-
κνύεται στην προτελευταία πρό-
ταση (Πρόταση 47) του Βιβλίου 
I. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
με Â ορθή. Το τετράγωνο που 
κατασκευάζεται επί της ΒΓ είναι 
ισοδύναμο με το άθροισμα των 
τετραγώνων που κατασκευάζο-
νται επί της ΑΒ και ΑΓ. Φέρου-
με την ΑΖ παράλληλη στις ΒΔ, 
ΓΕ και τις ευθείες ΑΔ και ΘΓ. Αφού οι γωνίες 
ΒÂΓ, ΒÂΙ είναι ορθές, προκύπτει ότι τα τμήμα-
τα ΙA, ΑΓ βρίσκονται στην ίδια ευθεία. Το ίδιο 
και τα τμήματα ΒΑ, ΑΗ. Αφού οι γωνίες ΔB̂Γ, 
ΘB̂Α είναι ορθές, έχουμε ότι ΔB̂Γ = ΘB̂Α, οπό-

τε: ΔB̂Γ + ΑB̂Γ = ΘB̂Α + ΑB̂Γ 
ή ΔB̂Γ = ΘB̂Γ. Αφού ΔΒ = ΒΓ, 
ΘΒ = ΒΑ και ΔB̂Α = ΘB̂Γ, η 
βάση ΑΔ ισούται με τη βάση 
ΘΓ και το ΑΒΔ ισούται με το 
ΘΒΓ. Τώρα το παραλληλόγραμ-
μο ΒΜΖΔ είναι διπλάσιο από το 
ΑΒΔ, και το τετράγωνο ΙΑΒΘ εί-
ναι διπλάσιο από το ΘΒΓ. Επομέ-
νως, το παραλληλόγραμμο ΒΜΖΔ 
είναι ισοδύναμο με το τετράγωνο 
ΙΑΒΘ. Όμοια, αν φέρουμε την ΑΕ 

και τη ΒΚ μπορεί να αποδειχθεί ότι το παραλλη-
λόγραμμο ΓΜΖΕ είναι ισοδύναμο με το τετράγω-
νο ΗΚΓΑ. Επομένως, το τετράγωνο ΒΔΕΓ είναι 
ισοδύναμο με το άθροισμα των δύο τετραγώνων 
ΙΑΒΘ και ΗΚΓΑ.

Α

Η

Κ
Ι

Θ
Β

Δ Ζ Ε

Μ Γ

Το Πυθαγόρειο θεώρημα στο 
Βιβλίο I των «Στοιχείων»

Αντικείμενο του κεφαλαίου είναι η έννοια 
του εμβαδού. Το εμβαδόν ενός πολυγωνικού 
χωρίου είναι ένας θετικός αριθμός, που εκ-
φράζει το πλήθος των μοναδιαίων τετραγώ-
νων (ή μερών του) που απαιτούνται για να 
καλύψουν την έκτασή του. Δεχόμαστε την 
αλήθεια των εξής ιδιοτήτων:
•	 Ίσα πολυγωνικά χωρία έχουν ίσα εμβαδά.
•	 Αν ένα πολυγωνικό χωρίο (ή μια πολυ-

γωνική επιφάνεια) χωρίζεται σε πεπερα-
σμένου πλήθους πολυγωνικά χωρία, που 
δεν έχουν κοινά εσωτερικά σημεία, τότε 
το εμβαδόν του ισούται με το άθροισμα 
των εμβαδών των επιμέρους πολυγωνι-
κών χωρίων.

Ευθύγραμμα σχήματα με το ίδιο εμβαδόν 
λέγονται ισοδύναμα.
Με σκοπό την παραγωγή των τύπων υπολο-
γισμού του εμβαδού βασικών ευθύγραμμων 
σχημάτων δεχόμαστε ότι το εμβαδόν τετρα-
γώνου πλευράς α είναι Ε = α 2. Στηριζόμενοι 
σʹ αυτό αποδεικνύουμε ότι το εμβαδόν Ε ορ-
θογωνίου με πλευρές α, β είναι Ε = αβ. Στη 
συνέχεια μετασχηματίζοντας το παραλληλό-
γραμμο σε ορθογώνιο βρίσκουμε τον τύπο 
του εμβαδού Ε ενός παραλληλογράμμου. 

Θεωρώντας πλέον το τρίγωνο ως το μισό 
κατάλληλου παραλληλογράμμου βρίσκουμε 
τον τύπο του εμβαδού ενός τριγώνου. Τέλος 
χωρίζοντας ένα τραπέζιο σε δύο τρίγωνα 
βρίσκουμε ότι το εμβαδόν Ε ενός τραπεζίου 
δίνεται από τον τύπο:

Ε = 
Β + β

2
 υ.

Στη συνέχεια δίνουμε και άλλους τύπους για 
το εμβαδόν τριγώνου.
Ως πόρισμα αυτών καταλήγουμε στο Νόμο 
των ημιτόνων

α
ημΑ

 = 
β

ημΒ
 = 

γ
ημΓ

 = 2R.

Στη συνέχεια εξετάζουμε τη σχέση των εμ-
βαδών δύο όμοιων πολυγώνων.
Επίσης, αποδεικνύουμε ότι για δύο τρίγωνα 
ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ με

Â = Âʹ ή Â + Âʹ = 180° ισχύει ότι 
(ΑΒΓ)

(ΑʹΒʹΓʹ)
 = 

βγ
βʹγʹ

 .

Τέλος, αποδεικνύουμε ότι κάθε κυρτό πολύ-
γωνο μετασχηματίζεται σε ισοδύναμό του 
τετράγωνο, αποδεικνύοντας πρώτα ότι το πο-
λύγωνο μετασχηματίζεται σε ισοδύναμό του 
τρίγωνο και αυτό σε ισοδύναμο τετράγωνο.

Α
Ν

Α
ΚΕ


Φ

Α
Λ

Α
ΙΩ

Σ
Η
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ανακεφαλαιωτικο

















 διαγραμμα








 εμβαδον     

Τραπεζίου:  Ε =  1
2

 (Β + β) ∙ υ

Ρόμβου (και τετραπλεύρου με κάθετες διαγωνίους):  Ε =  1
2

 δ1 ∙ δ2

Πολυγωνικών Επιφανειών

(Π.Ε.) = (Π1) + (Π2) + ... + (Πν)

Πολυγώνων

Τετραγώνου:  Ε = α 2

Ορθογωνίου:  Ε = α∙β

Παραλληλογράμμου:  Ε = α ∙ υα = β ∙ υβ

Τριγώνου:  Ε =  1
2

 αυα  =  1
2

 βυβ =  1
2

 γυγ

Ε = − − −τ τ α τ β τ γ( )( )( )

Ε = τρ

Ε = 
αβγ
4R

Ε = 
1
2

 βγημΑ = 
1
2

 γαημΒ = 
1
2

 αβημΓ

Εμβαδόν και ομοιότητα

(ΑΒΓ)
(ΑʹΒʹΓʹ)

 = 

α
αʹ

 , αν υα = υαʹ

υα

υαʹ
 , αν α = αʹ

βγ
βʹγʹ

 , αν Â = Âʹ  ή  Â + Âʹ = 180°

λ 2, αν ΑΒ
Δ

Γ ≈ ΑʹΒ
Δ

ʹΓʹ και λ ο λόγος ομοιότητας
(ΑΒΓ...Κ)

(ΑʹΒʹΓʹ...Κʹ)
 = λ 2, αν ΑΒΓ...Κ ≈ ΑʹΒʹΓʹ...Κʹ και λ ο λόγος ομοιότητας

Τετραγωνισμός πολυγώνου
•	 Μετασχηματισμός πολυγώνου σε ισοδύναμο τρίγωνο
•	 Μετασχηματισμός τριγώνου σε ισοδύναμο τετράγωνο
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Piet Mondrian «Σύνθεση»

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11
Μέτρηση Κύκλου
Η μέτρηση του μήκους του κύκλου και του εμβαδού του κυκλικού δίσκου αποτέλεσε ένα 
σημαντικό θέμα με το οποίο ασχολήθηκαν σπουδαίοι μαθηματικοί της αρχαιότητας (Ιππο-
κράτης ο Χίος, Αρχιμήδης). Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιήθηκαν τα κανονικά πολύγωνα, τα 
οποία με τη σειρά τους απασχόλησαν τους μαθηματικούς για περίοδο πάνω από 2.000 χρόνια 
(Αρχαιότητα - K.F. Gauss).
Στο παρόν κεφάλαιο εισάγουμε την έννοια των κανονικών πολυγώνων και μελετάμε βασικές 
ιδιότητές τους. Εξετάζουμε την εγγραφή ορισμένων βασικών κανονικών πολυγώνων σε κύκλο 
και υπολογίζουμε τα στοιχεία τους. Στη συνέχεια «προσεγγίζοντας» τον κύκλο με κανονικά πολύ-
γωνα εγγεγραμμένα ή περιγεγραμμένα σε αυτόν και χρησιμοποιώντας τον ορισμό του αριθμού π, 
βρίσκουμε τύπους για το μήκος κύκλου και τόξου και για το εμβαδόν κυκλικού δίσκου και τομέα.
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Κανονικά πολύγωνα

 11.1 	 Ορισμός κανονικού πολυγώνου

Όπως είναι γνωστό, ένα τετράγωνο έχει όλες τις πλευρές του 
ίσες και όλες τις γωνίες του ίσες. Το ίδιο ισχύει και για ένα 
ισόπλευρο τρίγωνο. Τέτοια πολύγωνα λέγονται κανονικά.

Ορισμός

Ένα πολύγωνο λέγεται κανονικό, όταν έχει όλες τις 
πλευρές του ίσες και όλες τις γωνίες του ίσες.

► �Γωνία κανονικού ν-γώνου

Έστω Α1Α2...Αν ένα κανονικό πολύγωνο με ν πλευρές και 
έστω  Â1 = Â2 = ... = Âν = φν (σχ.1). Επειδή το άθροισμα των 
γωνιών κάθε κυρτού ν-γώνου είναι (ν – 2)180°, θα έχουμε 
νφν = (ν – 2) ∙ 180° και επομένως

φν = 180° – 
360°

ν
 .

► �Ομοιότητα κανονικών πολυγώνων

Ας θεωρήσουμε τώρα δύο κανονικά πολύγωνα ΑΒΓ...Τ, 
ΑʹΒʹΓʹ...Τʹ (σχ.2) με τον ίδιο αριθμό πλευρών ν. Τότε η γω-

νία καθενός είναι 180° – 360°
ν

 , οπότε έχουμε:

Â = Âʹ, B̂ = B̂ʹ, ... , T̂ = T̂ʹ     (1).

Επίσης, αφού ΑΒ = ΒΓ =...= ΤΑ και ΑʹΒʹ = ΒʹΓʹ =...= ΤʹΑʹ 
θα έχουμε

AB
AʹBʹ

 =  BΓ
ΒʹΓʹ

 = ... =  ΤΑ
ΤʹΑʹ

         (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι τα πολύγωνα ΑΒΓ... Τ και 
ΑʹΒʹΓʹ...Τʹ είναι όμοια. Έτσι, έχουμε το επόμενο συμπέρα-
σμα:

Δύο κανονικά πολύγωνα με τον ίδιο αριθμό πλευρών εί-
ναι όμοια.

 11.2 	� Ιδιότητες και στοιχεία κανονικών 
πολυγώνων

Μια σημαντική ιδιότητα των κανονικών πολυγώνων εκφρά-
ζεται από το επόμενο θεώρημα.

Σχήμα 1

φνΑν

Α1 Α2

Α3

φν φν

φν

Σχήμα 2

Τ Τʹ

Αʹ Βʹ

Γʹ

Α Β

Γ
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Κάθε κανονικό πολύγωνο εγγράφεται σε έναν κύκλο και 
περιγράφεται σε έναν άλλον. Οι δύο αυτοί κύκλοι είναι 
ομόκεντροι.

Θεώρημα Ι

 Απόδειξη

Έστω ΑΒΓΔ ...Τ ένα κανονικό πολύγωνο (σχ.3). Θεωρούμε 
τον κύκλο (Ο, R) που διέρχεται από τις κορυφές Α, Β, Γ 
του πολυγώνου. Θα αποδείξουμε ότι ο κύκλος αυτός διέρ-
χεται και από την κορυφή Δ, δηλαδή ότι OΔ = R. Επειδή 
OB = OΓ = R, το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισοσκελές και επομέ-
νως B̂1 = Γ̂1 = σ, οπότε τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓΔ είναι ίσα, 
γιατί έχουν:

ΟΒ = ΟΓ, ΑΒ = ΓΔ (αφού ΑΒΓΔ...T κανονικό) και 
B̂2 = B̂ – σ = Γ̂ – σ = Γ̂2.

Από την ισότητα αυτή προκύπτει ότι ΟΔ = OA = R. Όμοια 
αποδεικνύεται ότι ο κύκλος  (O, R) διέρχεται και από τις 
υπόλοιπες κορυφές Ε, Ζ, ... Τ και επομένως το πολύγωνο εί-
ναι εγγράψιμο. Οι πλευρές του πολυγώνου είναι ίσες χορδές 
του κύκλου (O, R), επομένως και τα αποστήματά τους θα 
είναι ίσα, έστω με α. Επομένως, ο κύκλος (O, α) εφάπτεται 
στις πλευρές του ΑΒΓΔ...Τ, άρα το πολύγωνο είναι περι-
γράψιμο σε κύκλο. Είναι φανερό, από τα παραπάνω, ότι ο 
περιγεγραμμένος κύκλος (O, R) και ο εγγεγραμμένος (O, α) 
του πολυγώνου είναι ομόκεντροι.

► �Στοιχεία κανονικού πολυγώνου

Αποδείξαμε παραπάνω ότι κάθε κανονικό πολύγωνο έχει 
έναν περιγεγραμμένο και έναν εγγεγραμμένο κύκλο που 
έχουν κοινό κέντρο.
Το κοινό κέντρο των δύο αυτών κύκλων λέγεται κέντρο του 
πολυγώνου. Η ακτίνα R του περιγεγραμμένου κύκλου λέ-
γεται ακτίνα του πολυγώνου, ενώ η απόσταση του κέντρου 
από μια πλευρά του, δηλαδή η ακτίνα του εγγεγραμμένου 
κύκλου λέγεται απόστημα του πολυγώνου.
Επειδή τα τόξα A͡B, B͡Γ, ..., T͡A (σχ.3) είναι ίσα, οι επίκεντρες 
γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ, ..., ΤÔΑ είναι ίσες. Καθεμία από τις γω-
νίες αυτές, δηλαδή η γωνία υπό την οποία φαίνεται κάθε 
πλευρά του πολυγώνου από το κέντρο του, λέγεται κεντρική 
γωνία του πολυγώνου.
Στα επόμενα, σε ένα κανονικό ν-γωνο θα συμβολίζουμε με 

Σχήμα 3

A B

Γ

Δ

Τ

α

Ο
R

1

1

2

2
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R την ακτίνα του, με λν την πλευρά του, με αν το απόστημά 
του, με ων την κεντρική του γωνία, με Ρν την περίμετρό του 
και Εν το εμβαδόν του.
Για τα στοιχεία των κανονικών πολυγώνων ισχύει το εξής 
θεώρημα.

Σε κάθε κανονικό ν-γωνο ακτίνας R ισχύουν οι εξής σχέ-
σεις:
	 i)	 α 2ν +  λ 2ν

4
 = R 2	 ii)	 Ρν = νλν

	 iii)	 ων = 360°
ν

	 iv)	 Εν =  1
2

Ρναν

Θεώρημα Ι

 Απόδειξη

Έστω ΑΒΓΔ...Τ ένα κανονικό ν-γωνο, R η ακτίνα του, 
ΑΒ = λν η πλευρά του και OH = αν το απόστημά του (σχ.4).
	 i)	 Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΗΟΑ, με εφαρμογή του 

Πυθαγόρειου θεωρήματος προκύπτει OH 2+HA 2=OA 2, 
δηλαδή 

α 2
ν + 





















λν

2

 2

 = R 2 .

	ii)	 Επειδή ΑΒ = ΒΓ = ... = ΤΑ = λν, θα είναι Ρν = νλν.

	iii)	 Επειδή  A͡B = B͡Γ = ... = T͡A θα είναι
ΑÔΒ = ΒÔΓ = ...= ΤÔΑ = ων 

		  και αφού οι γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ, ... και ΤÔΑ έχουν 

άθροισμα 360°, έχουμε νων = 360°, δηλαδή ων = 360°
ν

.

	iv)	 Τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΒΓ, ... , ΟΤΑ είναι ίσα (ΠΠΠ), άρα 
και ισεμβαδικά και επομένως έχουμε:

Εν = ν(ΟΑΒ) = ν  1
2

 ΑΒ ∙ ΟΗ =  1
2

 νλναν =  1
2

 Ρναν

	 αφού Ρν = νλν.

Σε δύο κανονικά ν-γωνα ο λόγος των πλευρών τους ισού-
ται με το λόγο των ακτίνων τους και το λόγο των απο-
στημάτων τους.

ΠΟΡΙΣΜΑ

 Απόδειξη

Θεωρούμε δύο κανονικά πολύγωνα ΑΒΓ...Τ και ΑʹΒʹΓʹ...Τʹ 

Σχήμα 4

A B

Γ

Δ

Τ Ο
R

Η
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(σχ.5) με το ίδιο πλήθος πλευρών, έστω ν (ν ≥3). Αν Ο, Οʹ τα 
κέντρα των πολυγώνων, τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟʹΑʹΒʹ είναι

όμοια γιατί είναι ισοσκελή και έχουν AÔB = AʹÔʹBʹ = 360°
ν

και επομένως AB
AʹBʹ

 =  OA
OʹAʹ

 =  OH
OʹHʹ

 , όπου ΟΗ, ΟʹΗʹ τα ύψη 

των τριγώνων. Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι:
λν

λν́
 = 

R
Rʹ

 = 
αν

αν́
 ,

όπου λν , R, αν τα συνήθη στοιχεία του ΑΒΓ...Τ και λʹν, Rʹ, 
αν́ τα στοιχεία του ΑʹΒʹΓʹ...Τʹ.

ΣΧΟΛΙΟ
Η διαίρεση ενός κύκλου σε ν 
ίσα τόξα με τον κανόνα και το 
διαβήτη δεν είναι δυνατή για 
οποιαδήποτε τιμή του φυσικού 
αριθμού ν. Για παράδειγμα, δεν 
είναι δυνατή η διαίρεση ενός κύ-
κλου σε επτά ίσα τόξα, το οποίο 
σημαίνει ότι δεν κατασκευάζε-
ται κανονικό 7-γωνο. Από τον 
τρόπο κατασκευής των κανο-
νικών πολυγώνων (με κανόνα 
και διαβήτη) που αναπτύσσεται 
στα στοιχεία του Ευκλείδη, προ-
κύπτει ότι οι αρχαίοι Έλληνες 
Μαθηματικοί κατασκεύαζαν 
κανονικά πολύγωνα με πλήθος 
πλευρών 2ν, ν ≥ 2, 2ν ∙ 3, 2ν ∙ 5, 
2ν ∙ 3 ∙ 5, όπου ν = 0, 1, 2, ...
Ο Αρχιμήδης (287 π.Χ. περί-
που - 212 π.Χ.) ασχολήθηκε με 
το πρόβλημα της κατασκευής 
κανονικού πολυγώνου και πα-
ρουσίασε ένα θαυμάσιο έργο με 
θέμα την κατασκευή του κανονι-
κού 7-γώνου. Αρκετά αργότερα, 
το 1796, ο Gauss (1777 - 1855) 
με αφορμή την κατασκευή κα-
νονικού 17-γώνου απέδειξε ότι 
ένα κανονικό πολύγωνο μπορεί 
να κατασκευαστεί, όταν το πλή-
θος ν των πλευρών του είναι της 
μορφής ν = 2αΡ1 ∙ Ρ2 ∙ ... ∙ Ρκ , 
όπου α φυσικός αριθμός και Ρ1, 
Ρ2, ..., Ρκ  πρώτοι αριθμοί του 
Fermat, δηλαδή της μορφής 
Ρλ = 2 2λ

 + 1, λ = 1, 2, ..., κ.

Σχήμα 5

O Oʹ
Τ

Α Η Β

Τʹ

Αʹ Ηʹ Βʹ

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Αποδεικνύεται ότι, αν τα σημεία Α1 ,Α2,....Αν διαιρούν έναν κύκλο σε ν 
ίσα τόξα, τότε το πολύγωνο Α1Α2..Αν (σχ.6α) καθώς και το πολύγωνο 
Β1,Β2,...Βν, που σχηματίζουν οι εφαπτόμενες του κύκλου στα σημεία 
αυτά (σχ.6β) είναι κανονικά.

Σχήμα 6

Αν

τ

τ
τ

Α1

Α1

Α2

Α3

Α4

Β1 Β2

Β3

Α2 Α3

Α4

Ο

α β

Ο
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  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Υπάρχουν κανονικά πολύγωνα των οποί-
ων οι εξωτερικές γωνίες είναι αμβλείες;

2.	 Ποιο είναι το απόστημα κανονικού πολυ-
γώνου περιγεγραμμένου σε κύκλο;

3.	 Ένα κυρτό πολύγωνο είναι κανονικό όταν:
	 α.	 έχει μόνον τις πλευρές του ίσες,
	 β.	 έχει μόνον τις γωνίες του ίσες,
	 γ.	 είναι εγγράψιμο σε κύκλο και έχει τις 

πλευρές του ίσες.

4.	 Μεταξύ των λν, αν και R ισχύει:

	 α. λ 2
ν + 

α 2
ν

4
 = R 2       β. λ 2

ν + α 2
ν = 4R 2

	 γ. λ 2
ν = 4(R 2 – α 2

ν)     δ. λ 2
ν + α 2

ν = 
R 2

4
5.	 Μεταξύ των ων και φν ισχύει:
	 α. ων + φν=1⌊             β. ων + φν =2⌊
	 γ. ων + φν=270°          δ. ων + φν=3⌊
	 (Στις ερωτήσεις 3, 4, και 5 κυκλώστε το 

γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απά-
ντηση και αιτιολογήστε την απάντησή 
σας).

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Να βρεθούν η γωνία και η κεντρική γωνία 
ενός κανονικού: πενταγώνου, εξαγώνου, 
δεκαγώνου και δωδεκαγώνου.

2.	 Αν η γωνία ενός κανονικού πολυγώνου εί-
ναι 108°, τότε το πλήθος των πλευρών του 
είναι:

	 α. 15       β. 12       γ. 10       δ. 5       ε. 8
	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντη-

σης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.
3.	 Σε δύο κανονικά πεντάγωνα ο λόγος των 

πλευρών τους είναι λ = 2. Ποιος είναι ο 
λόγος των αποστημάτων, των ακτίνων 
τους, των περιμέτρων τους και των εμβα-
δών τους;

4.	 Τα πλήθη ν1,ν2 των πλευρών δύο κανο-
νικών πολυγώνων είναι αντίστοιχα ρίζες 
των εξισώσεων:

	 ν 3 – 3ν 2 – 7ν – 15 = 0,   2 9 4ν ν− = − .
	 Να αποδείξετε ότι τα πολύγωνα είναι 

όμοια.

5.	 Να αποδείξετε ότι το μόνο κανονικό πο-
λύγωνο με γωνία οξεία είναι το ισόπλευρο 
τρίγωνο.

6.	 Αν ένα κανονικό ν-γωνο και ένα κανονικό 
μ-γωνο (μ > ν) είναι εγγεγραμμένα στον 
ίδιο κύκλο, να αποδείξετε ότι:

	 i)	 λ 2
ν – λ 2

μ = 4(α 2
μ – α 2

ν),
	 ii)	 λν > λμ ⇔ αν < αμ.

7.	 Θεωρούμε ένα κανονικό πεντάγωνο 
ΑΒΓΔΕ εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). 
Να αποδείξετε ότι

	 i)	 κάθε διαγώνιος χωρίζει το πεντάγωνο 
σε ένα ισοσκελές τραπέζιο και σε ένα 
ισοσκελές τρίγωνο,

	 ii)	 η διχοτόμος της γωνίας ΒÂΓ είναι 
κάθετη στην πλευρά ΑΕ,

	iii)	 δύο διαγώνοι που δεν έχουν κοινό 
άκρο σχηματίζουν με δύο πλευρές του 
πενταγώνου ρόμβο και

	 iv)	 αν Η είναι το σημείο τομής της ΑΓ με 
τη ΒΔ, τότε ΑΗ 2=ΑΓ ∙ ΗΓ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Το δάπεδο ενός δωματίου στρώθηκε με 
πλακίδια σχήματος κανονικών πολυγώ-
νων με πλήθος πλευρών λ, μ, ν, όπου λ ≠ 
μ ≠ ν ≠ λ. Να αποδείξετε ότι

	
1
λ

 + 
1
μ

 + 
1
ν

 = 
1
2

 .

2.	 Αν ένα πολύγωνο είναι εγγράψιμο και περι-
γράψιμο σε δύο ομόκεντρους κύκλους, να 
αποδείξετε ότι είναι κανονικό.

3.	 Αν Α, Β, Γ, Δ είναι διαδοχικές κορυφές 
ενός κανονικού ν-γώνου (ν ≥ 4), να απο-
δείξετε ότι ΑΓ 2 – ΑΒ 2 = ΑΒ ∙ ΑΔ.

4.	 Αν Ε2ν είναι το εμβαδόν ενός κανονικού 
2ν-γώνου (ν > 4), εγγεγραμμένου σε κύ-
κλο (Ο, R), να αποδείξετε ότι

	 Ε2ν = 
1
2

 ΡνR, όπου Ρν η περίμετρος του 
κανονικού ν-γώνου ακτίνας R.

5.	 Αν λν́ είναι πλευρά κανονικού ν-γώνου πε-
ριγεγραμμένου σε κύκλο και λν, αν η πλευ-
ρά και το απόστημα αντίστοιχα, κανονι-
κού ν-γώνου εγγεγραμμένου στον ίδιο κύ-
κλο, να αποδείξετε ότι R ∙ λν = αν ∙ λν́ .
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 11.3 	�Ε γγραφή βασικών κανονικών 
πολυγώνων σε κύκλο  
και στοιχεία τους

Από την παρατήρηση της προηγούμενης παραγράφου προ-
κύπτει ότι για να κατασκευάσουμε ένα κανονικό πολύγωνο 
με ν (ν ≥ 3) πλευρές, αρκεί να χωρίσουμε έναν κύκλο σε 
ν ίσα τόξα. Η κατασκευή με κανόνα και διαβήτη δεν είναι 
δυνατή για κάθε ν. (σχόλιο §11.2). Στη συνέχεια, θα ασχο-
ληθούμε με την εγγραφή μερικών βασικών κανονικών πο-
λυγώνων σε κύκλο και θα υπολογίσουμε τα στοιχεία τους.

► �Τετράγωνο

Έστω ένας κύκλος (Ο, R) (σχ.7). Αν φέρουμε δύο κάθε-
τες διαμέτρους ΑΓ και ΒΔ, θα είναι ΑÔΒ = ΒÔΓ = ΓÔΔ = 
ΔÔΑ = 90°, οπότε A͡B = B͡Γ = Γ͡Δ = Δ͡Α και επομένως το ΑΒΓΔ 
είναι τετράγωνο. Από το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο 
ΟΑΒ με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος έχουμε

λ4
2 = ΑΒ 2 = ΟΑ 2 + ΟΒ 2 = R 2 + R 2 = 2R 2,

από την οποία προκύπτει ότι:

λλ4 2== R ..

Από τη βασική σχέση α 2
ν + 

λ 2
ν

4
 = R 2  με ν = 4 προκύπτει ότι

α4
2 2

2 22
4 2

= − =R
R( )

,R

δηλαδή	  αα4
2
2

==
R ..

6.	 Αν Eα, Εβ, Εγ είναι τα εμβαδά κανονικών 
ν-γώνων που έχουν πλευρές ίσες αντίστοι-
χα με τις πλευρές α, β, γ ορθογώνιου τρι-
γώνου ΑΒΓ (Â = 1⌊), να αποδείξετε ότι 
Εβ + Εγ = Εα .

Σύνθετα Θέματα
1.	 Οι Πυθαγόρειοι ισχυρίζονταν ότι υπάρ-

χουν τρία μόνο κανονικά πολύγωνα των 
οποίων οι γωνίες μπορούν να καλύψουν 
το επίπεδο γύρω από ένα σημείο. Τα κα-
νονικά αυτά πολύγωνα είναι τα ισόπλευρα 
τρίγωνα, τα τετράγωνα και τα κανονικά 

εξάγωνα. Να αποδείξετε την αλήθεια του 
ισχυρισμού αυτού των Πυθαγορείων.

2.	 Έστω κανονικό ν-γωνο και σημείο Σ 
στο εσωτερικό του. Αν d1,d2,...,dv εί-
ναι οι αποστάσεις του Σ από τις πλευ-
ρές του ν-γώνου, να αποδείξετε ότι 
d1 + d2 + ... + dv = ναν , όπου αν το από-
στημα του ν-γώνου.

3.	 Σε κανονικό δεκάγωνο ΑΒΓΔ...Κ η πλευρά 
ΑΒ προεκτεινόμενη τέμνει την προέκταση 
της ακτίνας ΟΓ στο σημείο Μ. Να αποδεί-
ξετε ότι ΑΜ = ΑΔ.

A

B

Γ

Δ

Η

Ο

Σχήμα 7
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► �Κανονικό εξάγωνο

Έστω κύκλος (Ο, R) και ΑΒ η πλευρά του κανονικού εξαγώ-
νου που θέλουμε να εγγράψουμε στον (Ο, R) (σχ.8). 

Τότε ΑÔΒ = ω6 = 60° και επειδή OA = OB (=R) το τρίγωνο 
ΟΑΒ είναι ισόπλευρο. Άρα AB = OA = R, δηλαδή

λ6 = R.

Έτσι για την εγγραφή κανονικού εξαγώνου σε κύκλο, παίρ-
νουμε πάνω στον κύκλο έξι διαδοχικά τόξα A͡B, B͡Γ, Γ͡Δ, 
Δ͡Ε, E͡Z και Z͡A με αντίστοιχη χορδή R, το καθένα, οπότε 

το ΑΒΓΔΕΖ είναι κανονικό εξάγωνο. Επειδή λ6 = R, από 

τη βασική σχέση α 2
6 +  λ 2

6

4
 = R 2 με αντικατάσταση του λ6 

προκύπτει ότι:

α 2
6 = R 2 –  R 2

4
 = 3R 2

4
 ,   ή   αα6

3
2

==
R . .

► �Ισόπλευρο τρίγωνο

Αν τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ (σχ.9) διαιρούν τον κύκλο 
σε έξι ίσα τόξα, τότε τα σημεία Α, Γ, Ε είναι κορυφές ισό-
πλευρου τριγώνου, αφού A͡Γ = Γ͡Ε = E͡A = 120°.

Επειδή ΑΓ∆  = 180°, η ΑΔ είναι διάμετρος και επομένως το 
τρίγωνο ΑΓΔ είναι ορθογώνιο, οπότε

λ3
 2 = ΑΓ 2 = ΑΔ 2 – ΔΓ 2 = (2R) 2 – R 2 = 3R 2,

δηλαδή	  λλ3 3== R ..

Εφαρμόζοντας τώρα τη σχέση α 2
3 +  λ 2

3

4
 = R 2, προκύπτει ότι

α3 = 
R
2

.

Τα στοιχεία των παραπάνω πολυγώνων συγκεντρώνονται 
στον επόμενο πίνακα:

Τετράγωνο Κανονικό 
εξάγωνο

Ισόπλευρο 
τρίγωνο

Πλευρά λν λ4 2= R λ6 = R λ3 3= R

Απόστημα αν α4
2
2

=
R

α6
3
2

=
R α3 =  R

2

A B

Γ

ΔΕ

Ζ Ο

Σχήμα 8

A B

Γ

ΔΕ

Ζ Ο

Σχήμα 9

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   236 23/7/2013   3:39:33 μμ



237

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 1 .  Μ Ε Τ Ρ Η Σ Η  Κ Υ Κ Λ Ο Υ

Σε δοσμένο κύκλο να εγγραφεί κανονικό δεκάγωνο.

Λύση

Έστω ΑΒ = λ10 (σχ.10) η πλευρά του κανονικού δεκαγώνου που 
θέλουμε να εγγράψουμε στον κύκλο (Ο, R). Η κεντρική γωνία 

AÔB είναι 360°
10

 = 36° και καθεμία από τις γωνίες της βάσης του 

ισοσκελούς τριγώνου ΟΑΒ είναι Â = B̂ = 72°.
Έτσι, αν φέρουμε τη διχοτόμο ΑΔ της γωνίας ΟÂΒ τα τρίγωνα ΔΟΑ και ΑΒΔ είναι 
ισοσκελή, αφού είναι

ΔÂΟ = 36° = AÔB και ΑΔ̂Β = Â1 + Ô = 36° + 36° = 72° = B̂ .
Επομένως, ΟΔ = ΑΔ = ΑΒ = λ10  και  ΒΔ = R – λ10.
Με εφαρμογή του θεωρήματος της διχοτόμου στο τρίγωνο ΟΑΒ προκύπτει ότι:

AB
ΑΟ

 =  ΔΒ
ΔΟ

 ⇔  λ10

R
 =  R – λ10

λ10
 ⇔ λ 2

10 = R (R – λ10)

και επειδή λ10 = ΑΒ > ΔΒ = R – λ10 (αφού ΑΔ̂Β > ΒÂΔ), η τελευταία ισότητα εκφράζει ότι 
το λ10 είναι το μεγαλύτερο από τα τμήματα που προκύπτουν αν διαιρέσουμε την ακτίνα R 
σε μέσο και άκρο λόγο. Για την κατασκευή του κανονικού δεκαγώνου του εγγεγραμμένου 
σε κύκλο, διαιρούμε την ακτίνα του κύκλου σε μέσο και άκρο λόγο και στη συνέχεια 
ορίζουμε τα διαδοχικά τόξα A͡B, B͡Γ, ..., που έχουν το καθένα χορδή ίση με το μεγαλύτερο 
τμήμα στα οποία χωρίζεται η ακτίνα με τη διαίρεσή της σε μέσο και άκρο λόγο.

   
 εφαρμογη








 1

η

Ο

A B

Δ
1

Σχήμα 10

Σε δοσμένο κύκλο, να εγγραφεί κανονικό οκτάγωνο και 
να υπολογισθούν η πλευρά του και το απόστημά του.

Λύση
Εγγράφουμε στον κύκλο (σχ.11) το τετράγωνο ΑΒΓΔ και 
στη συνέχεια παίρνουμε τα μέσα Ε, Ζ, Η, Θ των τόξων 
που αντιστοιχούν στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ. Τότε 
το ΑΕΒ...Θ είναι το ζητούμενο οκτάγωνο. Αν θεωρήσουμε 
τη διάμετρο ΕΗ που αντιστοιχεί στο Ε, επειδή το τρίγωνο 
ΑΗΕ είναι ορθογώνιο και η ΑΒ κάθετη στην ΕΗ, έχουμε	
ΑΕ 2 = ΕΗ ∙ ΕΙ = 2R (R – OI) και τελικά, αφού ΑΕ = λ8 και ΟΙ = α4, έχουμε:

λ α8
2

4
22 2 2

2
2 2= − = −









 = −R R R R R R( ) ( )  και επομένως  λλ8 2 2== −−R ..

Τέλος, από τη σχέση α 2
8 + 

λ 2
8

4
 = R 2 προκύπτει ότι                        αα8 2

2 2== ++
R ..

   
 εφαρμογη








 2

η

A B

ΓΔ

Ε

Ζ

Η

Θ

Ι

Ο

Σχήμα 11

Να αποδειχθεί ότι λλ10 2
5 1== −−

R ( ) και να υπολογισθεί το α10.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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Τύπος του Αρχιμήδη

Ένα κανονικό ν-γωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). 
Να εγγραφεί στον ίδιο κύκλο κανονικό 2ν-γωνο και να απο-
δειχθεί ότι λ 2

2ν = 2R (R – αν).

Λύση

Αν πάρουμε τα μέσα των τόξων που αντιστοιχούν στις πλευ-
ρές του κανονικού ν-γώνου, ο κύκλος διαιρείται σε 2ν ίσα 
τόξα. Έτσι προκύπτει το εγγεγραμμένο κανονικό πολύγωνο με 2ν πλευρές.
Έστω ΑΒ = λν (σχ.12) και Μ το μέσο του τόξου A͡B. Τότε ΑΜ = λ2ν και ΟΜ⊥ΑΒ. 
Επομένως, από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΗΜ έχουμε

ΑΜ 2 = ΑΗ 2 + ΗΜ 2    ή    λ λ
α

λ
α αν

ν
ν

ν
ν ν2

2
2

2
2

2 2

2 4
2= 






 + − = + + −( )R R R

ή   λ αν ν2
2 22 2= −R R  (αφού λ

αν
ν

2
2 2

4
+ = R )  ή  λλ αανν νν2

2 2== −−R R( )..

   
 εφαρμογη








 3

η

A

Μ

B

Ο

Η

Σχήμα 12

ΣΧΟΛΙΟ

Από τη σχέση α
λ

ν
ν

2
2 2

2
2

4
+ = R  προκύπτει ότι α

λ α α
ν

ν ν ν
2
2

2
2
2 2 2 24

4
4 2 2

4
2 2

4
=

−
=

− −
=

+R R R R R R( )

ή  αα αανν νν2
2

2
== ++
R R( ).

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Χαρακτηρίστε ως σωστές (Σ) ή λανθασμέ-
νες (Λ) τις παρακάτω ισότητες, δικαιολο-
γώντας τις απαντήσεις σας.

	 i)	 λ 2
6 + λ 2

3 = λ 2
4	  Σ       Λ

	 ii)	 λ λ λ3 4 6 3 1 2 3+ + = + +R( )
			    Σ       Λ

	iii)	 a a a R
3 4 6 2

1 2 3+ + = + +( )
			    Σ       Λ

2.	 Αν A, B, Γ, Δ διαδοχικά σημεία κύκλου (Ο, 
R), ώστε ΑΒ = R 2, ΒΓ = λ12 και ΓΔ = R, 
να εξηγήσετε γιατί η ΑΔ είναι διάμετρος 
του κύκλου.

3.	 Αν A, B, Γ διαδοχικά σημεία κύκλου (Ο, 
R), ώστε A͡B = 120° και B͡Γ = 60°, η περί-
μετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι:

	 α. (3 + 3)R,          β. 4R,

	 γ. ( 2+ 3)R,        δ. (3 + 2)R.
	 Δικαιολογήστε την απάντησή σας.
4.	 Στο παρακάτω σχήμα η γωνία Μ είναι:
	 α. 30°     β. 45°     γ. 50°     δ. 60°     ε. 75°
	 Δικαιολογήστε την απάντησή σας.

Α Β

Μ

O

Η

R/2

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του R το εμ-

βαδόν ενός ισόπλευρου τριγώνου, ενός τε-
τραγώνου και ενός κανονικού εξαγώνου, 
που είναι εγγεγραμμένα σε κύκλο (Ο, R).
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2.	 Κανονικό πολύγωνο έχει ακτίνα R = 10cm 
και απόστημα αν = 5 3 cm. Να βρεθεί η 
πλευρά του λν και το εμβαδόν του Εν.

3.	 Κανονικό πολύγωνο έχει ακτίνα R = 8cm 
και πλευρά λν = 8 2 cm. Να βρεθεί το 
απόστημά του αν και το εμβαδόν του.

4.	 Σε κύκλο (Ο, R) παίρνουμε διαδοχικά τα 
τόξα A͡B = 60°, B͡Γ = 90° και Γ͡Δ = 120°.

	 Να υπολογισθούν ως συνάρτηση του R οι 
πλευρές και το εμβαδόν του τετραπλεύρου 
ΑΒΓΔ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Το άθροισμα των γωνιών ενός κανονικού 

πολυγώνου είναι 8 ορθές και το εμβαδόν 
του 6 3 cm 2. Να βρεθεί η ακτίνα του.

2.	 Σε κύκλο (O, R) και εκατέρωθεν του κέ-
ντρου του, θεωρούμε δύο παράλληλες 
χορδές του ΑΒ και ΓΔ, ώστε ΑΒ = R και 
ΓΔ = R 3 . Να υπολογισθούν οι μη πα-
ράλληλες πλευρές ΑΓ και ΒΔ του τραπεζί-
ου ΑΒΔΓ, το ύψος του και το εμβαδόν του, 
ως συνάρτηση του R.

3.	 Να υπολογιστούν ως συνάρτηση του R η 
πλευρά λ12 και το απόστημα α12 ενός κα-

νονικού 12-γώνου εγγεγραμμένου σε κύ-
κλο (O, R).

4.	 Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του R το 
εμβαδόν ενός κανονικού δωδεκαγώνου, 
χωρίς να υπολογίσετε προηγουμένως την 
πλευρά και το απόστημά του.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Δίνεται κύκλος (O, R) και χορδή του 
ΓΔ = λ6. Πάνω σε τυχαία ευθεία ε που 
διέρχεται από το κέντρο και εκατέρω-
θεν του Ο παίρνουμε σημεία Α, Β, ώστε 
ΟΑ = ΟΒ = α3. Αν Μ το μέσο της ΓΔ, να 
αποδείξετε ότι ΜΑ 2 + ΜΒ 2 = λ 2

4.
2.	 Από το σημείο Α εκτός κύκλου (Ο, R) φέ-

ρουμε τέμνουσα ΑΒΓ, ώστε ΑΒ = ΒΓ. Αν 
ΟΑ = R 7  να  αποδείξετε ότι ΒΓ = λ3 και 
στη συνέχεια να υπολογίσετε το εμβαδόν 
του τριγώνου ΑΟΓ.

3.	 Σε κύκλο (Ο, R) θεωρούμε τα διαδοχικά 
σημεία Α, Β, Γ, ώστε ΑΒ = λ6 και ΒΓ = λ3. 
Αν Μ το μέσο της ΒΓ και Δ το σημείο που 
τέμνει η προέκταση της ΑΜ τον κύκλο, να 
υπολογίσετε, ως συνάρτηση του R, το τμή-
μα ΜΔ.

1.	 Ερμηνεύοντας σε “γεωμετρική γλώσσα” την αριθμητική ισότητα 
1
6

 − 
1
10

 = 
1
15

 , δώστε έναν τρό-

πο κατασκευής της πλευράς κανονικού 15-γώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο.

2.	 Κάνοντας το ίδιο για την αριθμητική ισότητα 
1
3

 − 
1
4

 = 
1
12

 , να δώσετε ένα δεύτερο τρόπο κατα-

σκευής της πλευράς κανονικού 12-γώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ
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Μήκος κύκλου

 11.4 	�Π ροσέγγιση του μήκους του κύκλου 
με κανονικά πολύγωνα

Με τη βοήθεια της περιμέτρου κανονικών πολυγώνων προ-
σεγγίζουμε στη συνέχεια την έννοια του μήκους κύκλου. Ας 
θεωρήσουμε έναν κύκλο (O, R) (σχ.13) και ας εγγράψουμε 
σε αυτόν διαδοχικά ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ένα κανονικό 
6-γωνο, ένα κανονικό 12-γωνο και γενικά ένα πολύγωνο με 
διπλάσιο κάθε φορά πλήθος πλευρών από το προηγούμενο.
Καθώς ο αριθμός των πλευρών των κανονικών πολυγώνων 
διπλασιάζεται, από το σχήμα φαίνεται ότι: “το κανονικό πο-
λύγωνο τείνει να ταυτισθεί με τον κύκλο”.
Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε και αν αντί εγγεγραμμέ-
νων θεωρήσουμε κανονικά πολύγωνα περιγεγραμμένα στον 
κύκλο (O, R) (σχ.14) και διπλασιάζουμε διαρκώς το πλήθος 
των πλευρών τους. Αν θεωρήσουμε λοιπόν την ακολουθία 
(Ρν) των περιμέτρων των κανονικών πολυγώνων των εγγε-
γραμμένων στον κύκλο (O, R) και την ακολουθία (Ρν́) των 
περιμέτρων των περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων 
γύρω από τον ίδιο κύκλο, τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει 
μοναδικός θετικός αριθμός L μεγαλύτερος όλων των όρων 
της ακολουθίας (Ρν) και μικρότερος όλων των όρων της (Ρν́) 
με την εξής ιδιότητα: καθώς το ν διπλασιάζεται, οι όροι των 
ακολουθιών (Ρν) και (Ρν́) προσεγγίζουν όλο και περισσότερο 
τον αριθμό L. Ο αριθμός L (που είναι το κοινό όριο των 
ακολουθιών και ανεξάρτητος από την επιλογή κανονικών 
πολυγώνων) λέγεται μήκος του κύκλου (Ο, R).

Ο Ιπποκράτης ο Χίος απέδειξε πρώτος ότι ο λόγος L
2R

 του 

μήκους του κύκλου προς τη διάμετρό του είναι σταθερός, 
δηλαδή είναι ο ίδιος για κάθε κύκλο. Η σταθερή αυτή τιμή 

του λόγου L
2R

 συμβολίζεται διεθνώς με το Ελληνικό γράμ-

μα π (αρχικό της λέξης περιφέρεια) δηλαδή L
2R

 = π, οπότε 

προκύπτει ότι το μήκος L του κύκλου ακτίνας R δίνεται από 
τη σχέση

L = 2πR.
Ο αριθμός π είναι ένας άρρητος, υπερβατικός αριθμός και 
μια προσέγγισή του, που στην πράξη χρησιμοποιείται, είναι 
π ≅ 3,14.
Ο Αρχιμήδης χρησιμοποιούσε ως προσέγγιση του π το 22

7
 .

Ο
R

Ο

R

R

Ο

Σχήμα 13

Σχήμα 14
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 11.5 	 Μήκος τόξου

Έστω ένα τόξο A͡B ενός κύκλου (O, R) (σχ.15). Μία τεθλασμέ-
νη με άκρα τα σημεία Α, Β και τις άλλες κορυφές της σημεία 
του τόξου λέγεται εγγεγραμμένη στο τόξο A͡B. Στην περίπτωση 
που οι πλευρές της είναι ίσες, λέγεται κανονική τεθλασμένη.
Μια τεθλασμένη με άκρα τα Α, Β και πλευρές εφαπτόμε-
νες του τόξου A͡B λέγεται περιγεγραμμένη τεθλασμένη στο 
τόξο A͡B. Η έννοια της κανονικής περιγεγραμμένης ορίζε-
ται, όπως στην περίπτωση της εγγεγραμμένης. Το μήκος του 
τόξου A͡B κύκλου (O, R) ορίζεται όπως και το μήκος του 
κύκλου. Δηλαδή το μήκος του τόξου A͡B είναι ο μοναδικός 
θετικός αριθμός  τον οποίο προσεγγίζουν ολοένα και πε-
ρισσότερο τα μήκη Ρν και Ρν́ των κανονικών τεθλασμένων 
γραμμών των εγγεγραμμένων και περιγεγραμμένων αντί-
στοιχα στο τόξο A͡B, καθώς το ν διπλασιάζεται. Επειδή ο 
κύκλος είναι τόξο 360° με μήκος 2πR, το τόξο 1° θα έχει 

μήκος 2πR
360

 οπότε ένα τόξο μ° θα έχει μήκος

 = 
πRμ
180

              (1).

Επίσης, ένα τόξο κύκλου με μήκος R λέγεται ακτίνιο (rad).
Άρα ένα τόξο α rad έχει μήκος αR, δηλαδή

 = αR              (2).

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι  
α
π

 = 
μ

180
 .

A
B

Σχήμα 15

Σε κύκλο (O, R) θεωρούμε διάμετρο ΑΒ και τις χορδές ΑΓ και ΒΓ, ώστε 
ΑΓ = 2cm και ΒΓ = 2 3 cm. Να βρεθεί το μήκος του κύκλου και τα μήκη των 
τόξων A͡Γ και Γ͡Β, που είναι μικρότερα του ημικυκλίου.

Λύση

Επειδή η ΑΒ είναι διάμετρος, η γωνία ΑΓ̂Β θα είναι ορθή, οπό-
τε από το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΑΒ έχουμε ΑΒ 2 = ΑΓ 2 + ΒΓ 2 
ή ( ) ( )2 2 2 32 2 2R = +  ή 4R 2 = 16, δηλαδή R = 2. Το μήκος L 

του κύκλου θα είναι L = 2πR = 4π cm. Επειδή ΑΓ = 2 = ΑΒ
2

 , 
θα είναι B̂ = 30°, οπότε A͡Γ = 60° και επομένως το μήκος του θα είναι:

l1 = πRμ
180

 =  π ∙ 2 ∙ 60
180

 =  2
3

 π cm.

Τέλος, αφού Â = 60°, θα είναι B͡Γ = 120°, και το μήκος του, θα είναι

l2 = π ∙ 2 ∙ 120
180

 =  4
3

 π cm.

  εφαρμογη








Α Β

Γ

Σχήμα 16
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Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Αντιστοιχίστε κάθε μέγεθος της στήλης Α 
με την τιμή του στη στήλη Β.

Α Β

Μήκος κύκλου ακτίνας R

Μήκος τόξου μο  
(σε κύκλο ακτίνας R)

Μήκος τόξου αrad  
(σε κύκλο ακτίνας R)

αR

2πR
πRμ
360

2αR
πRμ
180

2.	 Το μήκος L τόξου, κύκλου ακτίνας R με 
χορδή λ6 είναι:

	 α. 6R   β. πR   γ. 
1
3

 πR   δ. 2πR   ε. 
1
3

 R

	 Κυκλώστε το γράμμα της σωστής απάντη-
σης και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Πάνω σε ευθεία ε θεωρούμε διαδοχικά τα 
σημεία Α, Β, Γ και Δ. Αν L1, L2, L3, και L 
είναι τα μήκη των κύκλων με διαμέτρους 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΑΔ αντίστοιχα να αποδεί-
ξετε ότι L1 + L2 + L3 = L.

2.	 Να βρείτε το μήκος του εγγεγραμμένου 
κύκλου σε κανονικό εξάγωνο πλευράς 
10cm.

3.	 Να βρεθεί το μήκος του τόξου που αντι-
στοιχεί στην πλευρά κανονικού 10-γώνου 
εγγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας 5cm.

4.	 Όταν ένα ποδήλατο διανύει μια απόστα-
ση, ο ένας τροχός του που έχει ακτίνα R 
κάνει ν στροφές, ενώ ο άλλος, που έχει 
ακτίνα ρ κάνει 2ν στροφές. Να αποδείξε-
τε ότι R = 2ρ.

5.	 Δίνεται κύκλος (O, R) και τα διαδοχι-
κά του σημεία Α, Β, Γ, ώστε να είναι 
AB = R 2 και ΒΓ = R 3 . Να βρεθούν 
τα μήκη των τόξων A͡B, B͡Γ και Γ͡Α, ως 
συνάρτηση του R.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Με διάμετρο την ακτίνα ΟΑ ενός κύκλου 
(O, R) γράφουμε κύκλο (Κ) και από το Ο 
φέρουμε ημιευθεία που τέμνει τον κύκλο 
(Ο) στο Γ και τον κύκλο (Κ) στο Δ. Να 
αποδείξετε ότι τα τόξα A͡Γ και A͡Δ έχουν 
ίσα μήκη.

2.	 Να αποδείξετε ότι το μήκος του κύκλου, 
που εφάπτεται σε δύο ομόκεντρους κύ-
κλους, ισούται με το ημιάθροισμα ή την 
ημιδιαφορά των μηκών αυτών, όταν αντί-
στοιχα ο κύκλος αυτός περιέχει στο εσω-
τερικό του ή όχι το μικρότερο κύκλο.

3.	 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με α = 13cm, β = 14cm 
και γ = 15cm. Να βρείτε το μήκος 

	 i)	 του εγγεγραμμένου κύκλου του τρι-
γώνου,

	 ii)	 του περιγεγραμμένου κύκλου του τρι-
γώνου.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Δίνεται ημικύκλιο (Ο, R) διαμέτρου ΑΒ. 
Με διαμέτρους τις ΑΟ και ΟΒ γράφουμε 
στο εσωτερικό του πρώτου ημικύκλια. Να 
υπολογίσετε το μήκος του κύκλου, ο οποί-
ος εφάπτεται των τριών αυτών ημικυκλί-
ων, ως συνάρτηση του R.

2.	 Δίνεται τεταρτοκύκλιο Ο A͡B. Με διάμετρο 
την ΟΑ γράφουμε στο εσωτερικό του τε-
ταρτοκυκλίου, ημικύκλιο και στη συνέχεια 
γράφουμε κύκλο (Κ) που εφάπτεται στο ημι-
κύκλιο, στην πλευρά ΟΒ και στο τόξο A͡B. 
Να αποδείξετε ότι το μήκος του κύκλου (Κ) 
ισούται με το μήκος του τόξου A͡B.

3.	 Να βρείτε το μήκος της γραμμής ΑΒΓΔΕΖ 
του παρακάτω σχήματος.

A

Β
Γ

Δ Ε

Κ

Λ

Μ

Ζ

Ι
Θ4

3

6

7

7

8

9

2

2

2
2

5 {

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
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 λυση
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Εμβαδόν κυκλικού δίσκου

 11.6 	�Π ροσέγγιση του εμβαδού κύκλου  
με κανονικά πολύγωνα

Έστω ένας κύκλος (Ο, R). Ο κύκλος μαζί με τα εσωτερικά 
του σημεία αποτελούν τον κυκλικό δίσκο με κέντρο Ο και 
ακτίνα R. Στην παράγραφο 11.4 είδαμε ότι τα εγγεγραμμένα 
ή τα περιγεγραμμένα σε έναν κύκλο κανονικά πολύγωνα 
τείνουν να ταυτισθούν με τον κύκλο, καθώς το πλήθος των 
πλευρών τους διπλασιάζεται. Ο μοναδικός θετικός αριθμός 
Ε προς τον οποίο πλησιάζουν ολοένα και περισσότερο, τα 
εμβαδά των εγγεγραμμένων και των περιγεγραμμένων κα-
νονικών πολυγώνων, λέγεται εμβαδόν του κυκλικού δίσκου 
ή απλούστερα εμβαδόν του κύκλου. Επειδή ο Ε προσεγγί-
ζεται από το εμβαδόν εγγεγραμμένων ή περιγεγραμμένων 
κανονικών πολυγώνων, ας θεωρήσουμε ένα κανονικό ν-γω-
νο εγγεγραμμένο στον κύκλο (Ο, R). Τότε το εμβαδόν Εν 
δίνεται από τον τύπο 

Εν =  1
2

 Ρναν        (1).

Από το σχ.17 φαίνεται ότι καθώς το ν διπλασιάζεται το αν 
προσεγγίζει την ακτίνα R και επειδή το Ρν προσεγγίζει το 
μήκος L του κύκλου, από την (1) προκύπτει ότι το Εν προ-

σεγγίζει το 1
2

 L ∙ R =  1
2

 2πR ∙ R = πR 2. Έτσι έχουμε το 

επόμενο θεώρημα.

Το εμβαδόν Ε ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας R δίνεται 
από τη σχέση

Ε = πR 2.

Θεώρημα

 11.7 	�Ε μβαδόν κυκλικού τομέα  
και κυκλικού τμήματος

► �Κυκλικός Τομέας

Θεωρούμε έναν κύκλο (O, R) και μία επίκεντρη γωνία ΑÔΒ 
(σχ.18). Το σύνολο των κοινών σημείων της επίκεντρης γω-
νίας ΑÔΒ και του κυκλικού δίσκου (O, R) λέγεται κυκλικός 
τομέας κέντρου Ο και ακτίνας R. Ο κυκλικός αυτός τομέας 
συμβολίζεται ΟA͡B. Αν η επίκεντρη γωνία ΑÔΒ είναι μ°, 
λέμε ότι και ο κυκλικός τομέας ΟA͡B είναι μ°. Το εμβαδόν 

Σχήμα 17

Ο

Αν αν

Α1 Α2

Α3

Σχήμα 18
A

B

Ο

μο
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του κυκλικού τομέα ορίζεται ανάλογα με το εμβαδόν του 
κύκλου και συμβολίζεται (ΟA͡B).
Επειδή ο κυκλικός δίσκος είναι κυκλικός τομέας 360° με 

εμβαδόν πR 2, ο κυκλικός τομέας 1° έχει εμβαδόν πR 2

360
 και 

άρα ένας τομέας μ° θα έχει εμβαδόν πR 2μ
360

. Ώστε το εμβαδόν 

ενός κυκλικού τομέα ΟA͡B μ° και ακτίνας R δίνεται από την 
ισότητα:

(ΟA͡B) = 
πR 2μ
360

 .

Επίσης, επειδή ο κυκλικός δίσκος (O, R) είναι τομέας 2π rad 
με εμβαδόν πR 2, ένας τομέας α rad θα έχει εμβαδόν

πR 2

2π
 ∙ α =  1

2
 αR 2.

Επομένως, το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα ΟA͡B α rad και 
ακτίνας R δίνεται από την ισότητα

(ΟA͡B) = 
1
2

 αR 2

► �Κυκλικό τμήμα

Έστω ένας κύκλος (O, R) και μια χορδή του ΑΒ (σχ.20). 
Η ΑΒ χωρίζει τον κυκλικό δίσκο σε δύο μέρη που βρίσκο-
νται εκατέρωθεν αυτής. Καθένα από αυτά τα μέρη λέγεται 
κυκλικό τμήμα. Το εμβαδόν ε του κυκλικού τμήματος που 
περιέχεται στην κυρτή γωνία ΑÔΒ υπολογίζεται με τη βοή
θεια της ισότητας 

ε = (ΟA͡B) – (ΟΑΒ),
δηλαδή αφαιρώντας από το εμβαδόν του κυκλικού τομέα 
ΟA͡B το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ.

Ο

Α Β

Γ Δ

Σχήμα 19

Ο

εʹ

ε

μ

A B

Σχήμα 20

  εφαρμογη








 1
η Μηνίσκοι του Ιπποκράτη

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Â = 90°). Με διαμέτρους ΒΓ, ΑΒ και ΑΓ γρά-
φουμε ημικύκλια στο ημιεπίπεδο (ΒΓ, Α). Να αποδειχθεί ότι το άθροισμα των εμ-
βαδών των σχηματιζόμενων μηνίσκων είναι ίσο με το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.

(Μηνίσκος είναι το σχήμα που «περικλείεται» από δύο τόξα που έχουν κοινή χορδή 
και βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της).

Απόδειξη

Συμβολίζουμε με μ1, μ2 τα εμβαδά των σχηματιζόμενων μηνίσκων, τ1, τ2 τα εμβαδά 
των κυκλικών τμημάτων με χορδές ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, στο ημικύκλιο διαμέτρου 
ΒΓ. Έχουμε
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μ1 = (μ1 + τ1) – τ1 = 1
2

 π 




















ΑΒ
2

 2

 – τ1 = 1
8

 πΑΒ 2 – τ1  και

μ2 = (μ2 + τ2) – τ2 = 1
2

 π 




















ΑΓ
2

 2

 – τ2 = 1
8

 πΑΓ 2 – τ2 ,

από τις οποίες, χρησιμοποιώντας και τη σχέση 
ΑΒ 2 + ΑΓ 2 = ΒΓ 2 βρίσκουμε

μ1 + μ2 =  1
8

 π(ΑΒ 2 + ΑΓ 2) – (τ1 + τ2) =  

 =  1
8

 π(ΒΓ) 2 – (τ1 + τ2) =  1
2

 π 




















ΒΓ
2

 2

 – (τ1 + τ2) = (ΑΒΓ).

Α

Β Γ

μ1 τ1

τ2

μ2

Σχήμα 21

ΣΧΟΛΙΟ
Επειδή μ1 + μ2=(ΑΒΓ) και κάθε τρίγωνο τετραγωνίζεται, προκύπτει ότι το άθροισμα μ1 + μ2 τετραγωνίζεται. Οι 
μηνίσκοι αυτοί αποτελούν το πρώτο μη ευθύγραμμο σχήμα, το οποίο τετραγωνίσθηκε από τον Ιπποκράτη τον 
Χίο (γεννήθηκε περί το 470 π.Χ.). Ο Ιπποκράτης επίσης πέτυχε τον τετραγωνισμό και άλλων δύο περιπτώσεων 
μηνίσκων.

Δίνεται κύκλος (O, R) και δυο χορδές του ΑΒ = R 2  
και ΑΓ = R 3  (σχ.22). Να υπολογισθεί η περίμετρος 
και το εμβαδόν Ε του μικτόγραμμου τριγώνου ΑΒΓ, ως 
συνάρτηση του R.

Λύση

•	 Επειδή ΑΒ = R 2  και ΑΓ = R 3 , έχουμε αντίστοιχα 
ΑΒ = λ4 και ΑΓ = λ3, οπότε ΑÔΒ = 90° και ΑÔΓ = 120° 
και επομένως ΒÔΓ = 30°. Έτσι το μήκος l του τόξου 

B͡Γ είναι l =  πR ∙ 30
180

 =  πR
6

 . Άρα η περίμετρος S του μικτόγραμμου τριγώνου 
ΑΒΓ είναι

S R R R R= + + = + +2 3
6

2 3
6

π π( ).

•	 Για το εμβαδόν Ε έχουμε: Ε = (ΟA͡Γ) – (ΟAΓ) – τ1  (1), όπου τ1 το εμβαδόν του 
κυκλικού τμήματος με χορδή ΑΒ. Έχουμε:

(ΟA͡Γ) =  πR 2120
360

 = πR 2

3
 ,  ( )ΟΑΓ = = =

1
2

1
2

3
2

3
43 3

2

λ α R R R
  και

τ1 = (ΟA͡B) τ
π

λ α
π π

1

2

4 4

2 2 290
360

1
2 4

1
2

2 2
2 4 2

= − = − = − = −( ) ( ) ,Ο ΟΑΒAB R R R R R R


	 οπότε αντικαθιστώντας στην (1) βρίσκουμε ότι Ε =  R 2

12
 (π + 6 – 3 3 ).

   
 εφαρμογη








 2

η

τ1

α3

Α Β

Γ

Ο

Σχήμα 22
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 11.8 	Τ ετραγωνισμός κύκλου

Τετραγωνισμός κύκλου λέγεται η κατασκευή, με κανόνα 
και διαβήτη, ενός τετραγώνου ισοδύναμου με το δοσμένο 
κύκλο. Έστω R η ακτίνα ενός κύκλου και Ε το εμβαδόν του. 

Επειδή Ε =  1
2

 L ∙ R, όπου L το μήκος του κύκλου, προκύ-
πτει ότι ο κύκλος είναι ισοδύναμος με τρίγωνο, που έχει 
βάση L και ύψος R. Κάθε τρίγωνο όμως είναι ισοδύναμο με 
τετράγωνο. Επομένως ο τετραγωνισμός του κύκλου ανά-
γεται στην κατασκευή του L, αφού το R είναι ένα δοσμένο 
τμήμα. Επειδή όμως L = 2πR, η κατασκευή του ανάγεται 

στην κατασκευή τμήματος μήκους π (αφού για R =  1
2

 εί-
ναι L = π). Για να είναι η κατασκευή αυτή δυνατή, όπως 
έχει αποδειχθεί, θα έπρεπε ο π να είναι ρίζα πολυωνυμικής 
εξίσωσης με ακέραιους συντελεστές, δηλαδή αλγεβρικός 
αριθμός, βαθμού 2ν, όπου ν φυσικός. Όμως, ο Γερμανός Μα-
θηματικός Lindemann, το 1882, (ιστορικό σημείωμα, σελ. 
252) απέδειξε ότι ο π δεν είναι αλγεβρικός αριθμός αλλά 
υπερβατικός και επομένως δεν κατασκευάζεται γεωμετρικά. 
Αποδείχθηκε έτσι το αδύνατο της γεωμετρικής λύσης του 
προβλήματος του τετραγωνισμού του κύκλου.

Στο παρακάτω σχήμα, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισο-
σκελές, το Β∆Γ  ημικύκλιο διαμέτρου ΒΓ και το ΓΕΒ  τόξο του 
κύκλου (Α, ΑΒ). Να αποδείξετε ότι ο σχηματιζόμενος μηνίσκος 
τετραγωνίζεται.
(Απάντηση: (μ) = (ΑΒΓ))

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Α

Γ Δ

μ
Ε

Β
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  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Αντιστοιχίστε κάθε μέγεθος της στήλης Α 
με την τιμή του στη στήλη Β.

Α Β

Εμβαδόν κυκλικού δίσκου 
ακτίνας R

Εμβαδόν κυκλικού τομέα 
μ° (σε κύκλο ακτίνας R)

Εμβαδόν κυκλικού τομέα α 
rad (σε κύκλο ακτίνας R)

2πR 2

πR 2 μ
180

πR 2

1
2

 αR 2

πR 2 μ
360

2.	 Με βάση το παρακάτω σχήμα χαρακτη-
ρίστε ως σωστή (Σ) ή λάθος (Λ) καθεμιά 
από τις παρακάτω ισότητες και αιτιολογή-
στε την απάντησή σας.

Α

Β

Γ

Δ
Ο

μ
ε1

ε2

2μ

	i)	 (ΟA͡Β) = (OΓ͡Δ)	  Σ       Λ
	ii)	 (ΟB͡Γ) = (OΔ͡Α)	  Σ       Λ
	iii)	 (ΟB͡Γ) = 2(ΟA͡Β)	  Σ       Λ
	iν)	 (ΟΑΔ) = 2(OΑΒ)	  Σ       Λ
	ν)	 ε1 = ε2	  Σ       Λ
	νi)	 AB = λ6	  Σ       Λ

3.	 Στο παρακάτω σχήμα υπάρχουν δύο ομό-
κεντροι κύκλοι με ακτίνες ΟΕ = R και 
ΟΑ = 2R. Χαρακτηρίστε ως σωστή (Σ) ή 
λάθος (Λ) καθεμιά από τις παρακάτω ισό-
τητες και αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Α

Β

Γ

Δ

Η

ΘΟ

E

Z

	 i)	 lA͡B = lΓ͡Δ	  Σ       Λ
	 ii)	 lA͡B = lE͡Z	  Σ       Λ
	iii)	 lA͡B = 2lΓ͡Δ	  Σ       Λ
	 iν)	 (ΑΒΖΕ) = (ΓΔΘΗ)	  Σ       Λ

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Δίνεται κύκλος (O, R) και ισόπλευρο τρί-

γωνο εγγεγραμμένο σε αυτόν. Να βρεθεί 
το εμβαδόν του εγγεγραμμένου κύκλου του 
τριγώνου.

2.	 Δίνεται κύκλος (Κ) και τόξο του A͡B = 60o. 
Aν το τόξο A͡B έχει μήκος 4π cm, να βρεί-
τε το εμβαδόν του κύκλου (Κ).

3.	 Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς 
α. Γράφουμε τα τόξα των κύκλων (Α, α), 
(Β, α) και (Γ, α) που περιέχονται στις γω-
νίες Â, B̂ και Γ̂ αντίστοιχα. Να υπολογίσε-
τε ως συνάρτηση του α την περίμετρο και 
το εμβαδόν του καμπυλόγραμμου τριγώ-
νου ΑΒΓ.

4.	 Στο διπλανό 
σχήμα έχει 
σχεδιαστε ί 
ένα ημικύ-
κλιο διαμέ-
τρου ΑΒ = 
2R και εξω-
τερικά του τα 
ίσα ημικύκλια με διαμέτρους ΟΑ, ΑΔ, ΔΓ 
και ΓΒ. Αν (μ1),(μ2), (μ3) είναι τα εμβαδά 
των τριών σχηματιζόμενων μηνίσκων και 
(κ) το εμβαδόν του ημικυκλίου, να αποδεί-
ξετε ότι (μ1) + (μ2) + (μ3) + (κ) = (ΑΒΓΔ).

5.	 Τρεις ίσοι κύκλοι ακτίνας R εφάπτονται 
εξωτερικά ανά δύο στα σημεία Α, Β και 
Γ. Να βρείτε την περίμετρο και το εμβα-
δόν του καμπυλόγραμμου τριγώνου ΑΒΓ, 
ως συνάρτηση του R.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται κύκλος (O, R) και ακτίνα του ΟΑ. 

Στην προέκταση της ΟΑ προς το Α παίρ-
νουμε σημείο Β, ώστε ΟΑ = ΑΒ. Αν ΒΓ εί-
ναι το εφαπτόμενο τμήμα που άγεται από 
το Β προς τον κύκλο, να βρείτε την περί-
μετρο και το εμβαδόν του μικτόγραμμου 
τριγώνου ΑΒΓ.

Α Ο R Β

ΓΔ

μ1

μ2

κ

μ3
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2.	 Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ 
πλευράς α και τα τόξα B͡Δ 
και A͡Γ των κύκλων (Α, α) 
και (Δ, α) αντίστοιχα. Να 
βρεθεί το εμβαδόν του 
γραμμοσκιασμένου μέ-
ρους του τετραγώνου.

3.	 Δυο ίσοι κύκλοι ακτίνας R έχουν διάκε-
ντρο ίση με R 2. Να βρεθεί το εμβαδόν 
του κοινού τους μέρους.

4.	 Δίνεται ένα ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ και 
στο εσωτερικό του τα ημικύκλια διαμέ-
τρων ΑΓ και ΓΒ, όπου Γ σημείο της δια
μέτρου ΑΒ. Η κάθετος της ΑΒ στο Γ τέ-
μνει το αρχικό ημικύκλιο στο Δ. Να απο-
δείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που πε-
ρικλείεται μεταξύ των τριών ημικυκλίων 
(άρβηλος του Αρχιμήδη) είναι ίσο με το 
εμβαδόν του κύκλου διαμέτρου ΓΔ.

5.	 Δίνεται κύκλος (O, R) και τόξο του A͡B = 60 ο. 
Να βρεθεί το εμβαδόν του εγγεγραμμένου 
κύκλου στον κυκλικό  τομέα OA͡B.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύ-

κλο (O, R). Οι πλευρές ΑΒ και ΒΓ είναι 
αντίστοιχα πλευρές κανονικού εξαγώνου 

και ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραμμένου 
στον κύκλο. Να υπολογισθούν:

	 i)	 το μήκος της πλευράς ΑΓ,
	 ii)	 ο λόγος των εμβαδών του τριγώνου 

ΑΒΓ και του κύκλου (O, R)
	iii)	 το εμβαδόν των τριών κυκλικών τμη-

μάτων που ορίζονται από τις πλευ-
ρές του τριγώνου ΑΒΓ και περιέχο-
νται στις αντίστοιχες κυρτές γωνίες.

2.	 Δίνεται κύκλος (O, R). Με κέντρο τυχαίο 
σημείο του και ακτίνα την πλευρά του τε-
τραγώνου του εγγεγραμμένου σε αυτόν, 
γράφουμε κύκλο. Να βρεθεί το εμβαδόν 
του κοινού μέρους των δύο κυκλικών δί-
σκων.

3.	 Δύο ίσοι κύκλοι ακτίνας R έχουν διάκε-
ντρο ίση με R 3 . Να βρείτε, ως συνάρ-
τηση του R, το εμβαδόν του κοινού τους 
μέρους.

4.	 Δίνεται κύκλος (O, R) και μια διάμετρός 
του ΑΒ. Με κέντρο το μέσο Γ του ενός 
ημικυκλίου και ακτίνα ΓΑ γράφουμε κύ-
κλο, ο οποίος ορίζει με το άλλο ημικύκλιο 
τον μηνίσκο, έστω μ. Να αποδείξετε ότι το 
εμβαδόν του μ ισούται με το εμβαδόν του 
τριγώνου ΑΒΓ.

Α

Β Γ

Δ
  Γ

ΕΝ
ΙΚ

ΕΣ
 Α

ΣΚ
Η

ΣΕ
ΙΣ 1.	 Κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ είναι εγγεγραμ-

μένο σε κύκλο (Ο, R) και έστω Κ, Λ, Μ, Ν, 
Ρ, Σ τα μέσα των πλευρών του.

	 i)	 Να αποδείξετε ότι το ΚΛΜΝΡΣ είναι 
κανονικό εξάγωνο με κέντρο το Ο.

	 ii)	 Να αποδείξετε ότι

		  (ΚΛΜΝΡΣ) = 
3
4

 (ΑΒΓΔΕΖ).

	iii)	 Να βρεθεί, ως συνάρτηση του R, το 
μήκος του εγγεγραμμένου κύκλου στο 
ΚΛΜΝΡΣ.

2.	 Έστω κύκλος (O, R) και μία χορδή του 
ΑΒ = λν. Αν ο κύκλος (Ο, α4) τέμνει τις 
ακτίνες ΟΑ και ΟΒ στα Αʹ και Βʹ αντίστοι-
χα, να αποδείξετε ότι 

	 i)	 το εμβαδόν ε του μικτόγραμμου τε-
τραπλεύρου ΑΒΒʹΑʹ (με δύο πλευρές 

τόξα) ισούται με το εμβαδόν του κυ-
κλικού τομέα ΟA͡ʹBʹ και

	 ii)	 2νε = πR 2.
3.	 Με βάσεις τις πλευρές ενός ν-γώνου και 

στο εξωτερικό του κατασκευάζουμε ν ορ-
θογώνια με το ίδιο ύψος υ. Συνδέουμε τις 
εξωτερικές πλευρές τους με τόξα κύκλων 
που γράφουμε με κέντρα τις κορυφές και 
ακτίνα υ. Να βρεθεί το άθροισμα των εμ-
βαδών των ν κυκλικών τομέων που σχη-
ματίζονται.

4.	 Στο εσωτερικό τετραγώνου γράφουμε τέσ-
σερις ίσους κύκλους που εφάπτονται με-
ταξύ τους εξωτερικά και εφάπτονται των 
πλευρών του τετραγώνου. Να υπολογι-
σθεί, ως συνάρτηση της πλευράς α του τε-
τραγώνου το εμβαδόν του χωρίου που πε-
ρικλείεται από τους τέσσερις κύκλους.
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5.	 Στο κυκλικό οικόπεδο ακτίνας R = 40m, 
του παρακάτω σχήματος, το εγγεγραμμένο 
τετράγωνο έχει το μέγιστο δυνατό εμβαδόν 
και πρόκειται να πλακοστρωθεί. Στα τέσσε-
ρα κυκλικά τμήματα θα τοποθετηθούν ισά-
ριθμες κυκλικές γλάστρες με το μέγιστο δυ-
νατό εμβαδόν επίσης, ενώ το υπόλοιπο θα 
φυτευθεί με γκαζόν. Να βρεθεί το εμβαδόν:

	   i) του μέρους που θα πλακοστρωθεί, 
	  ii) �του μέρους που θα καλύπτουν οι γλά-

στρες, 
	 iii) του μέρους που θα φυτευθεί με γκαζόν.

6.	 Στο διπλανό σχήμα το 
τετράγωνο έχει πλευρά 
α = 50 m.

	 Να βρεθεί: i) το εμβα-
δόν του εγγεγραμμένου 
κύκλου, ii) το εμβαδόν καθενός από τους 
τέσσερις κύκλους που εφάπτονται εσωτε-
ρικά του τετραγώνου και εξωτερικά του 
εγγεγραμμένου κύκλου.

7.	 Να βρεθεί η μικρότερη γωνία που σχημα-
τίζουν οι προεκτάσεις των πλευρών ενός 
κανονικού δεκαπενταγώνου.

8.	 Θεωρούμε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ και 
σημείο της Γ. Μεταβλητή ημιευθεία Γx 
κάθετη στην ΑΒ τέμνει το ημικύκλιο στο 
σημείο Σ. Πάνω στη Γx παίρνουμε σημείο 
Μ, ώστε να ισχύει ΑΜ 2 = 2ΑΣ 2 και φέ-
ρουμε ευθεία κάθετη στην ΑΜ στο Μ, που 
τέμνει την προέκταση της ΑΒ στο Δ. Τότε

	 i)	 να αποδείξετε ότι ΑΔ = 2ΑΒ,
	 ii)	 να βρείτε το γεωμετρικό τόπο του ση-

μείου Μ, καθώς η ημιευθεία Γx μετα-
βάλλεται,

	iii)	 να αποδείξετε ότι το μήκος της γραμ-
μής που γράφει το Μ ισούται με το 
μήκος του ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ.

9.	 Δίνεται ημικύκλιο διαμέτρου ΒΟΓ = 2R, 
τυχαίο σημείο του Δ και το μέσο Α του τό-
ξου B͡Δ.

	 i)	 Αν ε1, ε2 είναι τα εμβαδά των κυ-
κλικών τμημάτων των χορδών ΑΓ, 
ΑΒ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
ε1 – ε2 = (OΓ͡Δ), όπου (OΓ͡Δ) το εμ-
βαδόν του κυκλικού τομέα (OΓ͡Δ).

	 ii)	 Να αποδείξετε ότι ο μέγιστος κύκλος 
που εγγράφεται στο κυκλικό τμήμα 
χορδής ΑΓ (δηλαδή βρίσκεται στο 
εσωτερικό του κυκλικού τμήματος 
και εφάπτεται στο τόξο και τη χορ-
δή), είναι αυτός που εφάπτεται στο 
μέσο της χορδής ΑΓ.

	iii)	 Έστω Ε1,Ε2 τα εμβαδά των μέγιστων 
κύκλων των εγγεγραμμένων στα κυ-
κλικά τμήματα χορδών ΑΓ, ΑΒ αντί-
στοιχα,

		  α) �Να αποδείξετε ότι E1 + E2 ≤  
πR 2

4
.

		  β) �Αν B͡Δ = 120°, να αποδείξετε ότι 

E1 + (7+4 3 )E2 =  
πR 2

8
.

10.	Δύο ίσοι κύκλοι με κέντρα Ο και Οʹ αντί-
στοιχα εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Φέ-
ρουμε δύο ακτίνες ΟΒ και ΟʹΒʹ παράλλη-
λες μεταξύ τους και στο ίδιο ημιεπίπεδο 
ως προς την ΟΟʹ. Κατασκευάζουμε εξω-
τερικά από τους δύο κύκλους το ημικύ-
κλιο διαμέτρου ΒΒʹ. Να αποδείξετε ότι:

	 i)	 (OA͡B) = (ΟB͡ʹAʹ) όπου Αʹ το αντιδια
μετρικό του Α στον Οʹ,

	 ii)	 (OA͡B) + (ΟʹA͡Bʹ) = (ΟʹA͡Αʹ),

	iii)	 (OA͡B) + (ΟʹA͡Bʹ) = (KB͡Bʹ), όπου Κ 
το μέσο του ΒΒʹ,

	 iv)	 το εμβαδόν ε του καμπυλόγραμμου 
σχήματος με πλευρές τα τόξα A͡B, 
B͡Bʹ και A͡Bʹ είναι ίσο με το εμβαδόν 
του παραλληλογράμμου ΟΒΒʹΟʹ. Αν 
τα Β, Βʹ κινούνται πάνω στους κύ-
κλους, ώστε οι ακτίνες ΟΒ και ΟʹΒʹ 
να διατηρούν τις αρχικές ιδιότητες, 
σε ποια θέση των Β, Βʹ το εμβαδόν ε 
γίνεται μέγιστο;
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Τα μη επιλύσιμα γεωμετρικά 
προβλήματα της αρχαιότητας

Τον 5ο αι. διατυπώθηκαν στην αρχαία Ελλάδα 
τρία προβλήματα που έμελλε να γίνουν πασίγνω-
στα. Πρόκειται για το πρόβλημα του διπλασια-
σμού του κύβου, της τριχοτόμησης γωνίας και 
του τετραγωνισμού του κύκλου. Η ιστορία των 
προβλημάτων αυτών είναι πολύ μεγάλη. Αρκεί 
να σκεφτεί κανείς ότι τα δύο πρώτα λύθηκαν 
στις αρχές μόνον του περασμένου αιώνα, ενώ το 
τρίτο στα τέλη του. Αποδείχθηκε ότι και τα τρία 
προβλήματα δεν είναι επιλύσιμα με τα μέσα που 
ορίζονται στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη, δηλαδή 
με κανόνα και διαβήτη. Η ιστορική σημασία αυ-
τών των προβλημάτων συνίσταται στο ότι ήταν 
οι πρώτες αποδείξεις μη επιλυσιμότητας στα 
μαθηματικά. Αποδείχθηκε ότι ορισμένες κατα-
σκευές ήταν αδύνατον να πραγματοποιηθούν με 
ορισμένα μέσα (τον κανόνα και το διαβήτη).

Ο διπλασιασμός του κύβου. Αν συμβολίσουμε 
με α την ακμή ενός κύβου, τότε το πρόβλημα 
του διπλασιασμού του κύβου συνίσταται στο να 
βρεθεί η ακμή κύβου που να έχει όγκο διπλάσιο 
από το δεδομένο κύβο, δηλαδή ζητείται να βρεθεί 
το μέγεθος x, για το οποίο να ισχύει x 3 = 2α 3. Η 
προέλευση του προβλήματος δεν είναι ιστορικά 
εξακριβωμένη. Σύμφωνα με έναν θρύλο που ανα-
φέρει ο Πλούταρχος, το πρόβλημα ετέθη σε ένα 
χρησμό που απαιτούσε από τους κατοίκους της 
Δήλου να διπλασιάσουν το βωμό του Απόλλωνα 
προκειμένου να σταματήσει η επιδημία που είχε 
εξαπλωθεί στο νησί. Γι’ αυτό ονομάζεται και Δή-
λιο πρόβλημα. Ο πρώτος που το μελέτησε ήταν ο 
Ιπποκράτης ο Χίος, που το ανήγαγε στην εύρεση 
δύο μέσων αναλόγων σε συνεχή αναλογία μετα-
ξύ δύο δοσμένων μεγεθών, δηλαδή στην εύρεση 

δύο μεγεθών x, y, τέτοιων, ώστε α
x

 =  x
y

 =  y
2a

. 

Αργότερα, ο Αρχύτας ο Ταραντίνος έδειξε ότι το 
μέγεθος x μπορεί να βρεθεί ως τομή, ενός κώνου, 
ενός κυλίνδρου και της επιφάνειας που λαμβά-
νεται από την περιστροφή μιας περιφέρειας περί 
την εφαπτομένη της, δηλ. της επιφάνειας «κρί-
κου» (torus) μηδενικού ανοίγματος. Η λύση του 
Αρχύτα αποδείκνυε την ύπαρξη δύο μέσων ανα-
λόγων μεταξύ δύο οιωνδήποτε μεγεθών, ωστόσο 

η μέθοδός του ξέφευγε από τα καθιερωμένα μέσα 
του κανόνα και του διαβήτη.
Οι μεταγενέστερες αναζητήσεις στράφηκαν στην 
εύρεση εναλλακτικών τρόπων κατασκευής των 
μέσων αναλόγων των δύο δεδομένων μεγεθών 
που απαιτούνται από την αναλογία του Ιπποκρά-
τη:

αy = x 2 και xy = α(2α) ή y 2 = (2α)x
H κατασκευή των συντεταγμένων του σημείου 
τομής των δύο αυτών γεωμετρικών τόπων δίνει 
τη λύση του προβλήματος. Όμως η μελέτη τέ-
τοιων τόπων δεν ήταν απλό πράγμα στην αρχαι-
ότητα. Πρώτα απ’ όλα έπρεπε να αποδειχθεί ότι 
οι τόποι αυτοί ήταν συνεχείς καμπύλες, προκει-
μένου να μιλήσουμε για σημείο τομής. Μόνον ο 
Μέναιχμος (δεύτερο ήμισυ του 4ου αι.) μπόρεσε 
να παραστήσει τους τόπους αυτούς ως επίπεδες 
τομές κώνων εκ περιστροφής. Είναι πιθανό ο 
στερεομετρικός αυτός προσδιορισμός του σημεί-
ου τομής, όπως και στην περίπτωση του Αρχύτα, 
να έπαιζε ρόλο απόδειξης της ύπαρξης και της 
συνέχειας των υπό μελέτη γεωμετρικών τόπων. 
Οι αρχαίοι Έλληνες αντιμετώπισαν το πρόβλη-
μα του διπλασιασμού του κύβου από διάφορες 
σκοπιές. Ο Ευτόκιος αναφέρει περί τις 12 προτει-
νόμενες λύσεις. Από τις λύσεις αυτές ορισμένες 
είναι μηχανικές, όπως π.χ. του Ερατοσθένη (3ος 
αι. π.Χ.) που πραγματοποιείται με τη βοήθεια 
ενός μηχανικού οργάνου, του «μεσολάβου», ή 
η λύση που αποδίδεται στον Πλάτωνα. Άλλες 
πάλι γίνονται με την εισαγωγή νέων καμπυλών, 
όπως οι λύσεις του Διοκλή και του Νικομήδη, 
που πραγματοποιούνται με τη βοήθεια των φε-
ρώνυμων καμπυλών. Πάντως μέχρι την εποχή 
του Ευκλείδη (τέλη του 4ου αι.) πρέπει να είχε 
εδραιωθεί η πεποίθηση ότι το πρόβλημα του δι-
πλασιασμού του κύβου δεν είναι επιλύσιμο με 
κανόνα και διαβήτη. Η πρώτη προσπάθεια να 
αποδειχθεί η μη επιλυσιμότητα της ειδικής περί-
πτωσης κυβικής εξίσωσης x 3 + 2x 2 + 10x = 20, 
με τη βοήθεια των τετραγωνικών αρρήτων του 
Βιβλίου Χ των «Στοιχείων» του Ευκλείδη, έγι-
νε από το Λεονάρδο της Πίζας. Μετά από αυτόν 
πέρασαν τετρακόσια περίπου χρόνια μέχρι που 
ο Ντεκάρτ να διατυπώσει το γενικό κριτήριο 
επιλυσιμότητας μιας κυβικής εξίσωσης: οι ρίζες 
μιας κυβικής εξίσωσης με ρητούς συντελεστές 
μπορούν να κατασκευασθούν με κανόνα και 
διαβήτη, όταν η εξίσωση είναι αναγώγιμη, δη-
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Σχήμα 1

λαδή έχει τουλάχιστον μία ρητή ρίζα (ο Ντεκάρτ 
υπέθετε ότι όλες οι ρίζες είναι πραγματικές). Το 
1637 διατύπωσε την υπόθεση ότι η κατασκευή 
τμήματος ίσου με 23 ,  δηλαδή της λύσης της 
εξίσωσης x 3 = 2α 3 για α = 1, δεν είναι δυνατή με 
κανόνα και διαβήτη. Όμως τη μη επιλυσιμότητα 
του προβλήματος του διπλασιασμού του κύβου 
με κανόνα και διαβήτη απέδειξε το 1837 ο Π. 
Βάντσελ (Pierre Laurent Wantzell, 1814-1848).
Η τριχοτόμηση γωνίας. Στο πρόβλημα αυτό ζη-
τείται να διαιρεθεί μια γωνία σε τρία ίσα μέρη. 
Συνυφασμένες με τη λύση του προβλήματος 
αυτού είναι η εφαρμογή από τον Αρχιμήδη της 
μεθόδου της νεύσης και η εισαγωγή μιας νέας 
καμπύλης, της τετραγωνίζουσας. Η μέθοδος της 
νεύσης συνίσταται στην τοποθέτηση ενός ευθύ-
γραμμου τμήματος ορισμένου μήκους μεταξύ 
δύο δεδομένων γραμμών έτσι, ώστε τα άκρα του 
ευθύγραμμου τμήματος να βρίσκονται πάνω στις 
γραμμές και το ίδιο το τμήμα ή η προέκτασή του 
να διέρχεται από δεδομένο σημείο. 
Οι δεδομένες γραμμές που εξέταζαν οι αρχαίοι 
γεωμέτρες ήταν συνήθως η ευθεία και η περιφέ-
ρεια. Ωστόσο, αν ένα πρόβλημα λύνεται με τη 
μέθοδο της νεύσης, τότε η φύση του προβλήμα-
τος παραμένει ασαφής. Αν το ευθύγραμμο τμήμα 
κινείται έτσι ώστε το ένα άκρο του να βρίσκεται 
στη μία από τις δεδομένες γραμμές, ενώ η προ-
έκτασή του διέρχεται από το δεδομένο σημείο, 
τότε το δεύτερο άκρο θα γράψει καμπύλη (Κ). H 
εφαρμογή της μεθόδου της νεύσης ισοδυναμεί 
με την εύρεση του σημείου τομής της καμπύλης 
(Κ) με τη δεύτερη δεδομένη γραμμή. Όμως η 
μέθοδος της νεύσης δεν δίνει καμιά πληροφορία 
για τη φύση της καμπύλης (Κ), η οποία μπορεί 
να είναι απλή, ή αρκετά πολύπλοκη. Ίσως για το 
λόγο αυτό οι αρχαίοι γεωμέτρες απέφευγαν τη 
μέθοδο αυτή. 

Ε φ φ
2φ

2φ

3φ
Δ

Ζ

Β

Γ

Α

Η τριχοτόμηση γωνίας με τη μέθοδο της νεύ-
σης γίνεται ως εξής: Έστω η γωνία ΑB̂Γ = 3φ 
(σχ.1) που πρέπει να διαιρεθεί σε τρία ίσα μέρη. 
Γράφουμε κύκλο κέντρου Β, και προεκτείνου-
με την AB προς την άλλη μεριά από το κέντρο 

Β. Μεταξύ της ευθείας BE και του κύκλου το-
ποθετούμε το τμήμα EZ μήκους R, έτσι ώστε 
η προέκτασή του να διέρχεται από το σημείο Γ 
(το σημείο τομής της πλευράς ΒΓ με τον κύκλο). 
Τότε ΖÊΔ = 1/3 ΓB̂Α.

Τον 5ο αι. π.Χ. ο Ιπ-
πίας ο Ηλείος εισή-
γαγε με κινηματικό 
ορισμό μία νέα κα-
μπύλη, την οποία ο 
Λάιμπνιτς ονόμασε 
αργότερα τετραγω-
νίζουσα. Έστω ότι τα 
τμήματα ΟΑ και ΑΒ 
(Σχ. 2) αρχίζουν να 
κινούνται ταυτόχρονα, ώστε το ΟΑ να περιστρέ-
φεται περί το Ο ομοιόμορφα κατά τη φορά των 
δεικτών του ωρολογίου και το ΑΒ να κατέρχεται 
ομοιόμορφα παραμένοντας παράλληλο προς τον 
εαυτό του, μέχρις ότου τα δύο τμήματα να κατα-
λήξουν στη θέση ΟΓ ταυτόχρονα. Ο γεωμετρικός 
τόπος των σημείων τομής M των δύο τμημάτων 
γράφει την τετραγωνίζουσα. Από τον ορισμό της 
καμπύλης προκύπτει άμεσα ότι οι τεταγμένες της 
καμπύλης είναι ανάλογες των αντίστοιχων γωνι-
ών y:y1 = φ:φ1. Με τη βοήθεια της ίδιας καμπύ-
λης μπορεί να λυθεί και το πρόβλημα του τετρα-
γωνισμού του κύκλου. Τον 10ο αι. ο Θαμπίτ Ιμπν 
Κούρρα στην πραγματεία του «Διαίρεση της 
ορθής γωνίας σε τρία ίσα μέρη», ακολουθώντας 
την παράδοση του Αρχιμήδη, ανάγει το πρόβλη-
μα σε κατασκευή με τη βοήθεια της νεύσης. Στη 
μεσαιωνική Αραβική γραμματεία επιχειρείται 
η σύνδεση του προβλήματος της τριχοτόμησης 
γωνίας με την άλγεβρα και την τριγωνομετρία. 
Το 15ο αι. ο αλ-Κασί στην απολεσθείσα «Πραγ-
ματεία περί χορδής και ημίτονου» προτείνει μια 
πρωτότυπη αναδρομική μέθοδο για τη λύση της 
εξίσωσης της τριχοτόμησης γωνίας, δηλ. της κυ-
βικής εξίσωσης της μορφής x 3 + q = px, όπου 
x = ημφ, p = 3/4, q = (1/4)ημ3φ. Η μέθοδος του 
αλ-Κασί μας είναι γνωστή από την «Πραγμα-
τεία» του αλ-Ρουμί (14ος-15ος αι.) και τα σχόλια 
του Μιρίτ Τσελεμπί στους αστρονομικούς πίνα-
κες του Ούλουγκμπεκ. 

Στα τέλη του 16ου αι. ο Φ. Βιέτ στο «Συμπλήρω-
μα της Γεωμετρίας» απέδειξε ότι η λύση οποιασ-
δήποτε κυβικής εξίσωσης οδηγεί είτε σε νεύση 
είτε σε τριχοτόμηση γωνίας, και με τη βοήθεια 
τριγωνομετρικών μέσων βρήκε τη λύση της κυ-

Σχήμα 2

A

Γ

Β

M

O
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βικής εξίσωσης στη λεγόμενη «μη αναγώγιμη» 
περίπτωση (ο όρος αυτός εισήχθηκε από τον 
Καρντάνο για να υποδηλώσει την περίπτωση που 
η κυβική εξίσωση έχει τρεις πραγματικές λύσεις 
που εμφανίζονται ως άθροισμα ή διαφορά των 
αριθμών που σήμερα ονομάζουμε μιγαδικούς). 
Ο Βιέτ γνώριζε επίσης τις αλγεβρικές εξισώσεις 
που αντιστοιχούν στη διαίρεση γωνίας όχι μόνο 
σε τρία, αλλά και σε πέντε ή επτά ίσα μέρη. 
Πρώτος ο Ντεκάρτ το 1637 εξέφρασε τη γνώ-
μη ότι ο κανόνας και ο διαβήτης είναι ανεπαρκή 
για τη λύση του προβλήματος αυτού στη γενική 
περίπτωση. Όμως ολοκληρωμένη απόδειξη της 
υπόθεσης του Ντεκάρτ δόθηκε μόνον το 1837 
από τον Π. Βάντσελ.
Ο τετραγωνισμός του κύκλου. Το πρόβλημα 
του τετραγωνισμού του κύκλου συνίσταται στην 
κατασκευή τετραγώνου ισοδύναμου με δεδομέ-
νο κύκλο. Αν το πρόβλημα του διπλασιασμού 
του κύβου και της τριχοτόμησης γωνίας ανάγε-
ται σε πρόβλημα λύσης κυβικής εξίσωσης, το 
πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου ανά-
γεται στην κατασκευή ενός τμήματος ίσου με 
π. Ο Ιπποκράτης ο Χίος προσπάθησε να λύσει 
το πρόβλημα αυτό με τον τετραγωνισμό μηνί-
σκων. Ο Ιπποκράτης βρήκε τρία είδη τέτοιων 
μηνίσκων. Ένας από αυτούς είναι ο μηνίσκος 
που περικλείεται από το τεταρτοκύκλιο BA͡Γ και 
του ημικυκλίου με διάμετρο τη χορδή ΑΓ (σχ.3). 
Το εμβαδόν του μηνίσκου αυτού είναι ίσο με το 
εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. Η ιστορία των μηνί-
σκων είναι αρκετά μεγάλη. Το 1840 ο Κλάουζεν 
βρήκε άλλους δύο μηνίσκους, αλλά το 1930-40 
οι Ρώσοι μαθηματικοί Ν.Γ. Τσεμποταριόφ και 

ο Α.Β. Ντοροντνόφ, 
χρησιμοποιώντας με-
θόδους της θεωρίας 
Γκαλουά, απέδειξαν 
ότι υπάρχουν πέντε 
είδη μηνίσκων αλλά 
κανένας δεν τετραγω-
νίζει τον κύκλο.

Ο τετραγωνισμός του κύκλου είναι συνυφα-
σμένος με την αριθμητική φύση του αριθμού 
π. Βασιζόμενος στη θεωρία των αναλογιών του 
Ευδόξου και κάνοντας χρήση της μεθόδου της 
εξάντλησης ο Αρχιμήδης στο έργο του «Κύκλου 
μέτρηση» αποδεικνύει ότι το εμβαδόν κύκλου 
είναι ισοδύναμο με το εμβαδόν ορθογώνιου τρι-
γώνου, η μία κάθετος του οποίου είναι η ακτίνα 
της περιφέρειας και η άλλη το μήκος της περι-
φέρειας. Αυτό δίνει τη δυνατότητα να αναχθεί 
το πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου 
στην εύρεση του μήκους της περιφέρειας. Στα 
τέλη του 18ου αι. ο Ι. Λάμπερτ και ο Α. Λεζά-
ντρ απέδειξαν ότι ο π είναι άρρητος. Μόλις το 
1882 ο Λίντεμαν (K.L.F. von Lindemann) και ο 
Σ. Ερμίτ (Charles Hermite, 1822-1901) απέδει-
ξαν ότι ο αριθμός π είναι υπερβατικός, δηλ. δεν 
ικανοποιεί καμιά αλγεβρική εξίσωση με ακέραι-
ους συντελεστές. Κατά συνέπεια, το πρόβλημα 
του τετραγωνισμού του κύκλου δεν μπορεί να 
αναχθεί σε αλγεβρική εξίσωση. Το θεώρημα του 
Λίντεμαν αποδεικνύει τη μη επιλυσιμότητα του 
προβλήματος του τετραγωνισμού του κύκλου με 
κανόνα και διαβήτη.

Σχήμα 3

Α

Γ

R Β
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ανακεφαλαιωτικο

















 διαγραμμα








 μετρηση κυκλου

Όλες οι πλευρές και οι γωνίες του ίσες.

Εγγράψιμο και περιγράψιμο σε κύκλο

Κανονικά πολύγωνα με το ίδιο πλήθος πλευρών είναι όμοια

Κανονικά 
πολύγωνα

α 2
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Μήκος κύκλου:  L = 2πR

Μήκος τόξου: l = πRμ
180

 = αR

Εμβαδόν κυκλικού δίσκου:  Ε = πR 2

Εμβαδόν κυκλικού τομέα: (ΟA͡Β) = πR 2μ
360

 =  1
2

 αR 2

Κύκλος
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«Διαλογιζόμενος 
Δάσκαλος»  

Μ. Γκατζώνης
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12
Ευθείες και επίπεδα στο χώρο
Στο κεφάλαιο αυτό δίνονται βασικοί ορισμοί και αξιώματα που διέπουν τη γεωμετρία του 
χώρου και μελετώνται βασικές σχέσεις μεταξύ των θεμελιωδών στοιχείων του χώρου.

Maurits Cornelis Escher 
(Ολλανδός, 1898 - 1972), 
«Κυβική διαίρεση χώρου».
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 12.1 	Ε ισαγωγή

Ο γεωμετρικός χώρος έχει τρεις διαστάσεις, μήκος, πλάτος 
και ύψος και εκτείνεται απεριόριστα σε κάθε κατεύθυνση, 
ενώ το επίπεδο, που μελετήσαμε έως τώρα, έχει δύο διαστά-
σεις. Ο χώρος περιλαμβάνει θεμελιώδη γεωμετρικά στοιχεία 
–σημεία, ευθείες, επίπεδα– αλλά και πιο πολύπλοκα σχή-
ματα, τα οποία σχηματίζονται από αυτά ή τμήματα αυτών 
και λέγονται στερεά σχήματα για να αντιδιαστέλλονται από 
τα επίπεδα σχήματα (σχ.1). Ένα στερεό γεωμετρικό σχήμα 
μπορεί να είναι πεπερασμένο ή απεριόριστο, να καταλαμ-
βάνει όγκο ή όχι (σχ.2) και να σχηματίζεται από τμήματα 
ευθειών και επιπέδων ή να είναι ακόμα πιο περίπλοκο. Στα 
επόμενα κεφάλαια θα μελετήσουμε σχήματα του χώρου και 
τις ιδιότητές τους. Το σύνολο αυτών των ιδιοτήτων λέγεται 
Γεωμετρία του Χώρου ή Στερεομετρία. Τα σχήματα του 
χώρου παριστάνονται στο χαρτί για να υποβοηθείται η φα-
ντασία μας. Έτσι, το επίπεδο, ως απεριόριστη επιφάνεια, 
ενώ δεν μπορεί να χωρέσει στην επιφάνεια του χαρτιού, 
παριστάνεται με ένα παραλληλόγραμμο, δηλαδή με ένα πε-
περασμένο τμήμα του και το ονομάζουμε με ένα από τα 
τελευταία μικρά γράμματα του αλφαβήτου, π.χ. π, σ, τ, κτλ. 
(με δείκτες ή τόνους ενδεχομένως), που σημειώνεται σε μία 
από τις γωνίες του παραλληλογράμμου.

Επειδή το επίπεδο είναι υποσύνολο του χώρου, στα αξιώ-
ματα του χώρου περιλαμβάνονται τα αξιώματα της γεωμε-
τρίας του επιπέδου και επομένως, οι προτάσεις που ισχύουν 
στο επίπεδο ισχύουν σε κάθε επίπεδο του χώρου. Πολλές 
ιδιότητες του χώρου προκύπτουν, αν θεωρήσουμε το χώρο 
ως επέκταση του επιπέδου κατά μία διάσταση. Για παρά-
δειγμα, η πρόταση: «στο επίπεδο υπάρχουν άπειρες ευθείες 
που διέρχονται από ένα σημείο» επεκτείνεται στην πρόταση: 
«στο χώρο υπάρχουν άπειρα επίπεδα που διέρχονται από μία 
ευθεία». Αυτό γίνεται άμεσα φανερό αν θεωρήσουμε σε ένα 
επίπεδο (σχ.3) ευθείες που διέρχονται από το ίδιο σημείο και 
μετακινηθεί το επίπεδο «παράλληλα στον εαυτό του». Τότε, 
οι ευθείες γράφουν επίπεδα διερχόμενα από την ευθεία που 
γράφει το κοινό σημείο των ευθειών κατά τη μετακίνηση.

Η πλήρης κατανόηση, όμως, της υφής των γεωμετρικών στοι-
χείων, οι ιδιότητες και οι σχέσεις μεταξύ τους προκύπτουν 
έμμεσα, από τις προτάσεις που αποδεικνύονται στα επόμενα. 

Στο σχ.4 παριστάνεται ένα επίπεδο που συμβολίζεται με το 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ
Η ονομασία ενός επιπέδου με το 
γράμμα π δεν προκαλεί σύγχυση 
γιατί από το κείμενο γίνεται φα-
νερό ότι αναφερόμαστε σε επί-
πεδο και όχι στον αριθμό π. Ο 
αριθμός π συνήθως εμφανίζεται 
σε σχέσεις.

Σχήμα 1

A

ε
Γ B

ξ

σ

Σχήμα 2

π

Οʹ

α β γΟ

Σχήμα 3

A ε

σ

Σχήμα 4
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γράμμα σ και πάνω σε αυτό ένα σημείο Α και μία ευθεία ε. 
Αν και βλέπουμε ένα πεπερασμένο σχήμα, θα θεωρούμε το 
επίπεδο ως απεριόριστη επιφάνεια.
Οι γεωμετρικές κατασκευές στο χώρο έχουν διαφορετική 
έννοια από αυτήν των κατασκευών στο επίπεδο. Εδώ δεν εν-
νοούμε μόνο τις κατασκευές γεωμετρικών σχημάτων με τη 
βοήθεια του κανόνα και του διαβήτη, αλλά και τον προσδιο-
ρισμό των σημείων του χώρου ως τομή γνωστών σχημάτων, 
π.χ. τομή δύο ευθειών ή τριών επιπέδων, τον προσδιορισμό 
μιας ευθείας από δύο γνωστά σημεία ή ως τομή δύο γνω-
στών επιπέδων και τον καθορισμό ενός επιπέδου από δύο 
τεμνόμενες ευθείες ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο μπορεί 
να προσδιορισθεί ένα επίπεδο. Δηλαδή, μια κατασκευή στο 
χώρο είναι νοητή διαδικασία.

Σχετικές θέσεις ευθειών και επιπέδων στο χώρο

 12.2 	� Η έννοια του επιπέδου  
και ο καθορισμός του

Μία πρωταρχική απαίτηση, η οποία καθορίζει τη θέση και 
την ύπαρξη ενός επιπέδου στο γεωμετρικό χώρο, είναι το 
εξής αξίωμα:

 Αξίωμα Ι

Τρία σημεία που δεν είναι συνευθειακά ορίζουν ένα μο-
ναδικό επίπεδο.
Αν Α, Β και Γ είναι τρία μη συνευθειακά σημεία, τότε αυτά 
ορίζουν μοναδικό επίπεδο (σχ.5) και θα το συμβολίζουμε 
με (Α, Β, Γ).
Δεχόμαστε επίσης τα επόμενα αξιώματα.

 Αξίωμα ΙΙ

Σε κάθε επίπεδο υπάρχουν τουλάχιστον τρία σημεία μη 
συνευθειακά.

 Αξίωμα ΙΙΙ

Υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο που δεν ανήκει σε δε-
δομένο επίπεδο.
Τα σημεία και γενικότερα τα σχήματα που ανήκουν στο ίδιο 
επίπεδο λέγονται συνεπίπεδα.

A

Β
Γ

Σχήμα 5
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 Αξίωμα ΙV

Δύο σημεία ενός επιπέδου ορίζουν ευθεία, τα σημεία της 
οποίας ανήκουν στο επίπεδο.
Άλλοι τρόποι για τον καθορισμό της θέσης ενός επιπέδου 
στο χώρο δίνονται από τις ακόλουθες προτάσεις:

Πρόταση Ι

Μία ευθεία και ένα σημείο, που δεν ανήκει στην ευθεία, 
ορίζουν ένα επίπεδο, στο οποίο ανήκουν το σημείο και η 
ευθεία.

 Απόδειξη

Αν Β και Γ είναι δύο διαφορετικά σημεία στη δοσμένη ευθεία 
ε (σχ.6), τότε τα σημεία Α, Β και Γ, ως μη συνευθειακά, ορί-
ζουν ένα επίπεδο (Α, Β, Γ) στο οποίο ανήκουν το σημείο Α 
και η ευθεία ΒΓ, αφού δύο σημεία της ευθείας ανήκουν στο 
επίπεδο. Το επίπεδο αυτό είναι ανεξάρτητο από το ζεύγος των 
σημείων Β και Γ που επιλέξαμε πάνω στην ευθεία ε, διότι αν 
Βʹ και Γʹ είναι δύο άλλα σημεία της ε, τότε το επίπεδο (Α, Βʹ, 
Γʹ) περιέχει την ευθεία ε, άρα και τα σημεία Β και Γ.
Το επίπεδο που ορίζεται από το σημείο Α και την ευθεία ε, 
που δεν περιέχει το Α, συμβολίζεται με (ε, Α).

Πρόταση ΙΙ

Δύο τεμνόμενες ευθείες ορίζουν ένα επίπεδο στο οποίο 
ανήκουν.

 Απόδειξη

Έστω Α το κοινό σημείο των δύο τεμνόμενων ευθειών ε και 
εʹ (σχ.7) και Β, Γ σημεία των ευθειών ε και εʹ αντίστοιχα. 
Τότε, τα σημεία Α, Β και Γ ορίζουν ένα επίπεδο, στο οποίο 
ανήκουν οι ευθείες ε και εʹ. Το επίπεδο αυτό δεν εξαρτάται 
από τα σημεία Β και Γ, διότι αν επιλέξουμε δύο άλλα ση-
μεία, τα Βʹ και Γʹ των ευθειών ε και εʹ αντίστοιχα, το επίπεδο 
(Α, Βʹ Γʹ) περιέχει τις ευθείες ε και εʹ, άρα και τα σημεία Β 
και Γ. Επομένως, το επίπεδο που ορίζεται από δύο τεμνόμε-
νες ευθείες είναι μοναδικό. 

Το επίπεδο που ορίζεται από τις τεμνόμενες ευθείες ε 
και εʹ συμβολίζεται με (ε, εʹ).

Επαναλαμβάνουμε εδώ τον ορισμό των παράλληλων ευθει-
ών, που συναντήσαμε στη γεωμετρία του επιπέδου.

AΒ
Γ

Bʹ

Γʹ
ε

Σχήμα 6

A
Β

Γ

ΓʹΒʹ

εεʹ

Σχήμα 7
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Ορισμός

Δυο ευθείες λέγονται παράλληλες όταν είναι συνεπί-
πεδες και δεν τέμνονται (σχ.8).

Άμεση συνέπεια του ορισμού είναι το ακόλουθο πόρισμα:

Δύο παράλληλες ευθείες ορίζουν ένα επίπεδο, στο οποίο
ανήκουν.

ΠΟΡΙΣΜΑ

ε εʹ

Σχήμα 8

Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Τι επιφάνεια παράγει μία ευθεία που ολι-

σθαίνει:
	 i)	 σε δύο παράλληλες ευθείες και
	 ii)	 σε δύο τεμνόμενες ευθείες, εκτός του 

κοινού τους σημείου; Γιατί εξαιρού-
με το κοινό σημείο;

2.	 Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των ευ-
θειών που ορίζονται από δύο διαφορετικά 
σημεία ενός κύκλου;

3.	 Δίνονται δύο τεμνόμενες ευθείες ε και εʹ 
και σημείο Α εκτός αυτών. Πώς θα ελέγ-
ξουμε αν το σημείο Α είναι σημείο του 
επιπέδου (ε, εʹ), όπου ε και εʹ δύο τεμνό-
μενες ευθείες;

4.	 Τι επιφάνεια παράγει μία ευθεία που δι-
έρχεται από γνωστό σημείο Α και τέμνει 
ευθεία ε, που δεν περιέχει το σημείο Α.

5.	 Πόσα επίπεδα ορίζουν τρία σημεία που 
βρίσκονται στην ίδια ευθεία;

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση




 12.3 	� Σχετικές θέσεις ευθειών και επιπέδων

► �Σχετικές θέσεις δύο επιπέδων

 Αξίωμα V

Κάθε επίπεδο χωρίζει τα σημεία του χώρου, που δεν ανή-
κουν σε αυτό, σε δύο περιοχές ξένες μεταξύ τους.

Όπως είναι γνωστό, ένα επίπεδο χωρίζεται από μία ευθεία 
του σε δύο ημιεπίπεδα που έχουν ως τομή την ευθεία αυτή. 
Κατ’ αναλογία, ο χώρος χωρίζεται από ένα επίπεδο, που λέ-Σχήμα 9

Π1

π

Π2

A
B

ΓΔ

Μία ευθεία ανήκει σε ένα επίπεδο, αν και μόνο αν δύο σημεία της ανήκουν στο επίπεδο.
Ένα επίπεδο θεωρείται δεδομένο, όταν δίνονται:
•	 τρία σημεία που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία ή
•	 μία ευθεία και ένα σημείο που δεν ανήκει σʹ αυτήν ή
•	 δύο τεμνόμενες ευθείες ή
•	 δύο παράλληλες ευθείες.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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γεται αρχικό επίπεδο (σχ.9), σε δύο ημιχώρους Π1, Π2 που 
έχουν ως τομή το επίπεδο αυτό. Κάθε δύο σημεία που δεν 
ανήκουν στο π και βρίσκονται στον ίδιο ημιχώρο ορίζουν 
ευθύγραμμο τμήμα που βρίσκεται εξ ολοκλήρου σε αυτόν 
τον ημιχώρο, π.χ. το τμήμα ΑΒ (σχ.9). Αν ένα σημείο ανήκει 
στον έναν ημιχώρο και το άλλο σημείο στον άλλο, τότε το 
ευθύγραμμο τμήμα που ορίζουν τα δύο αυτά σημεία τέμνει 
το αρχικό επίπεδο σε ένα σημείο μεταξύ των άκρων του, π.χ. 
το ΑΓ τέμνει το π στο Δ (σχ.9).

 Αξίωμα VI

Αν δυο διακεκριμένα επίπεδα έχουν ένα κοινό σημείο, 
τότε τέμνονται σε μία ευθεία, που περιέχει το σημείο.

Ορισμός Ι

Δυο επίπεδα που δεν τέμνονται λέγονται παράλληλα.

Το αξίωμα VI μας βεβαιώνει ότι δύο επίπεδα δεν μπορεί να 
έχουν ένα μόνο κοινό σημείο. Αν έχουν ένα κοινό σημείο 
θα έχουν μία ευθεία κοινή που θα διέρχεται από το σημείο 
αυτό. Όπως θα δούμε στην επόμενη παράγραφο υπάρχουν 
επίπεδα που δεν έχουν κοινό σημείο. Άρα, δύο διαφορετικά 
επίπεδα είτε τέμνονται σε μία ευθεία είτε είναι παράλληλα.

► �Σχετικές θέσεις ευθείας και επιπέδου

Γνωρίζουμε ήδη από το αξίωμα IV ότι, αν μία ευθεία έχει 
δύο κοινά σημεία με ένα επίπεδο, τότε η ευθεία ανήκει στο 
επίπεδο. Επίσης, αν θεωρήσουμε δύο σημεία Α και Β του 
χώρου που βρίσκονται εκατέρωθεν ενός επιπέδου π (σχ.10), 
η ευθεία ΑΒ τέμνει το π σε ένα μόνο σημείο Μ μεταξύ των 
Α και Β. Διότι αν το έτεμνε σε δύο σημεία, τότε η ευθεία 
θα ανήκε στο επίπεδο. Δηλαδή, υπάρχουν ευθείες του χώ-
ρου που έχουν ένα μόνο κοινό σημείο με κάποιο επίπεδο. 
Το σημείο αυτό λέγεται σημείο τομής της ευθείας και του 
επιπέδου ή ίχνος της ευθείας στο επίπεδο.
Τέλος, όπως θα δούμε παρακάτω, υπάρχουν ευθείες που δεν 
έχουν κοινό σημείο με κάποιο επίπεδο. Για τις ευθείες αυτές 
έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός ΙΙ

Μία ευθεία λέγεται παράλληλη σε ένα επίπεδο, αν η 
ευθεία και το επίπεδο δεν έχουν κοινό σημείο.

π

Μ

Α

Β

Σχήμα 10
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Τότε και το επίπεδο (σχ.11) λέγεται ότι είναι παράλληλο 
στην ευθεία.
Την παραλληλία ευθείας ε και επιπέδου π τη συμβο-
λίζουμε με ε//π.

► �Σχετικές θέσεις δύο ευθειών

Γνωρίζουμε ήδη ότι δύο ευθείες του χώρου μπορεί να είναι 
παράλληλες ή τεμνόμενες. Στην παράγραφο αυτή αποδει-
κνύεται ότι υπάρχουν ζεύγη ευθειών που δεν τέμνονται, ενώ 
δεν είναι παράλληλες.

Αν μία ευθεία ε ανήκει σε ένα επίπεδο π και ευθεία εʹ 
τέμνει το π στο σημείο Η εκτός της ε, τότε δεν υπάρχει 
επίπεδο που να περιέχει τις ευθείες ε και εʹ.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Έστω ότι υπάρχει επίπεδο που περιέχει τις ευθείες ε και εʹ, 
(σχ.12), δηλαδή περιέχει όλα τα σημεία της ε και όλα τα 
σημεία της εʹ. Αν Α και Β είναι δύο διαφορετικά σημεία της 
ευθείας ε και Η, Ηʹ δύο διαφορετικά σημεία της ευθείας εʹ, 
τα επίπεδα (Α, Β, Η) και (Α, Β, Ηʹ) θα ταυτίζονταν με το 
επίπεδο π. Τότε όμως η ευθεία εʹ θα είχε δύο κοινά σημεία 
με το π, τα Η και Ηʹ, που είναι άτοπο.
Δηλαδή, υπάρχουν ζεύγη ευθειών του χώρου που δεν ανή-
κουν στο ίδιο επίπεδο. Για τις ευθείες αυτές δίνουμε τον 
ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός ΙIΙ

Δύο ευθείες λέγονται ασύμβατες, αν δεν υπάρχει επί-
πεδο που να περιέχει και τις δύο.

Επομένως, δύο διαφορετικές ευθείες του χώρου μπορεί να 
είναι παράλληλες, τεμνόμενες ή ασύμβατες (σχ.13).

π

ε

Σχήμα 11

π
Ηʹ

Α

Β Η

ε

εʹ

Σχήμα 12

ε

εʹ

ε

εʹ

ε

εʹ

παράλληλες

τεμνόμενες

ασύμβατες

Σχήμα 13

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Όπως είναι γνωστό, στο επίπεδο, από σημείο Α εκτός ευθείας ε απαι-
τούμε να άγεται μοναδική ευθεία παράλληλη στην ε. Αυτή η πρόταση 
ισχύει και στο χώρο. Η μοναδική παράλληλη στην ε από το σημείο 
Α βρίσκεται στο επίπεδο (ε, Α). Κάθε άλλη ευθεία που διέρχεται από 
το Α και τέμνει το επίπεδο (ε, Α) είναι ασύμβατη στην ε, σύμφωνα 
με το Θεώρημα.
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Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Να αναγνωρίσετε στην αίθουσα διδα-

σκαλίας: i) δύο ευθείες παράλληλες και 
το επίπεδο που αυτές ορίζουν, ii) δύο ευ-
θείες τεμνόμενες, το επίπεδο που αυτές 
ορίζουν και να βρείτε άλλες ευθείες πάνω 
σε αυτό, iii) δύο ευθείες ασύμβατες και να 
διαπιστώσετε ότι δεν υπάρχει επίπεδο που 
να περιέχει και τις δύο και iv) τρεις ευθεί-
ες ανά δύο ασύμβατες.

2.	 Να αναγνωρίσετε στην αίθουσα διδασκα-
λίας δύο επίπεδα: i) τεμνόμενα, ii) παράλ-
ληλα.

3.	 Να αναγνωρίσετε στην αίθουσα διδασκα-
λίας διάφορα επίπεδα και ευθείες: i) που 
ανήκουν σε αυτά, ii) που είναι παράλληλες 
προς αυτά ή iii) που τα τέμνουν.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να κατασκευάσετε ευθεία που διέρχε-

ται από σταθερό σημείο Ο και τέμνει δύο 
σταθερές ασύμβατες ευθείες.

2.	 Δίνονται τρεις ευθείες ασύμβατες ανά 
δύο. Να κατασκευάσετε ευθεία που να 
τέμνει και τις τρεις.

3.	 Να κατασκευάσετε ευθεία ε που διέρχεται 
από σημείο Α και τέμνει ευθεία εʹ και κύ-
κλο (Κ) του χώρου.

4.	 Δίνονται οι τεμνόμενες ευθείες ΧΟΧʹ και 
ΨΟΨʹ και ευθεία ε ασύμβατη σε αυτές. Αν 
Μ τυχαίο σημείο της ε, να βρείτε την τομή 
των επιπέδων (Μ, Χ, Χʹ) και (Μ, Ψ, Ψʹ).

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Να αποδείξετε ότι επίπεδο και κύκλος, 
που δεν ανήκει σε αυτό, έχουν δύο το 
πολύ κοινά σημεία.

2.	 Να αποδείξετε ότι τρεις ευθείες: i) αν τέ-
μνονται ανά δύο χωρίς να διέρχονται από 
το ίδιο σημείο, τότε είναι συνεπίπεδες, ii) 
αν τέμνονται ανά δύο χωρίς να είναι συ-
νεπίπεδες, τότε διέρχονται από το ίδιο ση-
μείο.

3.	 Δίνονται δύο ασύμβατες ευθείες ε1 και ε2, 
δύο σημεία Α και Β στην ε1 και δύο ση-
μεία Γ και Δ στην ε2. Να αποδείξετε ότι οι 
ευθείες ΑΓ και ΒΔ είναι ασύμβατες.

4.	 Δίνονται τέσσερις ευθείες ε1, ε2, ε3 και ε4, 
από τις οποίες οι ε1 και ε2 είναι παράλλη-
λες. Να κατασκευάσετε ευθεία που να τέ-
μνει και τις τέσσερις.

5.	 Να αποδείξετε ότι αν τρία επίπεδα τέμνο-
νται ανά δύο, τότε οι τομές τους διέρχο-
νται από το ίδιο σημείο ή είναι παράλλη-
λες.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση




Δύο επίπεδα μπορεί να έχουν:
1.	 τρία κοινά σημεία, οπότε ταυτίζονται,
2.	 δύο μόνο κοινά σημεία, οπότε τέμνονται κατά την ευθεία που ορίζουν τα δύο αυτά 

σημεία,
3.	 κανένα κοινό σημείο, οπότε είναι παράλληλα.
Εάν δύο επίπεδα έχουν ένα κοινό σημείο, τότε τέμνονται σε μια ευθεία που περνάει από 
αυτό.
Δύο ευθείες του χώρου μπορεί να:
1.	 Ταυτίζονται αν έχουν δύο κοινά σημεία.
2.	 Τέμνονται αν έχουν ένα κοινό σημείο. Τότε ορίζουν ένα επίπεδο στο οποίο ανήκουν.
3.	 Είναι παράλληλες. Τότε ορίζουν ένα επίπεδο στο οποίο ανήκουν.
4.	 Είναι ασύμβατες. Δεν έχουν κοινό σημείο και δεν είναι παράλληλες. Τότε δεν υπάρχει 

επίπεδο που να τις περιέχει.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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Η παραλληλία και η καθετότητα στο χώρο

 12.4 	�Ε υθείες και επίπεδα παράλληλα - 
Θεώρημα του Θαλή

► �Παραλληλία ευθείας και επιπέδου

Το επόμενο θεώρημα βεβαιώνει την ύπαρξη ευθειών που 
είναι παράλληλες σε ένα επίπεδο και αποτελεί κριτήριο της 
παραλληλίας ευθείας και επιπέδου.

Αν μία ευθεία εʹ είναι παράλληλη σε μία ευθεία ε ενός επιπέ-
δου π και δεν ανήκει σε αυτό, τότε είναι παράλληλη στο π. 

Θεώρημα i

 Απόδειξη

Θεωρούμε δύο παράλληλες ευθείες ε και εʹ και π ένα επίπε-
δο που περιέχει την ε και όχι την εʹ. Οι παράλληλες ευθείες 
ε και εʹ (σχ.14), ορίζουν το επίπεδο (ε, εʹ). Τα κοινά σημεία 
των επιπέδων π και (ε, εʹ) είναι τα σημεία της ευθείας ε. Αν 
η ευθεία εʹ έτεμνε το επίπεδο π, θα το έτεμνε σε σημείο της 
ευθείας ε, επομένως οι ευθείες ε και εʹ δε θα ήταν παράλλη-
λες, που είναι άτοπο.

Αν επίπεδο π τέμνει ευθεία ε, τότε θα τέμνει κάθε ευθεία 
παράλληλη στην ε.

Θεώρημα ii

 Απόδειξη

Έστω Α το κοινό σημείο της ε και του π και εʹ ευθεία παράλ-
ληλη στην ε (σχ.15). Οι ευθείες ε και εʹ ως παράλληλες ορί-
ζουν επίπεδο τ. Τα επίπεδα π και τ έχουν ένα κοινό σημείο, 
το Α, άρα τέμνονται κατά μία ευθεία ξ. Η ευθεία ξ ανήκει 
στο επίπεδο τ των παράλληλων ευθειών και τέμνει την ε, 
άρα θα τέμνει και την εʹ σε ένα σημείο Β.

► �Παραλληλία επιπέδων

Αν δύο τεμνόμενες ευθείες ε και ξ είναι παράλληλες σε ένα 
επίπεδο π, τότε το επίπεδο (ε, ξ) είναι παράλληλο στο π.

Θεώρημα iii

 Απόδειξη

Αν τα δύο επίπεδα πʹ = (ε,ξ) και π (σχ.16) είχαν κοινό ση-
μείο, τότε θα τέμνονταν σε μία ευθεία ζ, η οποία με τη σειρά 

Σχήμα 14

π εʹ

ε

Α

Σχήμα 15

τ

ε

ξεʹ

Β

Α

π
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της θα έτεμνε τουλάχιστον μία από τις ευθείες ε και ξ, έστω 
την ε. (Η άλλη μπορεί να είναι παράλληλη στη ζ). Τότε όμως 
η ευθεία ε θα έτεμνε το επίπεδο π, που είναι άτοπο.

	 i)	 Από σημείο εκτός επιπέδου άγεται μοναδικό επίπεδο 
παράλληλο σε αυτό.

	ii)	 Δύο επίπεδα παράλληλα προς τρίτο είναι και μεταξύ 
τους παράλληλα.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

Το θεώρημα III αποδεικνύει την ύπαρξη παράλληλων επι-
πέδων και ταυτόχρονα, δίνει τρόπο κατασκευής επιπέδου πʹ 
που διέρχεται από σημείο Α και είναι παράλληλο σε άλλο. 
Το σημείο Α πρέπει να βρίσκεται εκτός του επιπέδου π αλ-
λιώς οι ευθείες ε και ξ θα είναι ευθείες του π και έτσι το 
παράλληλο επίπεδο θα ταυτίζεται με το π.

Αν σ και τ είναι δύο παράλληλα επίπεδα, τότε κάθε επίπε-
δο π που τέμνει το ένα τέμνει και το άλλο και οι ευθείες 
τομής είναι παράλληλες μεταξύ τους.

Θεώρημα IV

 Απόδειξη

Έστω ότι το επίπεδο π (σχ.17), τέμνει το σ κατά την ευθεία 
ε και δεν τέμνει το τ. Τότε το π και το τ θα είναι παράλληλα. 
Όμως το σ, ως παράλληλο στο τ, θα είναι παράλληλο και 
στο π, σύμφωνα με το πόρισμα ii), που είναι άτοπο. Επομέ-
νως το π τέμνει και το άλλο κατά μία ευθεία ξ.
Οι ευθείες ε και ξ είναι παράλληλες, διότι, αν τέμνονταν, τότε 
τα επίπεδα π και τ θα είχαν κοινό σημείο, που είναι άτοπο.

π
ξ

σ

τ

ε

Σχήμα 17

Σχήμα 16

π

ξ
πʹ

A ε

Αν ε και εʹ είναι δύο ασύμβατες ευθείες, τότε από 
τις ε και εʹ διέρχεται μοναδικό ζεύγος παράλληλων 
επιπέδων.

Απόδειξη
Από τυχαίο σημείο Α της ε φέρουμε ευθεία ξ//εʹ και 
από τυχαίο σημείο Αʹ της εʹ φέρουμε ευθεία ξʹ//ε 
(σχ.18). Τα επίπεδα σ = (ε,ξ) και σʹ= (εʹ,ξʹ) είναι πα-
ράλληλα, γιατί το καθένα έχει δύο τεμνόμενες ευθείες 
παράλληλες στο άλλο. Είναι προφανές ότι τα επίπεδα 
σ και σʹ είναι ανεξάρτητα των Α και Αʹ, επομένως είναι το μοναδικό ζεύγος παράλ-
ληλων επιπέδων που διέρχονται από τις ασύμβατες ευθείες ε και εʹ αντίστοιχα.

  εφαρμογη








ε
ξ

Α

σ

εʹ

ξʹ

Αʹ

σʹ

Σχήμα 18
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Αν δύο ασύμβατες ευθείες ε και ξ τέμνουν τρία παράλλη-
λα επίπεδα π, πʹ και πʹʹ στα σημεία Α, Αʹ, Αʹʹ και Β, Βʹ, Βʹʹ 
αντίστοιχα, τότε ισχύει

ΑΑʹ
ΑʹΑʹʹ

 =  ΒΒʹ
ΒʹΒʹʹ

 .

Θεώρημα του θαλη

 Απόδειξη

Φέρουμε την ευθεία ΑΒʹʹ (σχ.19), η οποία τέμνει το επίπεδο 
πʹ στο σημείο Γ. Τότε, οι τεμνόμενες στο Α ευθείες ε και 
ΑΒʹʹ ορίζουν επίπεδο που τέμνει τα παράλληλα επίπεδα πʹ 
και πʹʹ κατά τις παράλληλες ευθείες ΑʹΓ και ΑʹʹΒʹʹ. Τα τρί-
γωνα ΑΑʹΓ και ΑΑʹʹΒʹʹ είναι όμοια και έχουμε:

ΑΑʹ
ΑʹΑʹʹ

 = 
ΑΓ
ΓΒʹʹ

 .

Επίσης, οι τεμνόμενες στο Βʹʹ ευθείες ξ και ΑΒʹʹ ορίζουν 
επίπεδο, το οποίο τέμνει τα επίπεδα π και πʹ κατά τις παράλ-
ληλες ευθείες ΑΒ και ΓΒʹ. Επομένως τα τρίγωνα ΒʹʹΓΒʹ και 
ΒʹʹΑΒ είναι όμοια και έχουμε:

ΑΓ
ΓΒʹʹ

 = 
ΒΒʹ
ΒʹΒʹʹ

 .

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει αμέσως:
ΑΑʹ
ΑʹΑʹʹ

 = 
ΒΒʹ
ΒʹΒʹʹ

 .

Σχήμα 19
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πʹ

πʹʹ

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για
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 Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Από σημείο Ο να κατασκευάσετε επίπεδο 
παράλληλο σε δύο ασύμβατες ευθείες ε1 
και ε2.

2.	 Να κατασκευάσετε ευθεία ε, που διέρχεται 
από γνωστό σημείο Α, είναι παράλληλη σε 
δοσμένο επίπεδο π που δεν περιέχει το Α 
και τέμνει ευθεία ξ, τέμνουσα το π.

3.	 Να κατασκευάσετε ευθεία ε, που είναι πα-
ράλληλη σε δοσμένο επίπεδο π και τέμνει 
δύο άλλες ασύμβατες ευθείες, οι οποίες 
τέμνουν το π.

4.	 Αν μία ευθεία είναι παράλληλη στην τομή 
δύο επιπέδων, τότε είναι παράλληλη στα 
δύο επίπεδα ή ανήκει σε ένα από αυτά και 
είναι παράλληλη στο άλλο.

5.	 Αν δύο τεμνόμενα επίπεδα διέρχονται 
αντίστοιχα από δύο παράλληλες ευθείες, 
τότε η τομή των επιπέδων είναι παράλλη-
λη σε αυτές.

6.	 Τα επίπεδα που περνάνε από ευθεία ξ τέ-
μνονται: i) από επίπεδο π παράλληλο στην 
ευθεία ξ κατά ευθείες παράλληλες στην ξ, 
επομένως και μεταξύ τους παράλληλες και 
ii) από επίπεδο που τέμνει την ξ κατά ευ-
θείες που διέρχονται από το ίδιο σημείο.

7.	 Από σημείο Ο να κατασκευασθεί επίπεδο 
παράλληλο σε δοσμένη ευθεία ε.

8.	 Από δοσμένο σημείο να κατασκευάσετε 
ευθεία παράλληλη σε δύο τεμνόμενα επί-
πεδα.
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9.	 Από δοσμένο σημείο να κατασκευάσετε 
επίπεδο παράλληλο σε δύο δοσμένες ευ-
θείες.

10.	Δίνονται τρεις τυχαίες ευθείες ε, ε1 και 
ε2. Να κατασκευάσετε επίπεδο σ1 που να 
περιέχει την ε1 και επίπεδο σ2 που να πε-
ριέχει την ε2 τέτοια, ώστε η τομή των σ1 
και σ2 να είναι παράλληλη στην ε.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν Α, Β, Γ, Δ είναι τέσσερα σημεία που δεν 

ανήκουν στο ίδιο επίπεδο, το σχήμα που 
αποτελείται από τα ευθύγραμμα τμήματα 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ λέγεται στρεβλό τε-
τράπλευρο και γράφεται ΑΒΓΔ. Να απο-
δείξετε ότι τα μέσα των πλευρών στρεβλού 
τετραπλεύρου είναι κορυφές παραλληλο-
γράμμου.

2.	 Δίνεται στρεβλό τετράπλευρο ΑΒΓΔ και Μ, 
Ν σημεία επί των ΔΑ και ΔΒ αντίστοιχα 
τέτοια, ώστε ΔΜ

ΜΑ
 =  ΔΝ

ΝΒ
. Να αποδείξετε 

ότι τα επίπεδα (Μ, Ν, Γ) και (Α, Β, Γ) τέ-
μνονται κατά ευθεία παράλληλη στην ΑΒ.

3.	 Σε στρεβλό τετράπλευρο ΑΒΓΔ, τα μέσα 
των απέναντι πλευρών και τα μέσα των 
διαγωνίων ορίζουν ευθύγραμμα τμήματα 
τα οποία διχοτομούνται.

4.	 Αν Α, Αʹ, Αʹʹ είναι σημεία ευθείας ε και Β, 
Βʹ, Βʹʹ είναι σημεία ευθείας ξ, όπου οι ευ-
θείες ε και ξ είναι ασύμβατες και ισχύει η 
σχέση

ΑΑʹ
ΑʹΑʹʹ

 =  ΒΒʹ
ΒʹΒʹʹ

 ,

τότε οι ευθείες ΑΒ, ΑʹΒʹ, ΑʹʹΒʹʹ είναι παράλ-
ληλες σε ένα επίπεδο (αντίστροφο του Θεω-
ρήματος του Θαλή).

Σύνθετα Θέματα

1.	  Αν ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι δύο τρίγωνα που 
βρίσκονται σε διαφορετικά επίπεδα και 
επιπλέον ανά δύο οι πλευρές τους είναι 
παράλληλες, δηλαδή ΑΒ//ΑʹΒʹ, ΒΓ//ΒʹΓʹ 
και ΑΓ//ΑʹΓʹ, τότε οι ευθείες ΑΑʹ, ΒΒʹ και 
ΓΓʹ διέρχονται από το ίδιο σημείο ή είναι 
παράλληλες. (Δύο τέτοια τρίγωνα λέγονται 
ομόλογα).

2.	  Αν ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ είναι δύο τρίγωνα που 
βρίσκονται σε διαφορετικά επίπεδα και 
επιπλέον, οι πλευρές ΑΒ και ΑʹΒʹ τέμνο-
νται στο σημείο Γ1, οι ΒΓ και ΒʹΓʹ τέμνο-
νται στο Α1 και οι ΑΓ και ΑʹΓʹ τέμνονται 
στο Β1, τότε: i) τα σημεία Κ, Λ, Μ είναι 
συνευθειακά και ii) οι ευθείες ΑΑʹ, ΒΒʹ 
και ΓΓʹ διέρχονται από το ίδιο σημείο ή 
είναι παράλληλες. (Δύο τέτοια τρίγωνα λέ-
γονται ομόλογα).

3.	 Δίνεται ευθεία ε και δύο τυχαία σημεία Α 
και Β εκτός αυτής, ώστε οι ευθείες ΑΒ και 
ε να είναι ασύμβατες. Αν Γ τυχαίο σημείο 
της ε, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του 
βαρυκέντρου του τριγώνου ΑΒΓ.

•	 Δύο επίπεδα είναι παράλληλα, αν δύο τεμνόμενες ευθείες του ενός είναι παράλληλες 
στο άλλο.

•	 Αν δύο επίπεδα είναι παράλληλα, κάθε ευθεία του ενός είναι παράλληλη στο άλλο.
•	 Δύο ευθείες τέμνονται από τρία παράλληλα επίπεδα σε τμήματα ανάλογα.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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 12.5 	� Γωνία δύο ευθειών - Ορθογώνιες 
ευθείες

► �Καθετότητα ασύμβατων ευθειών

Θεωρούμε δύο ασύμβατες ευθείες ε και ξ (σχ.20). Από τυ-
χαίο σημείο Ε της ευθείας ε κατασκευάζουμε την ευθεία εʹ, 
παράλληλη της ξ. Οι ευθείες ε και εʹ, τέμνονται στο σημείο 
Ε, άρα είναι συνεπίπεδες. Η γωνία ω που σχηματίζουν οι 
ευθείες ε και εʹ λέγεται γωνία των δύο ασύμβατων ευθειών 
ε και ξ.
Η γωνία αυτή δεν εξαρτάται από την επιλογή του σημείου Ε, 
γιατί αν φέρουμε την εʹʹ παράλληλη στην ξ από άλλο σημείο 
Εʹ της ε, τότε οι ευθείες ε, εʹ και εʹʹ είναι συνεπίπεδες και 
επιπλέον οι ευθείες εʹ και εʹʹ, ως παράλληλες, θα σχηματί-
ζουν με την ε τις εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες ίσες. 
Άρα, η γωνία των ασύμβατων ευθειών δεν εξαρτάται από 
την επιλογή του σημείου Ε.
Αποδεικνύεται ότι η γωνία των ασύμβατων ευθειών μπορεί 
να κατασκευασθεί και ως εξής: Θεωρούμε ένα σημείο Ο του 
χώρου (σχ.21). Στο επίπεδο (Ο, ε) κατασκευάζουμε την εʹ 
παράλληλη της ευθείας ε από το Ο. Στο επίπεδο (Ο, ξ) κατα-
σκευάζουμε την ξʹ, παράλληλη της ευθείας ξ από το Ο. Έτσι, 
στο Ο έχουμε τις τεμνόμενες, επομένως συνεπίπεδες, ευθείες 
εʹ και ξʹ. Η γωνία των ευθειών αυτών είναι η γωνία των δύο 
ασύμβατων. Δύο ασύμβατες ευθείες λέγονται ορθογώνιες ή 
ασυμβάτως κάθετες, όταν η γωνία τους είναι ορθή.

► �Καθετότητα ευθείας και επιπέδου

Ορισμός

Μία ευθεία λέγεται κάθετη σε ένα επίπεδο, όταν είναι 
κάθετη σε κάθε ευθεία του επιπέδου που διέρχεται 
από το ίχνος της.

Επίσης, το επίπεδο λέγεται κάθετο στην ευθεία. Κάθε ευ-
θεία που δεν είναι κάθετη ούτε παράλληλη σε ένα επίπεδο 
λέγεται πλάγια ή λέμε ότι τέμνει πλάγια το επίπεδο.

Αν μία ευθεία είναι κάθετη σε δύο τεμνόμενες ευθείες 
ενός επιπέδου στο κοινό τους σημείο, τότε είναι κάθετη 
σε όλες τις ευθείες του επιπέδου που διέρχονται από το 
ίχνος της.

Θεώρημα ι

ε

Ε

εʹ

Εʹ

εʹʹ

ω

ω

ξ
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 Απόδειξη

Αν ε1 και ε2 είναι οι τεμνόμενες ευθείες του επιπέδου π 
(σχ.22), Ο το κοινό τους σημείο και ξ η κάθετη στις ε1 και 
ε2 στο Ο, θα αποδείξουμε ότι η ξ είναι κάθετη στην τυχαία 
ευθεία ε του επιπέδου π που διέρχεται από το Ο. Θεωρούμε 
τα σημεία Γ και Γʹ της ευθείας ξ συμμετρικά ως προς Ο. 
Επίσης, θεωρούμε τα σημεία Ε1, Ε2 και Ε που είναι συνευ-
θειακά και βρίσκονται στις ευθείες ε1, ε2 και ε αντίστοιχα. 
Τότε, έχουμε ΓΕ1 = ΓʹΕ1 και ΓΕ2 = ΓʹΕ2, διότι οι ευθείες ΟΕ1 
και ΟΕ2 είναι μεσοκάθετοι του ΓΓʹ. Τα τρίγωνα ΓΕ1Ε2 και 
ΓʹΕ1Ε2 είναι ίσα, άρα οι γωνίες ΓÊ1Ε2 και ΓʹÊ1Ε2 είναι ίσες. 
Τέλος, τα τρίγωνα ΓΕ1Ε και ΓʹΕ1Ε είναι ίσα, άρα ΓΕ = ΓʹΕ. 
Τότε, το τρίγωνο ΓΕΓʹ είναι ισοσκελές και η ΕΟ είναι διάμε-
σος, άρα και ύψος. Δηλαδή, η ευθεία ε είναι κάθετη στην ξ.

Μία ευθεία ορθογώνια σε δύο τεμνόμενες ευθείες είναι 
κάθετη στο επίπεδο που αυτές ορίζουν.

Θεώρημα ιΙ

 Απόδειξη

Αποδεικνύουμε πρώτα ότι η ευθεία ξ, που είναι ορθογώνια στις 
ε και ζ (σχ.23), τέμνει το επίπεδο π = (ε, ζ). Έστω ότι η ξ δεν 
το τέμνει. Από τυχαίο σημείο Μ της ξ φέρουμε τις παράλληλες 
στις ε και ζ, οι οποίες μαζί με την ξ θα ανήκουν στο παράλληλο 
επίπεδο του π από το Μ. Αλλά τότε σε αυτό το επίπεδο έχουμε 
δύο κάθετες στην ξ από το Μ, που είναι άτοπο. Άρα η ξ τέμνει 
το π, έστω σε σημείο Ο. Από το Ο φέρουμε τις ευθείες εʹ και ζʹ 
παράλληλες των ε και ζ. Η ξ τότε είναι κάθετη σε δύο τεμνό-
μενες ευθείες του επιπέδου π, άρα είναι κάθετο στο π. 
Ανάλογα αποδεικνύεται και η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση Ι

Αν ε και ζ είναι δύο τεμνόμενες ευθείες και η ευθεία ξ 
είναι ορθογώνια στην ε και κάθετη στην ζ, τότε η ξ είναι 
κάθετη στο επίπεδο (ε, ζ).

Η καθετότητα ευθείας ξ και επιπέδου π συμβολίζεται 
με ξ⊥π.

Τα θεωρήματα I και II και η παραπάνω πρόταση αποτελούν 
κριτήρια για τον έλεγχο της καθετότητας ευθείας και επιπέ-
δου. Αρκεί δηλαδή να αποδείξουμε ότι μία ευθεία είναι ορ-
θογώνια ή κάθετη σε δύο τεμνόμενες ευθείες του επιπέδου.

ξ

π

Ο

Ε1

ε1

Ε

Γ
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Υπάρχει μοναδικό επίπεδο κάθετο σε ευθεία ξ, που διέρ-
χεται από σημείο Ο του χώρου.

Θεώρημα ιιι

 Απόδειξη

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

	 i)	 Το σημείο Ο ανήκει στην ευθεία ξ. Σε δύο επίπεδα που 
περιέχουν την ευθεία ξ κατασκευάζουμε δύο ευθείες 
ε και ζ κάθετες στην ξ (σχ.24), που διέρχονται από το 
Ο. Αυτές ορίζουν επίπεδο κάθετο στην ευθεία ξ. Το 
επίπεδο αυτό είναι μοναδικό, γιατί αν υπήρχε και δεύ-
τερο θα περιείχε τις ευθείες ε και ζ, άρα τα επίπεδα θα 
ταυτίζονταν.

	ii)	 Το σημείο Ο είναι εκτός της ξ. Στο επιπέδο (Ο, ξ) φέ-
ρουμε την ευθεία ε (σχ.25), κάθετη στην ξ και έστω Α 
το σημείο τομής των ευθειών αυτών. Επίσης, σε κάποιο 
άλλο επίπεδο, που περιέχει την ξ, φέρουμε ευθεία εʹ κά-
θετη στην ξ στο Α. Οι ευθείες ε και εʹ ορίζουν επίπεδο 
π κάθετο στην ξ, που περιέχει το Ο.

		  Έστω ότι υπάρχει και δεύτερο επίπεδο πʹ κάθετο στην ξ 
που διέρχεται από το Ο. Το πʹ δε μπορεί να τέμνει την ξ 
στο Α, γιατί τότε θα υπήρχαν δύο επίπεδα κάθετα στην 
ξ από το Α, το οποίο είναι άτοπο. Επομένως, το πʹ θα 
τέμνει την ξ σε άλλο σημείο, έστω το Αʹ. Τότε όμως, 
στο επίπεδο (Ο, ξ) θα είχαμε δύο κάθετες στην ευθεία 
ξ, από το σημείο Ο εκτός αυτής, που είναι άτοπο.

	 i)	 Το σύνολο των ευθειών του χώρου, που τέμνουν κά-
θετα μία ευθεία ξ σε ένα σημείο της Ο, βρίσκονται 
στο κάθετο επίπεδο της ξ στο Ο (σχ.26).

	ii)	 Δύο επίπεδα κάθετα στην ίδια ευθεία είναι παράλλη-
λα μεταξύ τους (σχ.27).

ΠΟΡΙΣΜΑτα

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση ΙΙ

Υπάρχει μοναδική ευθεία ξ κάθετη σε επίπεδο π, που 
διέρχεται από σημείο Ο του χώρου (σχ.28).

Α
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π ξ

εʹ

Ο
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Δύο ευθείες κάθετες στο ίδιο επίπεδο είναι παράλληλες 
(σχ.29).

ΠΟΡΙΣΜΑ

	 i)	 Αν η ευθεία ΑΒ (σχ.30) είναι κάθετη σε επίπεδο π (Β 
σημείο του π) και η ευθεία ΒΓ είναι κάθετη σε ευθεία 
ε του π, (Γ σημείο της ε), τότε η ΑΓ είναι κάθετη 
στην ευθεία ε.

	ii)	 Αν η ευθεία ΑΒ είναι κάθετη σε επίπεδο π και η ευ-
θεία ΑΓ είναι κάθετη σε ευθεία ε του π, τότε η ΒΓ 
είναι κάθετη στην ευθεία ε.

	iii)	 Αν η ευθεία ΑΓ είναι κάθετη στην ε, η ευθεία ΒΓ 
είναι κάθετη στην ε και η ΑΒ είναι κάθετη στη ΒΓ, 
τότε η ευθεία ΑΒ είναι κάθετη στο επίπεδο π.

Θεώρημα των τριων καθετων

 Απόδειξη

	 i)	 Η ευθεία ΑΒ είναι ορθογώνια και η ΒΓ είναι κάθετη 
στην ε (σχ.30), άρα το επίπεδο (ΑΒ, ΒΓ) είναι κάθετο 
στην ε και Γ είναι το ίχνος της ε πάνω σε αυτό. Τότε, 
κάθε ευθεία του επιπέδου που διέρχεται από το ίχνος Γ 
είναι κάθετη στην ε. Άρα, η ΑΓ είναι κάθετη στην ε.

	ii)	 Η ευθεία ΑΒ είναι ορθογώνια και η ΑΓ κάθετη στην 
ευθεία ε. Επομένως, η ευθεία ε είναι κάθετη στο επί-
πεδο (ΑΒ, ΑΓ) στο Γ, σύμφωνα με την πρόταση I. Άρα 
η ευθεία ε είναι κάθετη στην ευθεία ΒΓ του επιπέδου 
(ΑΒ, ΑΓ), που διέρχεται από το ίχνος της Γ.

	iii)	 Η ευθεία ε είναι κάθετη στο επίπεδο (ΑΓ, ΒΓ), γιατί η ε 
είναι κάθετη στις ευθείες του ΑΓ και ΒΓ. Άρα η ευθεία 
ΑΒ του επιπέδου (ΑΓ, ΒΓ) είναι ορθογώνια στην ευθεία 
ε. Τέλος, η ευθεία ΑΒ είναι κάθετη στο επίπεδο π, γιατί 
είναι ορθογώνια στην ε και κάθετη στη ΒΓ.

εʹ
ε

π

Σχήμα 29
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Σχήμα 30
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Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Να δείξετε στην αίθουσα διδασκαλίας δύο 
ευθείες ασυμβάτως κάθετες.

2.	 Να δείξετε μία ευθεία κάθετη στο επίπεδο 
του δαπέδου.

3.	 Να θεωρήσετε έναν τοίχο της αίθουσας 
διδασκαλίας και να γίνει πρακτική εφαρ-
μογή των τριών εκφράσεων του Θεωρή-
ματος των τριών καθέτων.

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Να αποδειξετε ότι μία ευθεία και ένα επί-
πεδο κάθετα στην ίδια ευθεία είναι παράλ-
ληλα ή ότι το επίπεδο περιέχει την ευθεία. 

2.	 Έστω ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο, Μ το μέσο 
της βάσης ΒΓ και ΑΝ ευθύγραμμο τμή-
μα κάθετο στο επίπεδο του τριγώνου. Να 
αποδείξετε ότι

	 i)	 η ευθεία ΜΝ είναι κάθετη στην ΒΓ,
	 ii)	 η ΒΓ είναι κάθετη στο επίπεδο (Α, Μ, 

Ν).
3.	 Να αποδείξετε ότι αν δύο ευθείες είναι 

ορθογώνιες, τότε υπάρχει επίπεδο που πε-
ριέχει τη μία και είναι κάθετο στην άλλη, 
και αντίστροφα.

4.	 Να κατασκευάσετε ευθεία ε που διέρχεται 
από σημείο Ο, είναι παράλληλη σε επίπε-
δο π και ορθογώνια σε ευθεία ε του π.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Έστω (Κ, ρ) κύκλος, ΑΚ ευθύγραμμο τμήμα 

κάθετο στο επίπεδο π του κύκλου και Μ τυ-
χαίο σημείο του κύκλου. Να αποδείξετε ότι 
η ευθεία ΑΜ είναι κάθετη στην εφαπτομένη 
του κύκλου στο σημείο Μ.

2.	 Από το κέντρο Μ ορθογωνίου ΑΒΓΔ φέ-
ρουμε την ευθεία ε κάθετη στο επίπεδο 
του ορθογωνίου. Να αποδείξετε ότι η ευ-
θεία που ορίζεται από το τυχαίο σημείο 
της ε και το μέσο Ν της ΑΒ είναι κάθετη 
στην ΑΒ και ορθογώνια στη ΓΔ.

3.	 Σε επίπεδο π φέρουμε κύκλο διαμέτρου 
ΑΒ και έστω Μ τυχαίο σημείο του κύ-
κλου. Φέρουμε, επίσης, το τμήμα ΑΣ, κά-
θετο στο επίπεδο π στο Α, το τμήμα ΑΓ 
κάθετο στην ευθεία ΣΒ στο Γ και το τμή-
μα ΑΝ κάθετο στην ευθεία ΣΜ στο Ν. Να 
αποδείξετε ότι

	 i)	 ΣM̂Β = 90°,
	 ii)	 ΣΑ 2 = ΣΜ ∙ ΣΝ = ΣΒ ∙ ΣΓ,
	iii)	 τα τρίγωνα ΣΓΝ και ΣΜΒ είναι 

όμοια,
	 iv)	 ΣΓ̂Ν = 90°,
	 ν)	 η ΣΓ είναι κάθετη στο επίπεδο (Ν, Γ, 

Α),
	 vi)	 ΓN̂Α = 90°,
	vii)	 να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του 

σημείου Ν, αν το Μ κινείται στον πα-
ραπάνω κύκλο.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
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 λυση
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 12.6 	� Απόσταση σημείου από επίπεδο -  
Απόσταση δύο παράλληλων επιπέδων

Ορισμός I

Ορθή προβολή ή προβολή Αʹ σημείου Α στο επίπεδο π 
λέγεται το σημείο τομής του επιπέδου π με την κάθετο 
από το Α στο επίπεδο π (σχ.31).

Αν σημείο Α βρίσκεται εκτός επιπέδου π, Αʹ είναι η προβολή 
του Α στο π και Μ τυχαίο σημείο του π (σχ.31), τότε από το 
ορθογώνιο τρίγωνο ΑΑʹΜ προκύπτει ότι η κάθετη πλευρά 
ΑΑʹ είναι μικρότερη από την υποτείνουσα ΑΜ. Δηλαδή, 
το τμήμα ΑΑʹ είναι το μικρότερο από τα τμήματα με αρχή 
το σημείο Α και τέλος το τυχαίο σημείο Μ του επιπέδου π. 
Μπορούμε, επομένως, να δώσουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός II

Απόσταση σημείου Α από επίπεδο π λέγεται το μήκος 
του ευθύγραμμου τμήματος ΑΑʹ, όπου Αʹ η προβολή 
του Α στο επίπεδο π.

Αν θεωρήσουμε δύο παράλληλα επίπεδα σ και τ και Β, Δ 
(σχ.32) είναι οι προβολές των σημείων Α, Γ του σ στο τ, τότε 
τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ είναι παράλληλα μεταξύ 
τους, ως κάθετα στο τ. Επίσης, τα τμήματα ΑΓ και ΒΔ είναι 
παράλληλα (θεώρημα IV §12.4), άρα το ΑΒΔΓ είναι ορθογώ-
νιο παραλληλόγραμμο και τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ είναι ίσα. 
Μπορούμε λοιπόν να δώσουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός III

Απόσταση δύο παράλληλων επιπέδων λέγεται η απόστα-
ση ενός σημείου του ενός επιπέδου από το άλλο (σχ.32).

Ορισμός IV

Το επίπεδο που είναι κάθετο στο μέσο ενός ευθύγραμ-
μου τμήματος λέγεται μεσοκάθετο επίπεδο του ευθύ-
γραμμου τμήματος.

Ορισμός V

Το μήκος του τμήματος της κοινής καθέτου δύο ασύμ-
βατων ευθειών, που περιλαμβάνεται μεταξύ τους, λέ-
γεται απόσταση των ασύμβατων ευθειών.

Σχήμα 31
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Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του χώρου που ισαπέχουν από τα άκρα ενός 
ευθύγραμμου τμήματος είναι το μεσοκάθετο επίπεδο του ευθύγραμμου τμήματος.

Απόδειξη

Έστω Μ το τυχαίο σημείο του χώρου που ισαπέχει 
από τα άκρα Α και Β του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ 
(σχ.33). Το τρίγωνο ΑΒΜ είναι ισοσκελές, επομένως 
η διάμεσος ΜΟ είναι και ύψος του τριγώνου. Δηλαδή, 
το Μ είναι σημείο της ευθείας ΟΜ που είναι κάθετη 
στο μέσο Ο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Το σύνο-
λο των ευθειών αυτών ανήκουν στο επίπεδο που είναι 
κάθετο στο ΑΒ, στο μέσο Ο.
Αντίστροφα, αν Μ είναι το τυχαίο σημείο του μεσοκάθετου επιπέδου στο ευθύγραμ-
μο τμήμα ΑΒ, τότε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΟΜ και ΒΟΜ είναι ίσα, επομένως οι 
υποτείνουσες ΑΜ και ΒΜ είναι ίσες.

   
 εφαρμογη








 1

η

Μ

Α

Ο
Β

Σχήμα 33

Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του χώρου που ισαπέχουν από δύο παράλληλα 
επίπεδα είναι το μεσοπαράλληλο επίπεδο.

Απόδειξη - Κατασκευή

Αν σ και τ είναι δύο παράλληλα επίπεδα που απέχουν απόστα-
ση 2λ, τα σημεία Μ του χώρου που ισαπέχουν από τα σ και 
τ απέχουν απόσταση λ από αυτά, επομένως βρίσκονται στο 
επίπεδο π που ισαπέχει από τα σ και τ.
Αντίστροφα, αν Λ, Μ και Ν είναι τρία σημεία του τόπου μη 
συνευθειακά, τότε επειδή αυτά ισαπέχουν από το επίπεδο σ, 
οι τεμνόμενες ευθείες ΛΜ και ΝΜ είναι παράλληλες στο σ, 
άρα το επίπεδο που ορίζουν είναι παράλληλο στο σ, επομένως 
και στο τ. Επειδή τα σημεία Λ, Μ και Ν ισαπέχουν από τα σ 
και τ, ανήκουν σε επίπεδο που ισαπέχει από τα σ και τ και είναι παράλληλο σε αυτά.
Το επίπεδο αυτό ονομάζεται μεσοπαράλληλο επίπεδο των σ και τ.

   
 εφαρμογη








 2

η

Μʹʹ

Μʹ

Μ
Λ

λ

λ
Ν

τ

π

σ

Σχήμα 34

  εφαρμογη








 3
η Υπάρχει μοναδική ευθεία ε κάθετη σε δύο ασύμβατες ευθείες. 

Απόδειξη

Έστω ε1, ε2 δύο ασύμβατες ευθείες και από τυχαίο 
σημείο Ο της ε1 φέρουμε την ευθεία ε παράλληλη 
στην ε2 (σχ.35). Οι ευθείες ε και ε1 ορίζουν επίπε-
δο π. Προφανώς, η ευθεία ε2 είναι παράλληλη στο π. 
Προβάλλουμε ένα σημείο Α της ε2 στο επίπεδο π και 
έστω Αʹ η προβολή του. Από το Αʹ φέρουμε ευθεία 

π
Μʹ

Γ

Μ Β Α ε2

ε1

εΟ

Βʹ Αʹ

Σχήμα 35
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παράλληλη στην ε2, η οποία ανήκει στο επίπεδο π και τέμνει την ε1 σε σημείο Μʹ.
Οι ευθείες ε2 και ΑʹΜʹ, ως παράλληλες, ορίζουν επίπεδο στο οποίο βρίσκεται η ΑΑʹ 
και η παράλληλη από το Μʹ στην ΑΑʹ, η οποία θα τέμνει την ε2 σε σημείο Μ. Η ευθεία 
ΜΜʹ είναι κάθετη στις ευθείες ε1 και ΑʹΜʹ, γιατί είναι κάθετη στο επίπεδο π. Όμως, η 
ΑʹΜʹ είναι παράλληλη στην ε2, άρα η ευθεία ΜΜʹ είναι η κοινή κάθετος των ε1 και ε2.
Η ευθεία αυτή είναι μοναδική, γιατί αν υπήρχε και δεύτερη ευθεία ΝΝʹ κάθετη στις ε1 
και ε2, τότε οι παράλληλες ΜΜʹ και ΝΝʹ θα όριζαν ένα επίπεδο στο οποίο θα ανήκαν 
επίσης οι ασύμβατες ε1 και ε2, που είναι άτοπο.
Θα αποδείξουμε ότι το τμήμα ΜΜʹ είναι μικρότερο από το τυχαίο τμήμα ΒΓ, που ορί-
ζεται μεταξύ δύο σημείων Β και Γ των ε1 και ε2 αντίστοιχα. Προβάλλουμε το σημείο 
Β στο π και έστω Βʹ η προβολή του. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΒʹΓ προκύπτει ότι 
η υποτείνουσα ΒΓ είναι μεγαλύτερη από την κάθετη πλευρά ΒΒʹ. Αλλά η ΒΒʹ είναι 
ίση με τη ΜΜʹ, άρα η ΒΓ είναι μεγαλύτερη από τη ΜΜʹ.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των ση-
μείων ενός επιπέδου, τα οποία ισαπέχουν 
από δύο σημεία που δεν ανήκουν σε αυτό.

2.	 Δίνονται δύο σημεία Α και Β και ευθεία 
ε, ασύμβατη με την ΑΒ. Να βρείτε σημείο 
Μ της ε τέτοιο, ώστε το τρίγωνο ΑΒΜ να 
είναι ισοσκελές.

3.	 Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία ε που τέ-
μνει πλάγια ένα επίπεδο π είναι κάθετη σε 
μία μόνο ευθεία του π.

4.	 Έστω επίπεδο π, ευθεία ε του π και Α ση-
μείο εκτός του π. Να βρείτε το γεωμετρικό 
τόπο της προβολής Αʹ του σημείου Α στο 
επίπεδο π, όταν το επίπεδο περιστρέφεται 
γύρω από την ευθεία ε.

5.	 Δίνεται επίπεδο π, σημείο Α του π και ση-
μείο Ο εκτός του π. Να βρείτε το γεωμε-
τρικό τόπο της προβολής του σημείου Ο 
στις ευθείες του π που περνάνε από το ση-
μείο Α.

6.	 Δίνεται επίπεδο π, ευθεία ε του π και ση-
μείο Ο εκτός του π. Να βρείτε το γεωμε-
τρικό τόπο της προβολής του σημείου Ο 
στις ευθείες του π που είναι παράλληλες 
στην ε.

7.	 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημεί-
ων του χώρου που ισαπέχουν από τις κο-
ρυφές ενός τριγώνου.

8.	 Να βρείτε σημείο του χώρου που ισαπέχει 
από τέσσερα σημεία, ανά τρία μη συνευ-
θειακά.

9.	 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημεί-
ων του χώρου τα οποία απέχουν απόστα-
ση λ από επίπεδο π.

10.	Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ και Μ, σε τυ-
χαία θέση. Να βρείτε επίπεδο που να δι-
έρχεται από το Μ και να ισαπέχει από τα 
Α, Β και Γ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν Α και Β είναι τυχαία σημεία δύο ασύμ-

βατων ευθειών ε1 και ε2 αντίστοιχα, να 
βρείτε το γεωμετρικό τόπο του σημείου Μ 
για το οποίο ισχύει ΜΑ

ΜΒ
 = λ, όπου λ γνω-

στός αριθμός. 
2.	 Να κατασκευάσετε ευθεία ε που τέμνει 

τρεις ασύμβατες ανά δύο ευθείες ε1, ε2 
και ε3 σε σημεία Α, Β, Γ αντίστοιχα, ώστε 
ΑΒ
ΒΓ

 = λ, όπου λ γνωστός αριθμός.

3.	 Δίνεται επίπεδο π και σημεία Α, Β εκτός 
του π. Να κατασκευάσετε σημείο του π, 
το οποίο να απέχει από τα σημεία Α και Β 
αποστάσεις μ και ν αντίστοιχα.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των ση-

μείων ενός επιπέδου π, τα οποία βλέπουν 
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 12.7 	� Δίεδρη γωνία - Αντίστοιχη επίπεδη 
μίας δίεδρης - Κάθετα επίπεδα

Ορισμός I

Δίεδρη γωνία λέγεται το σχήμα που αποτελείται από 
δύο ημιεπίπεδα, σ και τ, με κοινή αρχική ευθεία ε και 
τη συμβολίζουμε με ε(σ,τ).

Τα ημιεπίπεδα σ και τ (σχ.36) λέγονται έδρες της διέδρης 
και η αρχική ευθεία λέγεται ακμή της δίεδρης γωνίας.
Το επίπεδο του ημιεπιπέδου σ χωρίζει το χώρο σε δύο ημι-
χώρους. Καλούμε Πτ τον ημιχώρο στον οποίο βρίσκεται το 
ημιεπίπεδο τ (σχ.37). Επίσης, το επίπεδο του ημιεπιπέδου 
τ χωρίζει το χώρο σε δύο ημιχώρους. Καλούμε Πσ τον ημι-
χώρο στον οποίο βρίσκεται το ημιεπίπεδο σ. Η τομή των 
περιοχών Πσ και Πτ λέγεται κυρτή δίεδρη γωνία. Εσωτερι-
κό της δίεδρης γωνίας ε(σ,τ) θα λέμε τα σημεία της κυρτής 
δίεδρης που δεν ανήκουν στις έδρες ή στην ακμή της. Τα 

υπό ορθή γωνία δύο σημεία που δε βρί-
σκονται στο επίπεδο π.

2.	 Να βρείτε τη μικρότερη και τη μεγαλύτερη 
απόσταση σημείου Α από τα σημεία ενός 
κύκλου, όταν το Α δεν ανήκει στο επίπεδο 
του κύκλου.

3.	 Να κατασκευάσετε επίπεδο που να περνά-
ει από ευθεία ε και να ισαπέχει από δύο 
σημεία Α και Β εκτός της ε.

4.	 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημεί-
ων Μ του χώρου, για τα οποία ισχύει η 
σχέση ΜΑ 2 – ΜΒ 2 = λ 2, όπου Α και Β 
σταθερά σημεία και λ σταθερό μήκος.

5.	 Να αποδείξετε ότι για να είναι ορθογώνια 
δύο τμήματα ΑΒ και ΓΔ πρέπει και αρκεί 
να είναι: ΓΑ 2 – ΓΒ 2 = ΔΑ 2 – ΔΒ 2.

6.	 Να αποδείξετε ότι αν Α, Β, Γ, Δ τέσσερα 
σημεία που δεν είναι συνεπίπεδα και δύο 
από τα ζεύγη τμημάτων (ΑΒ, ΓΔ), (ΑΓ, 
ΔΒ), (ΑΔ, ΓΒ) είναι ορθογώνια, τότε και 
το τρίτο ζεύγος είναι ορθογώνιο.

7.	 Να αποδείξετε ότι αν ΑΒΓΔ είναι στρεβλό 
τετράπλευρο, τότε τα έξι μεσοκάθετα επί-
πεδα στις πλευρές και τις διαγωνίους του 
τετραπλεύρου διέρχονται από το ίδιο ση-
μείο.

8.	 Δίνεται επίπεδο π, ευθεία ε του π και ση-
μείο Ο εκτός του π. Έστω Μ τυχαίο ση-
μείο της ε και σ επίπεδο κάθετο στην ΟΜ 
στο Ο. Να αποδείξετε ότι τα επίπεδα σ δι-
έρχονται από σταθερό σημείο του π.

•	 Απόσταση σημείου από επίπεδο είναι η απόσταση του σημείου από την προβολή του 
στο επίπεδο.

•	 Από τα τμήματα που έχουν αρχή ένα σημείο και τέλος τυχαίο σημείο ενός επιπέδου, 
το κάθετο είναι το μικρότερο από όλα τα άλλα.

•	 Για κάθε δύο ασύμβατες ευθείες υπάρχει μοναδική κοινή κάθετη ευθεία.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ

τ

σ
ε

Σχήμα 36

εσωτερικό

σ
τʹ
σʹ

τ
ε

Πτ

Πσ

Σχήμα 37
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σημεία του χώρου, που δεν είναι εσωτερικά της δίεδρης, 
δεν ανήκουν στις έδρες ούτε στην ακμή της, θα λέγονται 
εξωτερικά σημεία της δίεδρης. Η δίεδρη γωνία που έχει 
την ίδια ακμή και τις ίδιες έδρες αλλά περιέχει τα εξωτερικά 
σημεία της αρχικής δίεδρης λέγεται μη κυρτή ή αντικείμενη 
της αρχικής.

Τα αντικείμενα ημιεπίπεδα, σʹ και τʹ μιας δίεδρης γωνίας 
ε(σ,τ) σχηματίζουν μία άλλη δίεδρη γωνία (σχ.37), με την 
ίδια ακμή ε, που λέγεται κατακορυφήν της αρχικής και συμ-
βολίζεται με ε(σʹ,τʹ).

Ορισμός IΙ

Η τομή μιας δίεδρης γωνίας με επίπεδο κάθετο στην 
ακμή της είναι μία επίπεδη γωνία στο κάθετο επίπε-
δο, η οποία λέγεται αντίστοιχη επίπεδη της δίεδρης 
(σχ.38).

Αν θεωρήσουμε δύο αντίστοιχες επίπεδες γωνίες ΑÔΒ 
και ΑʹÔʹΒʹ της δίεδρης γωνίας ε(σ,τ), με ΟΑ = ΟʹΑʹ και 
ΟΒ = ΟʹΒʹ (σχ.39), προκύπτει ότι τα ΟΟʹΒʹΒ και ΟΟʹΑʹΑ 
είναι ορθογώνια, άρα ΑΑʹ//=ΒΒʹ. Αλλά από το παραλλη-
λόγραμμο ΑΑʹΒʹΒ έχουμε ΑΒ = ΑʹΒʹ, επομένως τα τρίγω-
να ΟΑΒ και ΟʹΑʹΒʹ είναι ίσα, άρα και οι γωνίες ΑÔΒ και 
ΑʹÔʹΒʹ είναι ίσες. Από αυτά προκύπτει ότι δύο τυχαίες επί-
πεδες γωνίες μίας δίεδρης γωνίας είναι ίσες.

Ορισμός IΙΙ

Δύο δίεδρες γωνίες λέγονται ίσες, αν τοποθετώντας 
τη μία πάνω στην άλλη εφαρμόζουν ακριβώς.

Δίεδρη γωνία δύο τεμνόμενων επιπέδων λέγεται η μικρό-
τερη ή ίση της ορθής δίεδρη γωνία που σχηματίζουν τα δύο 
επίπεδα. Γωνία δύο επιπέδων λέγεται η αντίστοιχη επίπεδη 
της δίεδρης των δύο επιπέδων.

Αποδεικνύεται ότι:

Αν δύο δίεδρες γωνίες είναι ίσες, τότε και οι αντίστοιχες 
επίπεδες γωνίες είναι ίσες και αντίστροφα.

Θεώρημα Ι

σ
ε

τ

φ

π

Σχήμα 38

Ο
Α

Αʹ

Βʹ

Β
Οʹ

ε

σ

τ

Σχήμα 39
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Με αυτό το θεώρημα μεταφέρουμε στις δίεδρες όλους τους 
ορισμούς τα μέτρα και τις ιδιότητες των επίπεδων γωνιών. 
Έτσι έχουμε:

•	 Δύο δίεδρες γωνίες, που έχουν κοινή ακμή, μία έδρα 
κοινή και τις άλλες εκατέρωθεν της κοινής, λέγονται 
εφεξής.

•	 Δύο εφεξής δίεδρες των οποίων οι μη κοινές έδρες 
είναι αντικείμενα ημιεπίπεδα λέγονται παραπληρω-
ματικές (σχ.40).

•	 Μία δίεδρη γωνία λέγεται οξεία, ορθή ή αμβλεία, αν 
η αντίστοιχη επίπεδη γωνία της δίεδρης είναι οξεία, 
ορθή ή αμβλεία.

•	 Όταν δύο επίπεδα τεμνόμενα σχηματίζουν μία από τις 
τέσσερις δίεδρες γωνίες ορθή (σχ.41), τότε και οι τέσ-
σερις είναι ορθές.

Ορισμός IV

Δύο επίπεδα που σχηματίζουν μία ορθή δίεδρη λέγο-
νται κάθετα επίπεδα.

Την καθετότητα δύο επιπέδων σ και τ τη συμβολίζουμε με 
σ⊥τ.

Αν μία ευθεία ξ είναι κάθετη σε ένα επίπεδο σ, τότε κάθε 
επίπεδο που περιέχει την ξ είναι κάθετο στο σ.

Θεώρημα ΙI

 Απόδειξη

Έστω Ο το κοινό σημείο της ξ με το επίπεδο σ (σχ.42), ε 
η ευθεία τομής των επιπέδων σ και τ και ζ ευθεία του σ 
κάθετη στην ε, στο σημείο Ο. Η γωνία των ευθειών ξ και ζ 
είναι η αντίστοιχη της δίεδρης των επιπέδων σ και τ, αφού οι 
ευθείες ξ και ζ είναι κάθετες στην ακμή ε. Επειδή όμως η ευ-
θεία ξ είναι κάθετη στο επίπεδο σ, θα είναι κάθετη σε κάθε 
ευθεία του επιπέδου που περνάει από το Ο, άρα και στη ζ. 
Επομένως, η επίπεδη γωνία των ευθειών ξ και ζ είναι ορθή.

Αν δύο επίπεδα είναι κάθετα, κάθε ευθεία του ενός κάθε-
τη στην τομή τους είναι κάθετη στο άλλο.

Θεώρημα ΙII

σ
ε τ

σʹ

Σχήμα 40

ε

τσ

Σχήμα 41

ξ

τ

ζ

σ

Ο

ε

Σχήμα 42
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 Απόδειξη

Έστω ξ ευθεία του επιπέδου τ (σχ.42α), κάθετη στην κοινή 
ευθεία ε των κάθετων επιπέδων σ και τ και Ο το ίχνος της 
ξ στο επίπεδο σ. Έστω ζ η ευθεία του επιπέδου σ που είναι 
κάθετη στην ε και περνάει από το Ο. Οι ευθείες ξ και ζ ορί-
ζουν την αντίστοιχη επίπεδη γωνία της δίεδρης που έχει ως 
έδρες δύο από τα τέσσερα ημιεπίπεδα των επιπέδων σ και 
τ. Επειδή τα επίπεδα είναι κάθετα, η αντίστοιχη επίπεδη της 
δίεδρης είναι ορθή. Άρα, οι ευθείες ξ και ζ είναι κάθετες. 
Τότε η ευθεία ξ είναι κάθετη σε δύο ευθείες, τις ε και ζ, του 
επιπέδου σ, άρα η ευθεία ξ είναι κάθετη στο σ.

	 i)	 Αν δύο επίπεδα είναι κάθετα μεταξύ τους, τότε η ευ-
θεία που είναι κάθετη στο πρώτο και διέρχεται από 
σημείο του δευτέρου, βρίσκεται στο δεύτερο επίπεδο.

	ii)	 Αν μία ευθεία ξ είναι κάθετη σε επίπεδο σ, τότε κάθε 
επίπεδο παράλληλο στην ξ είναι κάθετο στο επίπεδο σ.

	iii)	 Αν δύο τεμνόμενα επίπεδα είναι κάθετα σε επίπεδο π, 
τότε η τομή τους είναι κάθετη στο π.

ΠΟΡΙΣΜΑτα

 Απόδειξη

Η απόδειξη των πορισμάτων i) και ii) είναι προφανής.
iii) Τα επίπεδα σ και τ τέμνουν το π κατά τις ευθείες ε και 
ζ αντίστοιχα. Έστω Ο το κοινό σημείο των ε και ζ (σχ.43). 
Τότε, η ευθεία που είναι κάθετη στο π και περνάει από το 
Ο, σύμφωνα με το πόρισμα i), ανήκει στο επίπεδο σ. Αλλά 
για τον ίδιο λόγο ανήκει και στο τ. Άρα είναι η κοινή ευθεία 
των δύο επιπέδων.

ξ

τ

ζ

σ

Ο
ε

Σχήμα 42α
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Σχήμα 43

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   278 23/7/2013   3:39:53 μμ



279

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 2 .  Ε Υ Θ Ε Ι Ε Σ  Κ Α Ι  Ε Π Ι Π Ε Δ Α  Σ Τ Ο  Χ Ω Ρ Ο

Αν δύο επίπεδα είναι κάθετα, τότε κάθε ευθεία ξ κάθετη στο ένα είναι παράλληλη 
στο άλλο ή ανήκει σε αυτό.

Απόδειξη 

Από το σημείο τομής Ο της ευθείας ξ και του επιπέδου 
σ φέρουμε την ευθεία ζ (σχ.44), κάθετη στην κοινή ευ-
θεία ε των δύο επιπέδων. Έστω Ζ το σημείο τομής των 
ευθειών ε και ζ. Η ευθεία ζ είναι κάθετη στο επίπεδο τ, 
γιατί από την κατασκευή είναι κάθετη στην τομή των 
δύο κάθετων επιπέδων. Το επίπεδο των τεμνόμενων 
ευθειών ξ και ζ τέμνει το τ κατά την ευθεία ξ1 που είναι 
κάθετη στην ζ λόγω της καθετότητας του επιπέδου τ 
με την ευθεία ξ. Οι ευθείες ξ και ξ1 είναι παράλληλες, 
γιατί είναι κάθετες στην ευθεία ζ και βρίσκονται στο 
επίπεδο (ξ, ξ1). Αν το ίχνος Ο της ευθείας ξ στο σ είναι 
σημείο της ευθείας ε, τότε η ευθεία ξ ανήκει στο τ.

  εφαρμογη








ξξ1

τ

ζ

σ

ε
ΟΖ

Σχήμα 44

Ερωτήσεις Κατανόησης
1.	 Πώς βρίσκουμε την αντίστοιχη επίπεδη 

μίας δίεδρης γωνίας;
2.	 Πώς κατασκευάζεται το επίπεδο που δι-

χοτομεί μία δίεδρη γωνία;

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να κατασκευάσετε επίπεδο, που διέρχεται 

από σημείο Ο και είναι κάθετο σε δοσμέ-
νο επίπεδο π.

2.	 Να αποδείξετε ότι αν ένα επίπεδο είναι 
κάθετο στην ακμή μιας δίεδρης, είναι κά-

θετο και στις έδρες.
3.	 Στην έδρα σ δίεδρης ε(σ,τ) δίνονται δύο 

σημεία Β, Γ εκτός της ε. Να βρεθεί ση-
μείο Α της έδρας τ τέτοιο, ώστε το τρίγω-
νο ΑΒΓ να είναι ισοσκελές και ορθογώνιο 
στο Α.

4.	 Από δοσμένο σημείο Ο να κατασκευάσετε 
επίπεδο π κάθετο σε επίπεδο σ και παράλ-
ληλο σε ευθεία ε.

5.	 Δίνεται ευθεία ε και επίπεδο π. Να κατα-
σκευάσετε επίπεδο που διέρχεται από την 
ευθεία ε και είναι κάθετο στο π.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση




•	 Ίσες δίεδρες γωνίες έχουν ίσες αντίστοιχες επίπεδες και αντίστροφα.
•	 Κάθε επίπεδο που διέρχεται από ευθεία ξ κάθετη σε επίπεδο π είναι κάθετο στο π.
•	 Δύο τεμνόμενα επίπεδα κάθετα στο π τέμνονται σε ευθεία κάθετη στο π.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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 12.8 	�Π ροβολή σημείου και ευθείας σε 
επίπεδο - Γωνία ευθείας και επιπέδου

► �Προβολή σημείου και ευθείας σε επίπεδο

Έχουμε ήδη ορίσει την προβολή σημείου σε επίπεδο στην 
§12.5. Γενικεύοντας αυτόν τον ορισμό έχουμε:

Ορισμός I

Ορθή προβολή ή απλώς προβολή ενός σχήματος σε 
επίπεδο π λέγεται ο γεωμετρικός τόπος των ορθών 
προβολών όλων των σημείων του σχήματος στο επί-
πεδο.

Το επίπεδο π λέγεται επίπεδο προβολής.

Η προβολή ευθείας ε σε επίπεδο π, που δεν είναι κάθετο 
σε αυτή, είναι ευθεία.

Θεώρημα I

 Απόδειξη

Αν Μʹ είναι η προβολή σημείου Μ της ευθείας ε στο επίπεδο 
π, η ευθεία ΜΜʹ (σχ.45) είναι κάθετη στο π, άρα το επίπεδο 
τ = (ε, ΜΜʹ) είναι κάθετο στο π και έστω εʹ η τομή των δύο 
επιπέδων. Αν προβάλουμε το τυχαίο σημείο Ν της ε (διά-
φορο του Μ), η προβάλλουσα ευθεία είναι παράλληλη στη 
ΜΜʹ και ένα σημείο της (το Ν) ανήκει στο τ, άρα θα ανήκει 
στο τ και θα τέμνει το σ σε σημείο Νʹ της ευθείας εʹ. Άρα η 
προβολή της ε είναι η ευθεία εʹ.

► �Γωνία ευθείας και επιπέδου

Η γωνία που σχηματίζει μία ευθεία ε, που τέμνει ένα επί-
πεδο π, με την προβολή της εʹ, είναι η μικρότερη από τις 
γωνίες που σχηματίζει η ευθεία ε με τυχαία ευθεία του π 
που την τέμνει.

Θεώρημα II

 Απόδειξη

Θεωρούμε σημείο Α της ευθείας ε και έστω Αʹ η προβο-
λή του στο π (σχ.46). Στην τυχαία ευθεία ξ του επιπέδου 
π που περνάει από το Ο παίρνουμε σημείο Β τέτοιο, ώστε 
ΟΑʹ = ΟΒ. Προφανώς έχουμε ΑΑʹ < ΑΒ, γιατί η ΑΑʹ είναι 
κάθετη στο επίπεδο. Τα τρίγωνα ΟΑΑʹ και ΟΑΒ έχουν την 

Σχήμα 45

π

Σ
Ν

Νʹ

Μ

Μʹ

ε

εʹ

Σχήμα 46

π
εʹ

εΑ

Αʹ

ξΒ

Ο
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ΟΑ κοινή και ΟΑʹ = ΟΒ και ΑΑʹ < ΑΒ, άρα ΑÔΑʹ < ΑÔΒ. 
Η γωνία των ευθειών ε και εʹ είναι η μικρότερη, καθώς αυτή 
η ανισότητα ισχύει για κάθε ευθεία ξ που περνάει από το Ο 
και είναι διάφορη της εʹ.

Ορισμός II

Γωνία ευθείας και επιπέδου λέγεται η γωνία που σχη-
ματίζει η ευθεία με την προβολή της στο επίπεδο.

Διχοτόμο ημιεπίπεδο μιας δίεδρης ε(σ,τ) λέγεται το ημιεπί-
πεδο π που έχει ως αρχική ευθεία την ακμή ε και χωρίζει τη 
δίεδρη σε δύο ίσες δίεδρες. Το αντικείμενο του διχοτόμου 
ημιεπιπέδου μιας δίεδρης είναι το διχοτόμο ημιεπίπεδο πʹ της 
αντικείμενης δίεδρης γωνίας. Τα ημιεπίπεδα π και πʹ σχημα-
τίζουν ένα επίπεδο που διχοτομεί τη δίεδρη γωνία και την 
αντικείμενή της και λέγεται διχοτόμο επίπεδο της δίεδρης.

ΣΧΟΛΙΟ
Πολλές φορές στη βιβλιογραφία 
η γωνία ευθείας και επιπέδου 
λέγεται και κλίση ευθείας ως 
προς επίπεδο. Επειδή όμως ο 
όρος ʹʹκλίσηʹʹ έχει ορισθεί στην 
αναλυτική γεωμετρία ως η εφα-
πτομένη γωνίας, αποφεύγουμε 
τη χρησιμοποίηση αυτού του 
όρου για να μη γίνεται σύγχυση.

Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του εσωτερικού μιας κυρτής δίεδρης που 
ισαπέχουν από τις έδρες της είναι το διχοτόμο ημιεπίπεδο της δίεδρης.

Απόδειξη

Αν ΜΑ και ΜΑʹ, (σχ.47), είναι οι αποστάσεις του 
εσωτερικού σημείου Μ της δίεδρης ε(σ,τ), από 
τις έδρες σ και τ, έχουμε ΑΜ = ΜΑʹ. Οι ευθείες 
ΜΑ και ΜΑʹ είναι ορθογώνιες στην ακμή ε, ως 
κάθετες στα επίπεδα σ και τ αντίστοιχα, και επει-
δή είναι τεμνόμενες, ορίζουν επίπεδο κάθετο στην 
ακμή ε που την τέμνει στο Ο. Οι ευθείες τομής 
του επιπέδου αυτού από τις έδρες σ και τ ορίζουν 
την ΑÔΑʹ, αντίστοιχη επίπεδη της δίεδρης ε(σ,τ).
Τότε τα τρίγωνα ΟΜΑ και ΟΜΑʹ είναι ίσα, γιατί 
είναι ορθογώνια στις κορυφές Α και Αʹ, έχουν την 
ΟΜ κοινή και ΜΑ = ΜΑʹ. Επομένως, οι γωνίες 
ΑÔΜ και ΑʹÔΜ είναι ίσες. Αυτές όμως είναι οι αντίστοιχες επίπεδες των διέδρων 
ε(σ,π) και ε(π,τ). 
Αντίστροφα, αν Μ είναι σημείο του ημιεπιπέδου π που διχοτομεί τη δίεδρη ε(σ,τ) 
και το προβάλλουμε στις έδρες σ και τ στα Α και Αʹ αντίστοιχα, τα τρίγωνα ΟΜΑ 
και ΟΜΑʹ είναι ορθογώνια στα Α και Αʹ, έχουν την ΟΜ κοινή και ΑÔΜ = ΑʹÔΜ. 
Επομένως ΜΑ = ΜΑʹ.

  εφαρμογη
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Σχήμα 47
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Αν η μία πλευρά ορθής γωνίας είναι παράλληλη σε επίπεδο και η άλλη δεν είναι 
κάθετη στο επίπεδο, τότε η γωνία προβάλλεται ως ορθή.

Απόδειξη

Θεωρούμε την ορθή γωνία ΑB̂Γ (σχ.48), της 
οποίας η πλευρά ΑΒ είναι παράλληλη στο επί-
πεδο π και έστω ΑʹΒʹΓʹ η προβολή της στο π. 
Το επίπεδο σ που είναι κάθετο στην ευθεία ΑΒ 
στο Β περιέχει τη ΒΓ, αφού ΑΒ⊥ΒΓ. Το επίπεδο 
που προβάλλει την ΑΒ στο π τέμνει το π κατά 
την ευθεία ΑʹΒʹ που είναι παράλληλη στην ΑΒ, 
άρα η ΑʹΒʹ είναι κάθετη στο σ. Επομένως η ΑʹΒʹ 
είναι κάθετη στη ΒʹΓʹ.

  εφαρμογη
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Β
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Σχήμα 48

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση


 Ερωτήσεις Κατανόησης

1.	 Η προβολή ΑʹΒʹ ενός ευθύγραμμου τμή-
ματος ΑΒ σε επίπεδο π έχει μήκος μικρό-
τερο, μεγαλύτερο ή ίσο με αυτό του ΑΒ; 
Πότε ισχύει η ισότητα;

2.	 Το μέσο ευθύγραμμου τμήματος προβάλ-
λεται στο μέσο της προβολής;

3.	 Ευθύγραμμο τμήμα προβάλλεται σε επί-
πεδο. Ποια πρέπει να είναι η γωνία που 
σχηματίζει ένα ευθύγραμμο τμήμα με το 
επίπεδο, ώστε η προβολή του να έχει μή-
κος το μισό του μήκους του;

4.	 Πότε μία ευθεία προβάλλεται σε ένα επί-
πεδο ως σημείο;

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να κατασκευάσετε επίπεδο τ που διέρχε-

ται από ευθεία ε και είναι κάθετο σε επί-
πεδο π.

2.	 Να αποδείξετε ότι αν σημείο Μ διαιρεί 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε λόγο λ, τότε η 
προβολή του ΑΒ σε ένα επίπεδο π, που 
δεν είναι κάθετο στο ΑΒ, διαιρείται από 
την προβολή του Μ στον ίδιο λόγο.

3.	 Αν ΑʹΒʹΓʹ είναι η προβολή τριγώνου ΑΒΓ 
σε επίπεδο π, να αποδείξετε ότι το κέντρο 
βάρους Κ του τριγώνου ΑΒΓ προβάλλεται 
στο κέντρο βάρους Κʹ του ΑʹΒʹΓʹ.

4.	 Να αποδείξετε ότι παράλληλες ευθείες 
προβάλλονται σε παράλληλες ευθείες σε 
επίπεδο π, στο οποίο δεν είναι κάθετες.

5.	 Να αποδείξετε ότι η προβολή παραλλη-
λογράμμου ΑΒΓΔ σε επίπεδο π, που δεν 
είναι κάθετο στο επίπεδο του παραλληλο-
γράμμου, είναι παραλληλόγραμμο.

6.	 Να αποδείξετε ότι η προβολή ορθής γω-
νίας σε επίπεδο που τέμνει τις πλευρές 
της ορθής είναι αμβλεία γωνία.

7.	 Τα άκρα Α και Β ευθύγραμμου τμήματος 
ΑΒ απέχουν από επίπεδο π 20 και 23 και 
οι προβολές Αʹ και Βʹ των σημείων Α και 
Β απέχουν μεταξύ τους 4. Πόσο απέχουν 
τα Α και Β μεταξύ τους;

8.	 Να υπολογίσετε το μήκος της προβολής 
ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ μήκους α σε 
επίπεδο π, όταν η γωνία του ΑΒ ως προς 
το π είναι:

	 i) 30°,   ii)45°   και   iii) 60°.
9.	 Να κατασκευάσετε ευθεία που να σχημα-

τίζει γωνία 60° με επίπεδο π, να διέρχεται 
από σημείο Α του π και να προβάλλεται σε 
ευθεία ε του π, που διέρχεται από το Α.

10.	Να αποδείξετε ότι ο λόγος των προβολών 
δύο ευθύγραμμων τμημάτων της ίδιας ευ-
θείας ισούται με το λόγο των τμημάτων 
αυτών.
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Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν σ και τ είναι δύο τεμνόμενα επίπεδα 

και Ο σημείο του σ, να αποδείξετε ότι η 
ευθεία του σ που διέρχεται από το Ο και 
σχηματίζει τη μεγαλύτερη γωνία με το τ 
είναι η κάθετη στην κοινή ευθεία ε.

2.	 Να αποδείξετε ότι τα επίπεδα που είναι 
κάθετα στο επίπεδο ενός τριγώνου και πε-
ριέχουν τις διχοτόμους του τριγώνου τέ-
μνονται σε μία ευθεία.

3.	 Να αποδείξετε ότι σε στρεβλό τετράπλευ-
ρο ΑΒΓΔ, που έχει τις μη διαδοχικές πλευ-
ρές ίσες, η ευθεία που συνδέει τα μέσα 
των διαγωνίων του είναι κοινή κάθετος 
των διαγωνίων.

4.	 Δίνεται ένα οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Να 

κατασκευάσετε επίπεδο π που να περιέχει 
την ΑΒ τέτοιο, ώστε η γωνία Γ̂ να προβάλ-
λεται ως ορθή.

5.	 Εάν ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ έχει τα άκρα 
του επί των εδρών μιας δίεδρης γωνίας, 
τότε το διχοτόμο επίπεδο της δίεδρης χω-
ρίζει το ΑΒ σε δύο τμήματα, ανάλογα των 
αποστάσεων των άκρων Α και Β από την 
ακμή της δίεδρης.

6.	 Αν ένα σημείο Α απέχει από επίπεδο π 
απόσταση 6 και από ευθύγραμμο τμήμα 
ΒΓ του π απόσταση 10, να αποδείξετε ότι 
το εμβαδόν της προβολής του τριγώνου 
ΑΒΓ ισούται με 4

5
 του εμβαδού του τρι-

γώνου.

1.	 Να κατασκευάσετε την αντίστοιχη επίπεδη μιας δίεδρης γωνίας. 
	 Εναλλακτική κατασκευή αντίστοιχης επίπεδης μιας δίεδρης, με ευθείες κάθετες στις έδρες 

σε ένα σημείο της ακμής.
2.	 Να μελετήσετε την προβολή τριγώνου σε επίπεδο. Για το εμβαδόν Ε τριγώνου να απο-

δείξετε ότι ισχύει Εʹ = Εσυνφ, όπου Εʹ το εμβαδόν της προβολής και φ η γωνία των δύο 
επιπέδων.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

Μία ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο αν:
•	 η ευθεία είναι κάθετη σε δύο ευθείες του επιπέδου,
•	 η ευθεία είναι κάθετη σε μία ευθεία του επιπέδου και ορθογώνια σε μία άλλη και 
•	 η ευθεία είναι ορθογώνια σε δύο ευθείες του επιπέδου.
Γενικότερα, η ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο, αν είναι κάθετη ή ορθογώνια σε δύο 
ευθείες που είναι παράλληλες στο επίπεδο.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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1.	 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των ση-
μείων του χώρου που ισαπέχουν από δύο 
τεμνόμενες ευθείες ε και ξ.

2.	 Αν δύο επίπεδα τέμνονται σε ευθεία ε, 
κάθε ευθεία ξ κάθετη στο ένα, προβάλλε-
ται στο άλλο σε ευθεία κάθετη στην ε.

3.	 Δίνονται δύο ασύμβατες ευθείες ε και ξ, 
που σχηματίζουν ίσες γωνίες με επίπεδο π 
και έχουν προβολές στο επίπεδο π ευθεί-
ες παράλληλες. Να αποδείξετε ότι όλες οι 
ευθείες που συναντούν τις ε και ξ και εί-
ναι παράλληλες στο επίπεδο π, συναντούν 
μία ευθεία που είναι κάθετη στο π.

4.	 Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία που τέμνει 
τις έδρες μίας δίεδρης γωνίας σε σημεία 
που ισαπέχουν από την ακμή της, σχη-
ματίζει ίσες γωνίες με τις έδρες και αντί-
στροφα.

5.	 Για να ισαπέχουν δύο σημεία Α και Β από 

ευθεία ε, πρέπει και αρκεί οι αποστάσεις 
των σημείων Α και Β από τα επίπεδα 
(ε, Β) και (ε, Α) αντίστοιχα, να είναι ίσες.

6.	 Να αποδείξετε ότι αν Μ1 και Μ2 είναι οι 
προβολές σημείου Μ σε δύο τεμνόμενα 
επίπεδα π1 και π2, οι προβολές των Μ1 
και Μ2 στην τομή συμπίπτουν.

7.	 Δίνεται στρεβλό τετράπλευρο ΑΒΓΔ και 
επίπεδο π. Να βρεθούν τέσσερις ευθείες 
παράλληλες που περνάνε από τις κορυφές 
Α, Β, Γ και Δ και τέμνουν το π σε σημεία 
Αʹ, Βʹ, Γʹ και Δʹ, ώστε το ΑʹΒʹΓʹΔʹ να είναι 
παραλληλόγραμμο.

8.	 Αν ε και εʹ είναι δύο ασύμβατες ευθείες 
και Μ, Ν είναι δύο σημεία της ε, συμμε-
τρικά ως προς την κοινή κάθετο των ε και 
εʹ, να αποδείξετε ότι αυτά ισαπέχουν από 
την εʹ και αντίστροφα.

 γενικεσ





 Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ

«Γεωμετρικές 
Συνθέσεις» 

Δ. Τηνιακός
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Πυραμίδα, είσοδος στο 
μουσείο του Λούβρου,  
Παρίσι (1989).  
Αρχιτέκτων ο Γιέο Μιγκ Πέι.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13
Στερεά σχήματα
Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε δύο οικογένειες στερεών σχημάτων, τα πολύεδρα και τα 
στερεά εκ περιστροφής. Τα πολύεδρα αποτελούνται από τμήματα επιπέδων, κατάλληλα τοπο-
θετημένα, ώστε να σχηματίζουν ένα κλειστό στερεό σύνολο. Υπάρχουν πολλά είδη πολυέδρων, 
εδώ όμως θα μελετήσουμε τα απλούστερα από αυτά, όπως είναι τα πρίσματα και οι πυραμί-
δες. Τα στερεά εκ περιστροφής με τα οποία θα ασχοληθούμε είναι ο κύλινδρος, ο κώνος και 
η σφαίρα. Τα στερεά αυτά λέγονται έτσι γιατί σχηματίζονται κατά την περιστροφή επίπεδων 
σχημάτων, όπως είναι το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, το ορθογώνιο τρίγωνο και ο κύκλος.
Τα πολύεδρα αποτελούν μία κατηγορία σχημάτων του χώρου, τα οποία παρουσιάζουν θεω-
ρητικό ενδιαφέρον, είναι όμως χρήσιμα και από πλευράς εφαρμογής σε διάφορους τομείς της 
τεχνολογίας και της τέχνης. Στις διάφορες εφαρμογές χρησιμοποιούνται για να προσομοιά-
ζουν σχήματα του φυσικού χώρου που συναντάμε γύρω μας και είναι σημαντικές όχι μόνο οι 
μετρικές αλλά και οι καθαρά γεωμετρικές ιδιότητές τους.
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 13.1 	Π ερί πολυέδρων

Στο κεφάλαιο 12 μελετήσαμε τις δίεδρες γωνίες, τα σχήματα 
δηλαδή που αποτελούνται από δύο τεμνόμενα επίπεδα. Στο 
κεφάλαιο αυτό θα χρειασθούμε την έννοια της τρίεδρης ή 
πολυεδρικής γωνίας, τα σχήματα δηλαδή που σχηματίζονται 
ή αποτελούνται από τρία ή περισσότερα επίπεδα. Δίνουμε 
λοιπόν τους ακόλουθους ορισμούς.

Ορισμός Ι

Τρίεδρη γωνία λέγεται το σχήμα που καθορίζεται από 
τρεις ημιευθείες Ox, Oy και Οz, με κοινή αρχή Ο, που 
δεν είναι συνεπίπεδες.

Το σημείο Ο λέγεται κορυφή της τρίεδρης, οι ημιευθείες Ox, 
Oy και Oz λέγονται ακμές της τρίεδρης. Αν Α, Β και Γ είναι 
τρία σημεία στις ακμές της τρίεδρης, οι γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ 
και ΓÔΑ λέγονται έδρες ή επίπεδες γωνίες της τρίεδρης 
και τέλος οι δίεδρες γωνίες της τρίεδρης είναι ΟΑ(Β,Γ), 
ΟΒ(Α,Γ) και ΟΓ(Α,Β) με ακμές τις ΟΑ, ΟΒ και ΟΓ και 
έδρες τα τρία επίπεδα που ορίζουν οι ακμές ανά δύο. Η τρί-
εδρη γωνία συμβολίζεται με Ο.ΑΒΓ ή Ο.ξζε, όπου ε, ζ και 
ξ είναι οι ακμές της τρίεδρης (σχ.1). 

Μία τυχαία ημιευθεία ΟΧ λέγεται εσωτερική της τρίεδρης 
Ο.ΑΒΓ αν η ΟΧ τέμνει το τρίγωνο ΑΒΓ σε εσωτερικό ση-
μείο Χ. Ένα σημείο Χ του χώρου χαρακτηρίζεται ως εσω-
τερικό αν ανήκει σε μία εσωτερική ημιευθεία ΟΧ.  

Αντίστοιχος ορισμός δίνεται και για την πολυεδρική γωνία. 

Ορισμός ΙΙ

Πολυεδρική γωνία λέγεται το σχήμα που αποτελείται 
από ν διατεταγμένες ημιευθείες ΟΑ1, ΟΑ2, ..., ΟΑν, με 
κοινή αρχή το σημείο Ο, που ανά τρεις διαδοχικές δεν 
είναι συνεπίπεδες (σχ.2).

Το σημείο Ο λέγεται κορυφή της πολυεδρικής, οι ημιευθεί-
ες λέγονται ακμές, ανά δύο διαδοχικές ακμές ορίζουν μία 
έδρα ή επίπεδη γωνία και ανά δύο διαδοχικές έδρες ορίζουν 
μία δίεδρη γωνία της πολυεδρικής στερεάς γωνίας.

Μία πολυεδρική γωνία με τέσσερις, πέντε κτλ. ακμές λέγε-
ται αντίστοιχα τετράεδρη, πεντάεδρη κτλ. γωνία.

Σχήμα 1
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Μία πολυεδρική γωνία λέγεται κυρτή, αν το επίπεδο της 
κάθε έδρας αφήνει την πολυεδρική γωνία στο ίδιο μέρος 
του χώρου.

Ορισμός ΙΙΙ

Απλό πολύεδρο ή πολύεδρο ή ν-εδρο λέγεται το πεπε-
ρασμένο σχήμα του χώρου, το οποίο περικλείεται από 
ν επίπεδα πολυγωνικά σχήματα, που λέγονται έδρες 
του πολυέδρου.

Οι έδρες του πολυέδρου αποτελούν την επιφάνεια του πο-
λυέδρου. Η κάθε πλευρά των εδρών ανήκει σε δύο ακριβώς 
έδρες και λέγεται ακμή του πολυέδρου. Η κάθε κορυφή των 
εδρών ανήκει σε τρεις ή περισσότερες έδρες του πολυέδρου 
και λέγεται κορυφή του πολυέδρου. Ένα πολύεδρο λέγεται 
κυρτό, αν το επίπεδο της κάθε έδρας αφήνει ολόκληρο το 
πολύεδρο στον έναν ημιχώρο. Αντίθετα, αν υπάρχουν κο-
ρυφές του πολυέδρου που βρίσκονται εκατέρωθεν του επι-
πέδου μίας τουλάχιστον έδρας, τότε το πολύεδρο λέγεται 
μη κυρτό. Στο βιβλίο αυτό θα ασχοληθούμε μόνο με κυρτά 
πολύεδρα. Στο σχ.3 παριστάνονται μερικά κυρτά πολύεδρα. 
Στο σχ.4, το σημείο Α είναι μία κορυφή, το τμήμα ΑΔ είναι 
μία ακμή και το τετράγωνο ΑΔΔʹΑʹ είναι μία έδρα του ει-
κονιζόμενου πολύεδρου που λέγεται κύβος.

Ανά δύο οι κορυφές του πολυέδρου που δεν ανήκουν στην 
ίδια έδρα ορίζουν ευθύγραμμα τμήματα που λέγονται δια-
γώνιοι του πολυέδρου. Επίσης, ανά τρεις οι κορυφές του 
πολυέδρου που δεν ανήκουν στην ίδια έδρα ορίζουν επίπεδα 
που λέγονται διαγώνια επίπεδα του πολυέδρου. Στο σχ.4 
το επίπεδο ΑΔΓʹΒʹ είναι ένα διαγώνιο επίπεδο και το τμήμα 
ΑΓʹ μία διαγώνιος του κύβου.

Ενδεικτικά αναφέρουμε μερικές προτάσεις που ισχύουν στα 
πολύεδρα:

•	 Οι έδρες ενός κυρτού πολύεδρου και οι επίπεδες τομές 
του είναι κυρτά πολύγωνα.

•	 Κάθε ευθεία τέμνει ένα κυρτό πολύεδρο το πολύ σε 
δύο σημεία.

•	 Αν Κ είναι το πλήθος των κορυφών, Α το πλήθος των 
ακμών και Ε το πλήθος των εδρών απλού πολυέδρου, 
ισχύει η σχέση Κ − Α + Ε = 2 (Θεώρημα του Euler).

Σχήμα 3
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Πρίσματα

 13.2 	 Ορισμός και στοιχεία του πρίσματος

► �Πρισματική επιφάνεια

Θεωρούμε σε ένα επίπεδο π μία κλειστή πολυγωνική γραμ-
μή με ν κορυφές και μία ευθεία ε, που τέμνει το π. Το σύ-
νολο των ευθειών που είναι παράλληλες στην ε και διέρ-
χονται από τα σημεία της πολυγωνικής γραμμής λέγονται 
γενέτειρες (σχ.5) και συνιστούν μία επιφάνεια που λέγεται 
πρισματική επιφάνεια. Η πολυγωνική γραμμή λέγεται οδη-
γός γραμμή. Οι γενέτειρες που διέρχονται από τις κορυφές 
της πολυγωνικής γραμμής λέγονται ακμές της πρισματικής 
επιφάνειας. Το σύνολο των γενετειρών, που τέμνουν μία 
πλευρά της πολυγωνικής γραμμής, σχηματίζει μία επίπεδη 
επιφάνεια που λέγεται έδρα της πρισματικής επιφάνειας. Η 
πρισματική επιφάνεια λέγεται κυρτή ή μη κυρτή, αν η οδη-
γός γραμμή είναι κυρτή ή όχι. Στα επόμενα θα ασχοληθούμε 
με κυρτές πρισματικές επιφάνειες. Κάθε επίπεδο που τέμνει 
μία ακμή θα τέμνει όλες τις ακμές και η πολυγωνική γραμμή 
που σχηματίζεται λέγεται επίπεδη τομή της πρισματικής 
επιφάνειας. Παράλληλα επίπεδα τέμνουν την πρισματική 
επιφάνεια σε ίσες πολυγωνικές γραμμές. Αν το επίπεδο τέ-
μνει κάθετα τις ακμές, τότε η τομή λέγεται κάθετη τομή.

► �Πρίσμα

Το στερεό σχήμα που περικλείεται μεταξύ δύο παραλλήλων 
επιπέδων και μιας πρισματικής επιφάνειας (σχ.6), συμπε-
ριλαμβανομένων των επίπεδων τομών, λέγεται πρίσμα. Οι 
δύο ίσες και παράλληλες τομές λέγονται βάσεις του πρί-
σματος. Κάθε ευθύγραμμο τμήμα που έχει άκρα στα επίπε-
δα των βάσεων και είναι κάθετο σε αυτά λέγεται ύψος του 
πρίσματος. Τα τμήματα των εδρών της πρισματικής επιφά-
νειας που περικλείονται μεταξύ των επιπέδων των βάσεων 
είναι παραλληλόγραμμα και λέγονται παράπλευρες έδρες 
του πρίσματος. Τα τμήματα των ακμών της πρισματικής 
επιφάνειας που περιλαμβάνονται μεταξύ των επιπέδων των 
βάσεων λέγονται παράπλευρες ακμές του πρίσματος. Οι 
κορυφές των βάσεων λέγονται κορυφές του πρίσματος. Οι 
πλευρές των βάσεων λέγονται ακμές του πρίσματος. Αν 
οι βάσεις είναι κάθετες τομές, το πρίσμα λέγεται ορθό. Το 
πρίσμα λέγεται τριγωνικό, τετραγωνικό, ν-γωνικό, αν οι 
βάσεις του είναι τρίγωνα, τετράπλευρα, ν-γωνα. Το πρίσμα 
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λέγεται κανονικό, αν είναι ορθό και οι βάσεις είναι κανονικά 
πολύγωνα. Ένα πρίσμα σημειώνεται γράφοντας τις κορυφές 
του πολυγώνου της μίας βάσης το σύμβολο – και στη συνέ-
χεια τις κορυφές της άλλης βάσης με την ίδια φορά. Έτσι, 
το πενταγωνικό πρίσμα που εικονίζεται στο σχ. 6 γράφεται 
ΑΒΓΔΕ-ΑʹΒʹΓʹΔʹΕʹ.

Αν οι βάσεις ενός πρίσματος είναι παραλληλόγραμμα, τότε 
το πρίσμα λέγεται παραλληλεπίπεδο (σχ.7). Αν το πρίσμα 
είναι ορθό και οι βάσεις είναι ορθογώνια, το πρίσμα λέγεται 
ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο (σχ.8). Ειδικότερα, αν το ορ-
θογώνιο παραλληλεπίπεδο έχει όλες τις ακμές ίσες, λέγεται 
κύβος (σχ.9).

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι σε κάθε πρίσμα ισχύουν 
οι προτάσεις:

•	 οι παράπλευρες έδρες είναι παραλληλόγραμμα,

•	 οι παράπλευρες ακμές είναι ίσες,

•	 οι βάσεις είναι ίσες.

 13.3 	Π αραλληλεπίπεδο - κύβος

Οι απέναντι έδρες ενός παραλληλεπιπέδου είναι ίσες και 
παράλληλες.

Θεώρημα ι

 Απόδειξη

Έστω το παραλληλεπίπεδο ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ (σχ.10). Οι απέ-
ναντι έδρες ΑΒΒʹΑʹ και ΔΓΓʹΔʹ έχουν:

ΑΒ=//ΔΓ από το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, ΑΑʹ=//ΔΔʹ από 
την έδρα ΑΑʹΔʹΔ και ΒÂΑʹ = ΓΔ̂Δʹ γιατί έχουν πλευρές πα-
ράλληλες μία προς μία και ομόρροπες. Άρα, τα παραλληλό-
γραμμα είναι ίσα και τα επίπεδά τους παράλληλα.

Από το θεώρημα αυτό προκύπτει ότι μπορούμε σε ένα πα-
ραλληλεπίπεδο να θεωρήσουμε οποιοδήποτε ζεύγος απέ-
ναντι εδρών ως βάσεις. Κάθε ακμή ενός παραλληλεπιπέδου 
είναι ίση με τις παράλληλές της, επομένως οι ακμές του πα-
ραλληλεπιπέδου χωρίζονται σε τρεις τετράδες ίσων ακμών.

Οι παράπλευρες έδρες ορθού πρίσματος είναι ορθογώνια.

ΠΟΡΙΣΜΑ Ι
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Ορισμός

Διαστάσεις ενός ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου λέγο-
νται τα μήκη των τριών ακμών που έχουν κοινό το 
ένα άκρο τους.

Σε κάθε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο το τετράγωνο της 
διαγωνίου δ ισούται με το άθροισμα των τετραγώνων των 
τριών διαστάσεων του ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου, 
δηλαδή δ 2 = α 2 + β 2 + γ 2.

Θεώρημα ιΙ

 Απόδειξη

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ (σχ.11), προκύπτει ότι

ΑΓ 2 = ΑΔ 2 + ΔΓ 2 ⇔ ΑΓ 2 = α 2 + β 2       (1).

Από το επίσης ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΓʹ έχουμε

ΑΓʹ 2 = ΑΓ 2 + ΓΓʹ 2 ⇔ δ 2 = ΑΓ 2 + γ 2      (2)

Αντικαθιστώντας στη (2) το ΑΓ 2 από την (1), έχουμε το 
ζητούμενο: δ 2 = α 2 + β 2 + γ 2.

Η διαγώνιος δ κύβου ακμής α είναι δ = α .

ΠΟΡΙΣΜΑ ΙΙ

 13.4 	 Μέτρηση πρίσματος

► �Εμβαδόν επιφάνειας ορθού πρίσματος

Η επιφάνεια ενός ορθού ν-γωνικού πρίσματος (σχ.12) απο-
τελείται από ν παράπλευρες έδρες και δύο βάσεις. Το εμβα-
δόν της παράπλευρης επιφάνειας ορθού πρίσματος Επ είναι 
το άθροισμα των εμβαδών των παράπλευρων εδρών του 
πρίσματος ενώ το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του πρί-
σματος Εο είναι το άθροισμα του εμβαδού της παράπλευρης 
επιφάνειας και του εμβαδού των δύο βάσεων. Αν υ είναι το 
ύψος του ορθού πρίσματος και α1, α2, ... αν είναι τα μήκη των 
πλευρών των βάσεων, τότε έχουμε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ και της ολι-
κής επιφάνειας Εο ενός ορθού πρίσματος με ύψος υ και 
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μήκη πλευρών των βάσεων α1, α2, ..., αν, δίνεται από τις 
σχέσεις:

Επ = s∙υ  και  Εο = Επ + 2Β,
όπου s είναι η περίμετρος και Β το εμβαδόν της μίας 
βάσης του.

 Απόδειξη

Καθεμία από τις παράπλευρες έδρες είναι ορθογώνιο πα-
ραλληλόγραμμο, που η μία του πλευρά είναι ίση με το ύψος 
υ του ορθού πρίσματος, ενώ η άλλη πλευρά είναι μία από 
τις πλευρές των ίσων βάσεων. Το εμβαδόν λοιπόν της πα-
ράπλευρης επιφάνειας του ορθού πρίσματος Επ δίνεται από 
τη σχέση:
Επ = α1∙ υ + α2 ∙ υ +... + αν ∙ υ = (α1 + α2 +...+ αν) ∙ υ = s ∙ υ,
όπου s είναι η περίμετρος της βάσης. 
Αν Β είναι το εμβαδόν της βάσης του ορθού πρίσματος, το 
εμβαδόν της ολικής επιφάνειας προφανώς δίνεται από τη 
σχέση

Εο = Επ + 2Β.

► �Ανάπτυγμα ορθού πρίσματος

Θεωρούμε το ορθό τετραγωνικό πρίσμα ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ 
(σχ.13). Η παράπλευρη επιφάνεια του πρίσματος αποτελείται 
από ορθογώνια παραλληλόγραμμα, τα οποία όμως ανήκουν 
σε διαφορετικά επίπεδα. Κατασκευάζουμε το ανάπτυγμα της 
παράπλευρης επιφάνειας του πρίσματος ως εξής: Στο επίπε-
δο μίας έδρας κατακλίνουμε όλες τις έδρες του πρίσματος 
με τη σειρά που αυτές είναι τοποθετημένες στο χώρο, σαν 
να ξετυλίγουμε τις παράπλευρες έδρες του πρίσματος και τις 
δύο βάσεις του πάνω στο επίπεδο μίας έδρας. Το σχήμα που 
προκύπτει από την ανάπτυξη της παράπλευρης επιφάνειας 
του πρίσματος αποτελείται από ορθογώνια παραλληλόγραμ-
μα ίσα με τις αντίστοιχες έδρες του πρίσματος, τοποθετημένα 
το ένα δίπλα στο άλλο, με τη σειρά που οι αντίστοιχες έδρες 
είναι τοποθετημένες στο χώρο. Λόγω της ισότητας αυτής, 
από το ανάπτυγμα του πρίσματος μπορούμε να υπολογίσου-
με το εμβαδόν της παράπλευρης και ολικής επιφάνειας του 
πρίσματος και γενικά να λύσουμε προβλήματα που έχουν 
σχέση με την επιφάνεια του πρίσματος.
Από το ανάπτυγμα του πρίσματος μπορούμε να κατασκευά-
σουμε πρακτικά το πρίσμα. Αν, δηλαδή, κόψουμε το σχήμα 
Α0Β0Γ0Δ0Α0Α0́Δ0́Γ0́Β0́Α0́ με ένα ψαλίδι και τσακίσουμε το 

Α
υ
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Γ
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χαρτί κατά μήκος των ευθύγραμμων τμημάτων Β0Β0́, Γ0Γ0́ 
και Δ0Δ0́, ώστε να ταυτιστούν τα δύο ευθύγραμμα τμήματα 
με άκρα τα σημεία Α0 και Α0́, έχουμε ένα πρίσμα με αυτό 
το ανάπτυγμα. Για να κατασκευάσουμε το συγκεκριμένο 
πρίσμα χρειαζόμαστε και τις δύο βάσεις του, ώστε να προσ-
διοριστούν οι δίεδρες γωνίες του πρίσματος.
Από το ανάπτυγμα του πρίσματος είναι φανερό ότι το εμβα-
δόν της παράπλευρης επιφάνειας ορθού πρίσματος ισούται 
με το εμβαδόν ορθογώνιου παραλληλογράμμου που η μία 
του πλευρά είναι το ύψος υ του πρίσματος και η άλλη του 
πλευρά είναι η περίμετρος μίας βάσης του.

► �Όγκος πρίσματος

Ορισμός

Όγκος ενός πολυέδρου Π με μονάδα μέτρησης το 
πολύεδρο Πʹ λέγεται ο αριθμός που δηλώνει ότι το 
πολύεδρο Π γίνεται με επαναλήψεις του Πʹ ή των 
μερών του.

Ο όγκος δηλαδή είναι ο λόγος δύο πολυέδρων και είναι θε-
τικός αριθμός. Ως μονάδα μέτρησης των όγκων λαμβάνε-
ται ο κύβος με ακμή μήκους μία μονάδα. Δύο πολύεδρα 
λέγονται ισοδύναμα αν έχουν ίσους όγκους. Τον όγκο ενός 
πολυέδρου Π τον συμβολίζουμε με (Π).
Ιδιότητες του όγκου:
•	 Δύο ίσα πολύεδρα έχουν ίσους όγκους.
•	 Το μέρος ενός πολυέδρου έχει όγκο μικρότερο του αρ-

χικού πολυέδρου.
•	 Αν ένα πολύεδρο χωρισθεί σε άλλα πολύεδρα, τα 

οποία δεν έχουν κοινά εσωτερικά σημεία, τότε ο όγκος 
του αρχικού πολυέδρου ισούται με το άθροισμα των 
όγκων των μερών του (σχ.14α). (Τα επίπεδα σχήματα 
έχουν μηδενικό όγκο).

Στο σχ.14β έχουμε ένα παράδειγμα μέτρησης του κύβου 
Κ με μονάδα τον κύβο Κʹ. Επειδή ο κύβος Κʹ δε χωράει 
ακέραιες φορές στον κύβο Κ, υποδιαιρούμε τον κύβο Κʹ σε 
μικρότερους κύβους, εδώ σε 8, και ο κύβος Κ γίνεται με 27 

επαναλήψεις του 1
8

 του κύβου Κʹ, δηλαδή (Κ) =  27
8

 (Κʹ). 

Επομένως, με μονάδα τον κύβο Κʹ ο κύβος Κ έχει όγκο: 

(Κ) =  27
8

 = 




















3
2

 3

.

(α)

α

V = V1 + V2

V1

V2

(β)

K

1

Kʹ
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Αποδεικνύεται ότι ισχύουν τα ακόλουθα θεωρήματα:

	 i)	 Ο όγκος V ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου ισούται 
με το γινόμενο των τριών διαστάσεών του, δηλαδή 
V = αβγ (σχ. 15α).

	ii)	 Ο όγκος V κάθε παραλληλεπιπέδου ισούται με το 
γινόμενο του εμβαδού της βάσης Β επί το αντίστοιχο 
ύψος υ, δηλαδή V = B ∙ υ (σχ.15β).

ΘεώρημαΤΑ

•	 Ο όγκος κύβου ακμής μήκους α ισούται με α3.
•	 Ο όγκος ενός ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου ισούται 

με το εμβαδόν της βάσης του επί το αντίστοιχο ύψος.

ΠΟΡΙΣΜΑτα Ι

Αν τμήσουμε ένα πλάγιο πρίσμα (σχ.16α) σε δύο μέρη με ένα 
επίπεδο κάθετο στις ακμές του, που το τέμνει μεταξύ των βά-
σεων, και μετακινήσουμε τα δύο μέρη έτσι ώστε να έρθουν σε 
επαφή οι δύο βάσεις του πρίσματος, ταυτίζοντας τις αντίστοι-
χες κορυφές, τότε δημιουργείται ένα ορθό πρίσμα (σχ.16β) 
που έχει βάσεις ίσες με την κάθετη τομή και ύψος ίσο με την 
ακμή του πρίσματος. Ισχύει δηλαδή το επόμενο θεώρημα:

Κάθε πλάγιο πρίσμα είναι ισοδύναμο με ορθό πρίσμα που 
έχει ως βάση μία κάθετη τομή του πλάγιου πρίσματος και 
ως ύψος την ακμή του.

Θεώρημα Ι

Όπως είδαμε παραπάνω, ο όγκος ενός παραλληπεπιπέδου 
ισούται με το γινόμενο του εμβαδού της βάσης επί το αντί-
στοιχο ύψος του. Τώρα θα αποδείξουμε ότι αυτό ισχύει σε 
κάθε πρίσμα.

Κάθε διαγώνιο επίπεδο ενός παραλληλεπιπέδου το χωρί-
ζει σε δύο ισοδύναμα τριγωνικά πρίσματα.

Θεώρημα ΙΙ

 Απόδειξη

Αν το παραλληλεπίπεδο είναι ορθό, χωρίζεται από ένα δια
γώνιο επίπεδο σε δύο ίσα ορθά πρίσματα, που έχουν ίσες 
βάσεις και ίσα ύψη, επομένως είναι ισοδύναμα.
Έστω ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ τυχαίο παραλληλεπίπεδο και ΓʹΓΑΑʹ 
ένα διαγώνιο επίπεδο (σχ.17), που το χωρίζει σε δύο τρι-
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γωνικά πρίσματα. Αν ΚΛΜΝ είναι μία τομή κάθετη στην 
ακμή ΑΑʹ, τότε, σύμφωνα με το θεώρημα I οι όγκοι των δύο 
πρισμάτων ΑΒΓ-ΑʹΒʹΓʹ είναι (ΚΛΜ) ∙ ΑΑʹ και (ΚΜΝ) ∙ ΔΔʹ 
αντίστοιχα. Αλλά ΑΑʹ = ΔΔʹ και (ΚΛΜ) = (ΚΜΝ), διότι 
το ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραμμο που χωρίζεται από τη 
διαγώνιό του και σε δύο ίσα τρίγωνα. Επομένως τα δύο πρί-
σματα είναι ισοδύναμα.

	 i)	 Ο όγκος τριγωνικού πρίσματος ισούται με το γινόμε-
νο του εμβαδού της τριγωνικής βάσης επί το ύψος.

	ii)	 Ο όγκος κάθε πρίσματος ισούται με το εμβαδόν της 
βάσης επί το ύψος.

ΠΟΡΙΣΜΑτα ΙΙ

 Απόδειξη

	 i)	 Έστω το τριγωνικό πρίσμα ΑΒΓ-ΑʹΒʹΓʹ (σχ.18). Σχη-
ματίζουμε το παραλληλεπίπεδο ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ, του 
οποίου ο όγκος ισούται με το γινόμενο του εμβαδού 
της βάσης επί το ύψος. Όμως, το διαγώνιο επίπεδο 
ΓʹΓΑΑʹ χωρίζει το παραλληλεπίπεδο σε δύο ισοδύναμα 
τριγωνικά πρίσματα. Άρα, ο όγκος V του τριγωνικού 
πρίσματος δίνεται από τη σχέση:

V =  1
2

 εμβ(ΑΒΓΔ) ∙ υ = εμβ(ΑΒΓ) ∙ υ = Β ∙ υ,

		  όπου Β το εμβαδόν του τριγώνου της βάσης ΑΒΓ και υ 
το ύψος του πρίσματος.

	ii)	 Εφαρμόζουμε το Πόρισμα i) σε κάθε ένα από τα (ν–2) 
τριγωνικά πρίσματα στα οποία χωρίζεται ένα ν-γωνικό 
πρίσμα από τα διαγώνια επίπεδα που διέρχονται από 
μία παράπλευρη ακμή του.

Α
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ΑʹΒʹ

Γʹ Δʹ
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Γ Δ
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Σχήμα 18

Οι τέσσερις διαγώνιοι ενός παραλληλεπιπέδου διχοτομούνται.

Απόδειξη

Έστω το παραλληλεπίπεδο ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ και οι δια-
γώνιοι ΑΓʹ, ΑʹΓ, ΒΔʹ και ΒʹΔ (σχ.19). Θα αποδείξουμε 
ότι δύο από αυτές, έστω οι ΑΓʹ και ΑʹΓ διχοτομούνται. 
Το τετράπλευρο ΑΑʹΓʹΓ είναι παραλληλόγραμμο, διότι 
έχει δύο απέναντι πλευρές, τις ΑΑʹ και ΓΓʹ, ίσες και πα-
ράλληλες, ως παράπλευρες ακμές του παραλληλεπιπέ-
δου. Επομένως οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. Όμοια αποδεικνύεται ότι η διαγώνιος 
ΑΓʹ διχοτομείται με τις ΒΔʹ και ΒʹΔ.

  εφαρμογη








Ο

Α

ΒΓ

Δ

Δʹ Αʹ

ΒʹΓʹ

Σχήμα 19

22-0016 EYKLEIDIA GEOMETRIA.indb   294 23/7/2013   3:39:58 μμ



295

Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  1 3 .  Σ Τ Ε Ρ Ε Α  Σ Χ Η Μ Α Τ Α

Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Να αποδείξετε ότι το ύψος πλάγιου πρί-
σματος είναι μικρότερο από την ακμή του.

2.	 Να αποδείξετε ότι οι κάθετες τομές ορθού 
πρίσματος είναι ίσες με τις βάσεις του και 
τα ύψη ίσα με τις ακμές του.

3.	 Να αποδείξετε ότι όλες οι ακμές πλάγιου 
πρίσματος σχηματίζουν ίσες γωνίες με τα 
επίπεδα των βάσεων.

4.	 Κανονικό τριγωνικό πρίσμα έχει ύψος α 
και βάση ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς α. 
Να υπολογίσετε το εμβαδόν της ολικής 
επιφάνειας και τον όγκο του πρίσματος.

5.	 Να υπολογίσετε το εμβαδόν της ολικής 
επιφάνειας κανονικού πρίσματος ύψους 
υ με βάση κανονικό πολύγωνο εγγεγραμ-
μένο σε κύκλο ακτίνας ρ, αν η βάση είναι 
τρίγωνο, τετράγωνο ή εξάγωνο.

6.	 Να αποδείξετε ότι κάθε ευθύγραμμο τμήμα 
που διέρχεται από το κέντρο παραλληλεπι-
πέδου και έχει τα άκρα του στην επιφάνειά 
του διχοτομείται από το κέντρο.

7.	 Για την κατασκευή μιας κυβικής δεξαμε-
νής, κλειστής από παντού, χρησιμοποιή-
θηκαν 216 m 2 λαμαρίνας. Να υπολογίσε-
τε την ακμή του κύβου. 

8.	 Ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο έχει δια-
στάσεις 8, 12, 16. Να υπολογίσετε τη δια
γώνιο, το εμβαδόν της επιφάνειας και τον 
όγκο του.

9.	 Να υπολογίσετε το εμβαδόν της ολικής επι-
φάνειας και τον όγκο ενός κύβου αν γνω-
ρίζετε: i) την ακμή του, ii) τη διαγώνιο 
μιας έδρας του, iii) τη διαγώνιό του.

10.	Κύβος έχει όγκο 125. Να υπολογίσετε το 
εμβαδόν της ολικής επιφάνειάς του.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Να αποδείξετε ότι ο όγκος ενός τριγωνικού 
πρίσματος ισούται με το ημιγινόμενο μιας 
παράπλευρης έδρας επί την απόστασή της 
από την απέναντι ακμή.

2.	 Να αποδείξετε ότι ο όγκος ενός πρίσματος 
που η κάθετη τομή του είναι πολύγωνο πε-
ριγεγραμμένο σε έναν κύκλο, ισούται με το 

γινόμενο της παράπλευρης επιφάνειας επί 
το μισό της ακτίνας του κύκλου.

3.	 Δίνονται τρεις παράλληλες ευθείες που δεν 
ανήκουν στο ίδιο επίπεδο και τρία ίσα ευ-
θύγραμμα τμήματα ΑΑʹ, ΒΒʹ και ΓΓʹ που 
ολισθαίνουν πάνω σε αυτές. Να αποδείξετε 
ότι το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνει-
ας και ο όγκος του πρίσματος ΑΒΓ-ΑʹΒʹΓʹ 
είναι σταθερά.

4.	 Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των τετρα-
γώνων των προβολών ενός ευθύγραμμου 
τμήματος σε τρεις ευθείες, ανά δύο ορθο-
γώνιες μεταξύ τους, ισούται με το τετρά-
γωνο του τμήματος.

5.	 Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των τετρα-
γώνων των προβολών ενός ευθύγραμμου 
τμήματος σε τρία επίπεδα, ανά δύο κάθετα 
μεταξύ τους, ισούται με το διπλάσιο του τε-
τραγώνου του τμήματος.

6.	 Σε έναν κύβο, να αποδείξετε ότι: i) οι δια-
γώνιοι σχηματίζουν ίσες γωνίες με τις ακ-
μές και ii) η προβολή μιας ακμής σε μία 
διαγώνιο ισούται με το ένα τρίτο της δια-
γωνίου.

7.	 Δίνεται παραλληλεπίπεδο ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ. 
Να αποδείξετε ότι τα επίπεδα (Α, Γ, Δʹ) και 
(Αʹ, Γʹ, Β) τριχοτομούν τη διαγώνιο ΔΒʹ.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Να αποδείξετε ότι η τομή κύβου με επίπε-

δο που ορίζεται από τα άκρα τριών ακμών 
που διέρχονται από την ίδια κορυφή είναι 
ισόπλευρο τρίγωνο.

2.	 Να αποδείξετε ότι τα τρία επίπεδα που 
ορίζονται από μία διαγώνιο κύβου και 
από τις τρεις ακμές που διέρχονται από 
το ένα άκρο της διαγωνίου σχηματίζουν 
ίσες δίεδρες.

3.	 Εάν τμηθεί κύβος ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ με επί-
πεδο που διέρχεται από τα μέσα των ακ-
μών ΑΒ, ΒΓ και ΓΓʹ, να αποδείξετε ότι η 
τομή είναι κανονικό εξάγωνο.

4.	 Το άθροισμα των τετραγώνων των ακ-
μών ενός παραλληλεπιπέδου ισούται με 
το άθροισμα των τετραγώνων των τεσσά-
ρων διαγωνίων του.

  Α
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Πυραμίδες

 13.5 	 Ορισμός και στοιχεία πυραμίδας

Θεωρούμε ένα επίπεδο κυρτό πολύγωνο Α1Α2…Αν με ν κο-
ρυφές και ένα σημείο Κ εκτός του επιπέδου του πολυγώνου. 
Το πολύεδρο, που έχει έδρες τα ν τρίγωνα ΚΑ1Α2, ΚΑ2Α3, 
.., ΚΑνΑ1 και το πολύγωνο Α1Α2....Αν, λέγεται ν-γωνική πυ-
ραμίδα και σημειώνεται Κ.Α1Α2...Αν. Το πολύγωνο λέγε-
ται βάση της πυραμίδας, ενώ τα τρίγωνα με κοινή κορυφή 
το σημείο Κ και απέναντι πλευρές τις πλευρές της βάσης 

1.	 Σε ένα τετραγωνικό πρίσμα, να αποδείξετε ότι: i) οι διαγώνιοι αποτελούν δύο ομάδες τεμνόμε-
νων ευθειών, ii) η απόσταση αυτών των κοινών σημείων ισούται με την απόσταση των μέσων 
των διαγωνίων της βάσης και iii) να χρησιμοποιηθεί αυτή η ιδιότητα για να βρείτε ικανή και ανα-
γκαία συνθήκη ώστε το πρίσμα να είναι παραλληλεπίπεδο.

2.	 Να αποδείξετε ότι σε ένα τριγωνικό πρίσμα:
	 i)	 απέναντι ίσων εδρών βρίσκονται ίσες δίεδρες,
	 ii)	 απέναντι της μεγαλύτερης έδρας βρίσκεται η μεγαλύτερη δίεδρη και
	iii)	 το εμβαδόν κάθε έδρας είναι μικρότερο του αθροίσματος των δύο άλλων.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

1.	 Εμβαδόν
•	 Το εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας ορθού πρίσματος ισούται με την περίμετρο της 

βάσης επί το μήκος της ακμής.
•	 Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας πρίσματος ισούται με το εμβαδόν της παράπλευρης 

επιφάνειας αυξημένο κατά το εμβαδόν των δύο βάσεων.
2.	 Όγκος
•	 Ο όγκος πρίσματος ισούται με το εμβαδόν της βάσης επί το ύψος του.
•	 Ο όγκος πρίσματος ισούται με το εμβαδόν της κάθετης τομής επί το μήκος της ακμής του.
•	 Ο όγκος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου ισούται με το γινόμενο των τριών διαστάσεών 

του.
•	 Ο όγκος κύβου ισούται με τον κύβο της ακμής του.
3.	 Άλλες ιδιότητες
•	 Οι απέναντι έδρες παραλληλεπιπέδου είναι ίσες και παράλληλες.
•	 Οι διαγώνιοι παραλληλεπιπέδου διχοτομούνται.
•	 Κάθε διαγώνιο επίπεδο παραλληλεπιπέδου το διαιρεί σε δύο ισοδύναμα τριγωνικά 

πρίσματα.
•	 Αν α, β, γ οι διαστάσεις ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου και δ η διαγώνιος, ισχύει

δ 2 = α 2 + β 2 + γ 2

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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λέγονται παράπλευρες έδρες. Το κοινό σημείο Κ λέγεται 
κορυφή της πυραμίδας. Ανά δύο οι διαδοχικές παράπλευρες 
έδρες τέμνονται σε ευθύγραμμα τμήματα που λέγονται πα-
ράπλευρες ακμές της πυραμίδας. Το σύνολο των παράπλευ-
ρων εδρών λέγεται παράπλευρη επιφάνεια της πυραμίδας. 
Η πυραμίδα λέγεται τριγωνική, τετραγωνική, πενταγωνική 
κτλ., αν η βάση είναι τρίγωνο, τετράπλευρο, πεντάγωνο κτλ.
Στο σχ.20 παριστάνονται μία τριγωνική πυραμίδα, με κορυφή 
το σημείο Κ και βάση το τρίγωνο ΑΒΓ που σημειώνεται με 
Κ.ΑΒΓ, και μία πενταγωνική πυραμίδα, με κορυφή το σημείο Κ 
και βάση το πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ που σημειώνεται με Κ.ΑΒΓΔΕ. 
To ευθύγραμμο τμήμα που άγεται από την κορυφή Κ της πυ-
ραμίδας κάθετα στο επίπεδο της βάσης λέγεται ύψος της πυρα-
μίδας. Στο σχ.20 το τμήμα ΚΗ είναι το ύψος των πυραμίδων.

Αν μία πυραμίδα τμηθεί με επίπεδο παράλληλο στη βάση 
της, τότε:
	 i)	 Οι παράπλευρες ακμές και το ύψος της πυραμίδας 

χωρίζονται σε μέρη ανάλογα.
	ii)	 Η τομή είναι πολύγωνο όμοιο της βάσης με λόγο 

ομοιότητας το λόγο των αποστάσεων της κορυφής 
από τη βάση και την τομή.

Θεώρημα

 Απόδειξη

Αποδεικνύουμε το θεώρημα για μια τριγωνική πυραμίδα. Η 
απόδειξη για τυχούσα ν-γωνική πυραμίδα γίνεται με όμοιο 
τρόπο.
Έστω η πυραμίδα Κ.ΑΒΓ και ΚΗ το ύψος της (σχ.21). Φέ-
ρουμε ένα επίπεδο παράλληλο στη βάση, το οποίο τέμνει 
τις ακμές και το ύψος της πυραμίδας στα σημεία Αʹ, Βʹ, Γʹ 
και Ηʹ αντίστοιχα.
	 i)	 Στην έδρα ΚΑΒ, οι πλευρές ΑΒ και ΑʹΒʹ είναι παράλ-

ληλες ως τομές των παράλληλων επιπέδων με την έδρα 
ΚΑΒ. Από τα όμοια τρίγωνα ΚΑΒ και ΚΑʹΒʹ προκύ-
πτει η σχέση:

ΚΑ
ΚΑʹ

 =  ΚΒ
ΚΒʹ

 =  ΑΒ
ΑʹΒʹ

 .

		  Εφαρμόζοντας τον ίδιο συλλογισμό για τις υπόλοιπες 
έδρες της πυραμίδας, προκύπτουν οι σχέσεις:

ΚΑ
ΚΑʹ

 =  ΚΒ
ΚΒʹ

 =  ΚΓ
ΚΓʹ

 =  ΑΒ
ΑʹΒʹ

 =  ΒΓ
ΒʹΓʹ

 =  ΓΑ
ΓʹΑʹ

 = λ.

Κ

Κ

Α

Β

Γ
Η

Α
Β Γ

Δ

Ε

Η

π

Σχήμα 20
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Σχήμα 21
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		  Επίσης, από τα όμοια τρίγωνα ΚΗΑ και ΚΗʹΑʹ προκύ-
πτει:

ΚΑ
ΚʹΑʹ

 =  ΚΗ
ΚΗʹ

 = λ.

	ii)	 Η βάση και η τομή της πυραμίδας είναι δύο τρίγωνα 
(ν-γωνα) με τα ζεύγη των ομόλογων πλευρών τους πα-
ράλληλα και ομόρροπα, επομένως έχουν τις ομόλογες 
γωνίες ίσες. Επιπλέον, από τις παραπάνω σχέσεις τα 
ζεύγη των ομόλογων πλευρών είναι ανάλογα, άρα τα 
τρίγωνα είναι όμοια, με λόγο ομοιότητας λ.

 13.6 	Κ ανονική πυραμίδα-Τετράεδρο

Μία πυραμίδα λέγεται κανονική, αν η βάση είναι κανονικό 
πολύγωνο και η προβολή της κορυφής της πυραμίδας στο 
επίπεδο της βάσης είναι το κέντρο του κανονικού πολυγώ-
νου (σχ.22). Σε μία κανονική πυραμίδα, οι παράπλευρες 
έδρες είναι ισοσκελή τρίγωνα, ίσα μεταξύ τους και το ύψος 
κάθε παράπλευρης έδρας που άγεται από την κορυφή της 
πυραμίδας λέγεται απόστημα ή παράπλευρο ύψος της κα-
νονικής πυραμίδας (σχ.22). Αποδεικνύεται επίσης, ότι αν οι 
παράπλευρες έδρες μιας πυραμίδας είναι ίσα ισοσκελή 
τρίγωνα, τότε η πυραμίδα είναι κανονική.
Μία τριγωνική πυραμίδα (σχ.23α) λέγεται τετράεδρο, γιατί 
έχει τέσσερις τριγωνικές έδρες. Οποιαδήποτε έδρα του τε-
τραέδρου μπορεί να θεωρηθεί ως βάση. Κανονικό λέγεται το 
τετράεδρο που όλες οι έδρες του είναι ίσα ισόπλευρα τρίγω-
να (σχ.23β). Το τετράεδρο είναι το απλούστερο πολύεδρο.

 13.7 	 Μέτρηση πυραμίδας

► �Εμβαδόν κανονικής πυραμίδας

Το ανάπτυγμα της επιφάνειας κανονικής ν-γωνικής πυραμί-
δας στο επίπεδο της βάσης αποτελείται από το κανονικό πο-
λύγωνο της βάσης και από τα ν ισοσκελή τρίγωνα των παρά-
πλευρων εδρών τοποθετημένα αστεροειδώς στις πλευρές της 
βάσης (σχ.24). Από το ανάπτυγμα υπολογίζεται η παράπλευ-
ρη και η ολική επιφάνεια κανονικής ν-γωνικής πυραμίδας. Η 
παράπλευρη επιφάνεια Επ είναι το άθροισμα των εμβαδών 
των ν ισοσκελών τριγώνων που αποτελούν τις παράπλευρες 
έδρες της πυραμίδας, ενώ το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας 
Εο είναι το άθροισμα της παράπλευρης επιφάνειας και της βά-
σης. Το ανάπτυγμα πυραμίδας κατασκευάζεται επίσης, όταν 

Α
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χρειάζεται να κατασκευασθεί πρακτικά η πυραμίδα.

Το εμβαδόν της παράπλευρης Επ και της ολικής Εο επιφά-
νειας κανονικής πυραμίδας δίνεται από τις σχέσεις

Επ = τ ∙ μ   και   Εο = τ ∙ (μ + α),
όπου τ είναι η ημιπερίπετρος, α είναι το απόστημα της 
βάσης και μ το απόστημα της πυραμίδας.

Θεώρημα Ι

 Απόδειξη

Η παράπλευρη επιφάνεια κανονικής πυραμίδας αποτελείται 
από ν ισοσκελή τρίγωνα, με βάση λ και απόστημα α, που 
έχουν εμβαδόν:

Επ = ν ∙  1
2

 αλ = 










1
2

 να








 ∙ λ = τ ∙ μ

Για τον υπολογισμό του εμβαδού της συνολικής επιφάνειας 
της πυραμίδας, στην παράπλευρη επιφάνεια προσθέτουμε 
και το εμβαδόν της βάσης που είναι κανονικό ν-γωνο:

Εο = Επ + ν ∙  1
2

 λα = Επ + 










1
2

 νλ








 ∙ α = Επ + τ ∙ α = τ ∙ (μ + α)

.

► �Όγκος πυραμίδας

Δεχόμαστε χωρίς απόδειξη ότι:

Δύο τριγωνικές πυραμίδες με ίσα ύψη και ίσες ή ισοδύ-
ναμες βάσεις είναι ίσες ή ισοδύναμες.

Θεώρημα Ιι

Το επόμενο θεώρημα είναι πολύ σημαντικό γιατί συσχετίζει 
τους όγκους ενός πρίσματος και μιας πυραμίδας που έχουν 
ίσες βάσεις και ίσα ύψη.

Ο όγκος πυραμίδας ισούται με το ένα τρίτο του όγκου 
πρίσματος που έχει την ίδια βάση και το ίδιο ύψος.

Θεώρημα Ιιι

 Απόδειξη

Έστω η τριγωνική πυραμίδα Κ.ΑΒΓ. Από τις κορυφές Β και 
Γ (σχ.25), φέρουμε τις παράλληλες και ίσες στην ΚΑ και 
σχηματίζεται το πρίσμα ΑΒΓ-ΚΒʹΓʹ. Χωρίζουμε το πρίσμα 
στις εξής τρεις πυραμίδες: Κ.ΑΒΓ, Β.ΚΒʹΓʹ και Κ.ΒΓΓʹ. 
Οι δύο πρώτες πυραμίδες είναι ισοδύναμες, γιατί έχουν ως 

Σχήμα 24
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βάσεις τις ίσες βάσεις του πρίσματος και κοινό ύψος. Η 
δεύτερη και η τρίτη είναι επίσης ισοδύναμες, διότι αν θε-
ωρήσουμε ότι έχουν κοινή κορυφή το σημείο Κ, οι βάσεις 
τους ΒΒʹΓʹ και ΒΓΓʹ είναι τα δύο ίσα τρίγωνα στα οποία 
χωρίζεται το παραλληλόγραμμο ΒΓΓʹΒʹ με τη διαγώνιό του 
ΒΓʹ. Επίσης έχουν ίσα ύψη, αφού οι βάσεις τους είναι συνε-
πίπεδες. Παρατηρούμε δηλαδή ότι το πρίσμα χωρίστηκε σε 
τρεις ισοδύναμες πυραμίδες, άρα ο όγκος κάθε τριγωνικής 
πυραμίδας ισούται με το τρίτο του όγκου του πρίσματος 
που έχει την ίδια βάση και το ίδιο ύψος, δηλαδή συμβολικά      

V = E∙υ
3

, όπου V ο όγκος, Ε το εμβαδόν της βάσης και υ το 
ύψος της πυραμίδας.
Αν η πυραμίδα είναι ν-γωνική, τη χωρίζουμε σε (ν-2) τρι-
γωνικές πυραμίδες, φέροντας τις διαγωνίους της βάσης από 
μία κορυφή της. Για κάθε μία από τις τριγωνικές πυραμίδες 
αποδείξαμε ότι ισχύει το Θεώρημα, επομένως ο συνολικός 
όγκος της πυραμίδας ισούται με το άθροισμα των όγκων των 
τριγωνικών πυραμίδων, δηλαδή:

V =  1
3

 (Ε1 + Ε2 + ... + Εv-2) ∙ υ = E∙υ
3

 ,

όπου Ε1, Ε2, ... είναι τα εμβαδά των (ν-2) τριγώνων που 
χωρίζεται η βάση, Ε το εμβαδόν της βάσης και υ το ύψος 
της πυραμίδας.

Σχήμα 25
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Να υπολογισθεί το εμβαδόν της συνολικής επιφάνειας 
και ο όγκος κανονικού τετραέδρου, ακμής α.

Λύση

Η επιφάνεια του τετραέδρου αποτελείται από τέσ-
σερα ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς α, επομένως η 
συνολική επιφάνεια του τετραέδρου έχει εμβαδόν 

Ε = ⋅ = ⋅4 3
4

32 2αα αα .
Ο όγκος του κανονικού τετραέδρου, θεωρούμενο ως 
τριγωνική πυραμίδα, ισούται με το τρίτο του εμβαδού 
της βάσης ΑΒΓ που είναι ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 
α, επί το ύψος ΔΚ. Το Κ όμως είναι κέντρο βάρους της βάσης και από το ορθογώνιο 

τρίγωνο ΑΔΚ έχουμε ∆Κ =
α 6
3
.

Επομένως, ο όγκος του τετραέδρου είναι V = ⋅ ⋅ =
1
3

3
4

6
3

2
12

2 3α α α .

  εφαρμογη
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 13.8 	� Ορισμός και στοιχεία κόλουρης 
πυραμίδας

Αν τμήσουμε μία πυραμίδα μεταξύ κορυφής και βάσης, με 
επίπεδο παράλληλο στη βάση, τότε το μέρος της πυραμίδας 
που περιλαμβάνεται μεταξύ των δύο παράλληλων επιπέδων 
λέγεται κόλουρη πυραμίδα. Τα δύο όμοια πολύγωνα λέγο-
νται βάσεις (μικρή και μεγάλη) της κόλουρης πυραμίδας 
και το ευθύγραμμο τμήμα που έχει άκρα στα επίπεδα των 
βάσεων και είναι κάθετο σε αυτά λέγεται ύψος της κόλου-
ρης πυραμίδας. 

Οι παράπλευρες έδρες μιας κόλουρης πυραμίδας είναι τρα-
πέζια και τα ύψη τους λέγονται παράπλευρα ύψη της κόλου-
ρης πυραμίδας. Ισοσκελής λέγεται η κόλουρη πυραμίδα που 
κατασκευάζεται από κανονική πυραμίδα και οι παράπλευρες 
έδρες της είναι ισοσκελή τραπέζια.

Στο σχ.27 παριστάνεται μια κόλουρη ισοσκελής τετραγωνι-
κή πυραμίδα, η οποία σημειώνεται με ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ, έχει 
ύψος ΛΛʹ και παράπλευρο ύψος ΗΗʹ.

 13.9 	� Μέτρηση κόλουρης ισοσκελούς 
πυραμίδας

► �Εμβαδόν επιφάνειας κόλουρης ισοσκελούς πυραμίδας

Το εμβαδόν Επ της παράπλευρης επιφάνειας κόλουρης ισο-
σκελούς πυραμίδας με βάσεις κανονικά ν-γωνα, ισούται με:

Επ = (τ + τʹ) ∙ υʹ,

όπου τ και τʹ είναι οι ημιπερίμετροι των βάσεων και υʹ είναι 
το παράπλευρο ύψος της.

Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας δίνεται από τον τύπο:

Εο = Επ + Β + β,

όπου Β και β είναι τα εμβαδά των δύο βάσεων.

► �Όγκος κόλουρης ισοσκελούς πυραμίδας

Ο όγκος κόλουρης πυραμίδας δίνεται από τον τύπο:

V ==
⋅⋅ ++ ++υυ ββ ββ( )

.
ΒΒ ΒΒ

3
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Να αποδειχθεί ότι τα μεσοκάθετα επίπεδα στις 
έξι ακμές ενός τετραέδρου διέρχονται από το ίδιο 
σημείο. Επίσης, οι ευθείες που είναι κάθετες στις 
έδρες τετραέδρου στα περίκεντρα των εδρών δι-
έρχονται από το ίδιο σημείο.

Απόδειξη

Αν ΑΒΓΔ είναι ένα τετράεδρο, τα μεσοκάθετα επίπε-
δα στις ακμές ΑΒ, ΑΓ και ΑΔ τέμνονται σε σημείο 
Ο, διότι είναι κάθετα σε τρεις τεμνόμενες ευθείες. 
Το σημείο Ο (σχ.28), ισαπέχει από τις κορυφές Α, Β, 
Γ και Δ άρα θα ανήκει και στα μεσοκάθετα επίπεδα των υπολοίπων ακμών.
Επίσης, το σημείο Ο ανήκει στα μεσοκάθετα επίπεδα των τριών ακμών κάθε έδρας, 
άρα προβάλλεται στα περίκεντρα των εδρών.

  εφαρμογη
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Να βρεθεί σημείο που να ισαπέχει από τα επίπεδα 
των εδρών ενός τετραέδρου ΑΒΓΔ.

Απόδειξη

Τα σημεία της κοινής ευθείας ΑΧ (σχ.29), των επιπέ-
δων που διχοτομούν τις δίεδρες ΑΒ(Γ,Δ), ΑΔ(Β,Γ) και 
ΑΓ(Β,Δ) ισαπέχουν από τις τρεις έδρες ΑΒΓ, ΑΒΔ και 
ΑΓΔ. Το επίπεδο που διχοτομεί τη δίεδρη ΒΔ(Α,Γ) τέ-
μνει την ΑΧ σε ένα σημείο Ο, που ισαπέχει και από τις 
τέσσερις έδρες.

  εφαρμογη
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 Ασκήσεις Εμπέδωσης

1.	 Να υπολογίσετε το ύψος και το απόστημα 
κανονικής i) εξαγωνικής, ii) τετραγωνικής 
και iii) τριγωνικής πυραμίδας (κανονικό 
τετράεδρο), αν έχει πλευρά βάσης μήκους 
μ και ακμή μήκους λ.

2.	 Να αποδείξετε ότι οι παράπλευρες έδρες 
κανονικής ν-γωνικής πυραμίδας σχηματί-
ζουν ίσες γωνίες με το επίπεδο της βάσης.

3.	 Να υπολογίσετε το εμβαδόν της παράπλευ-
ρης επιφάνειας και της ολικής επιφάνειας 
κανονικής τετραγωνικής πυραμίδας, με 
πλευρά βάσης 4 και ακμή 7.

4.	 Να υπολογίσετε το εμβαδόν της βάσης κα-
νονικής τετραγωνικής πυραμίδας που έχει 

εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 200 και 
απόστημα 10.

5.	 Η μεγάλη πυραμίδα της Αιγύπτου έχει 
βάση τετράγωνο πλευράς 234m και ύψος 
146m. Να υπολογίσετε την παράπλευρη 
επιφάνεια και τον όγκο της πυραμίδας.

6.	 Να υπολογίσετε το εμβαδόν της παρά-
πλευρης επιφάνειας και τον όγκο κανονι-
κής τετραγωνικής πυραμίδας ως συνάρτη-
ση της πλευράς της βάσης, αν έχει ακμή 
ίση με τη διαγώνιο της βάσης.

7.	 Να βρείτε το λόγο των όγκων κύβου και 
κανονικού τετραέδρου που έχει ακμή ίση 
με τη: i) διαγώνιο του κύβου και ii) δια-
γώνιο της έδρας του κύβου.
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8.	 Να βρείτε το λόγο των όγκων κανονικού 
τετραέδρου ακμής α και κανονικής εξαγω-
νικής πυραμίδας πλευράς α και ύψους α.

9.	 Επίπεδο παράλληλο στη βάση κανονικής 
εξαγωνικής πυραμίδας, με πλευρά α και 
ύψος υ, διχοτομεί το ύψος της. Να υπο-
λογίσετε το εμβαδόν της παράπλευρης επι-
φάνειας και τον όγκο της κόλουρης πυρα-
μίδας που προκύπτει.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνεται το παραλληλεπίπεδο ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ. 

Να αποδείξετε ότι το τετράεδρο ΑΓΒʹΔʹ 
έχει το ένα τρίτο του όγκου του παραλλη-
λεπιπέδου. 

2.	 Να αποδείξετε ότι σε κάθε τετράεδρο, το 
γινόμενο του εμβαδού κάθε έδρας επί το 
αντίστοιχο ύψος είναι σταθερό.

3.	 Να αποδείξετε ότι ο όγκος τετραέδρου δε 
μεταβάλλεται αν μία ακμή μετακινηθεί 
στο φορέα της χωρίς να αλλάξει μήκος.

4.	 Αν δύο τετράεδρα έχουν κοινή μία ακμή 
και τη δίεδρη που αντιστοιχεί σε αυτήν, 
τότε ο λόγος των εμβαδών ισούται με το 
λόγο του γινομένου των εμβαδών των δύο 
εδρών που πρόσκεινται στη δίεδρη.

5.	 Αν δύο τετράεδρα έχουν κοινή μία τρίεδρη 
γωνία, τότε ο λόγος των όγκων τους ισού-
ται με το λόγο του γινομένου των ακμών 
της τρίεδρης.

6.	 Αν Αʹ, Βʹ, Γʹ είναι τα μέσα των ακμών 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ τετράεδρου ΟΑΒΓ, τότε 
(ΟΑʹΒʹΓʹ) =  1

8
 (ΟΑΒΓ).

7.	 Κανονική τριγωνική πυραμίδα Ο.ΑΒΓ έχει 
πλευρά βάσης α και οι παράπλευρες ακμές 
της σχηματίζουν γωνία 60° με τη βάση. 
Να υπολογίσετε τον όγκο της.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Να αποδείξετε ότι ο όγκος τετραέδρου 

ισούται με το γινόμενο της προβολής του 
σε επίπεδο κάθετο σε μία ακμή επί το ένα 
τρίτο της ακμής αυτής.

2.	 Αν η κάθετη τομή τριγωνικού πρίσματος 
έχει ίσες πλευρές, τότε το άθροισμα των 
αποστάσεων κάθε εσωτερικού σημείου 
από τις βάσεις και από τις παράπλευρες 
έδρες είναι σταθερό.

3.	 Να αποδείξετε ότι το στερεό που έχει κο-
ρυφές τα μέσα των ακμών ενός κύβου έχει 
ίσες ακμές και να υπολογίσετε τον όγκο 
του.

1.	 Αν τυχαία πυραμίδα τμηθεί με επίπεδο παράλληλο στη βάση της (σχ.29), έχουμε:

•	 ΚΑ
ΚΑʹ

 =  ΚΒ
ΚΒʹ

 =  ΚΓ
ΚΓʹ

 =  ΚΗ
ΚΗʹ

 = λ και

•	 ΑΒΓ ≈ ΑʹΒʹΓʹ με λόγο ομοιότητας λ.
2.	 Μέτρηση κανονικής πυραμίδας:
•	 Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας: Επ = τ ∙ μ

•	 Όγκος: V = 
B ∙ υ

3
 ,

	 όπου μ το απόστημα, τ η ημιπερίμετρος της βάσης, υ το ύψος της πυραμίδας και Β το 
εμβαδόν της βάσης.

3.	 Μέτρηση κόλουρης πυραμίδας
•	 Εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας: Επ = (τ + τʹ) ∙ υʹ

•	 Όγκος: V ==
⋅⋅ ++ ++υυ ββ ββ( )

,
ΒΒ ΒΒ

3
, τ και τʹ οι ημιπερίμετροι των βάσεων, Β και β τα εμ-

βαδά των βάσεων, υ το ύψος και υʹ το παράπλευρο ύψος της πυραμίδας.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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 13.10 	 Στερεά εκ περιστροφής

Τα στερεά εκ περιστροφής είναι η δεύτερη οικογένεια στε-
ρεών που θα μελετήσουμε σε αυτό το κεφάλαιο. Τα στερεά 
αυτά είναι χρήσιμα τόσο από θεωρητική όσο και από πρα-
κτική άποψη γιατί κατασκευάζονται εύκολα με τη χρήση 
ειδικών μηχανημάτων. Τα στερεά εκ περιστροφής λέγονται 
έτσι γιατί δημιουργούνται κατά την περιστροφή μιας επίπε-
δης γραμμής γύρω από άξονα περιστροφής μία ευθεία που 
βρίσκεται στο επίπεδο της γραμμής (σχ.30). Τα σημεία της 
γραμμής αυτής κατά την περιστροφή γράφουν κύκλους που 
βρίσκονται σε επίπεδα κάθετα στον άξονα περιστροφής και 
έχουν τα κέντρα τους στον άξονα. Στις επόμενες παραγρά-
φους θα μελετήσουμε τον κύλινδρο, τον κώνο και τη σφαίρα 
ως στερεά εκ περιστροφής.

Κύλινδρος

 13.11 	 Ορισμός και στοιχεία κυλίνδρου

Ορισμοί

Ορθός κύλινδρος ή κύλινδρος εκ περιστροφής ή κύλιν-
δρος λέγεται το σχήμα που παράγεται από ένα ορθο-
γώνιο παραλληλόγραμμο, το οποίο εκτελεί μία πλήρη 
περιστροφή στο χώρο γύρω από τη μία πλευρά του.

Το ευθύγραμμο τμήμα ΑʹΒʹ γύρω από το οποίο περιστρέφε-
ται το παραλληλόγραμμο ΑΒΒʹΑʹ (σχ.31), μένει αμετακίνητο 
κατά την περιστροφή, λέγεται άξονας ή ύψος του κυλίνδρου. 
Κατά την περιστροφή, η πλευρά ΑΒ παραμένει παράλληλη 
και σε σταθερή απόσταση από τον άξονα ΑʹΒʹ και η τυχαία 
θέση της πλευράς ΑΒ λέγεται γενέτειρα του κυλίνδρου. Η 
επιφάνεια που δημιουργείται από την κίνηση της πλευράς 
ΑΒ λέγεται παράπλευρη ή κυρτή επιφάνεια του κυλίνδρου.
Οι πλευρές ΑʹΑ και ΒʹΒ του παραλληλογράμμου, ως κάθε-
τες στην ΑʹΒʹ και ίσες μεταξύ τους, κατά την περιστροφή, 
γράφουν ίσους και παράλληλους κυκλικούς δίσκους που 
ανήκουν σε επίπεδα κάθετα στον άξονα στα σημεία Αʹ και 
Βʹ. Οι κύκλοι (Αʹ, ΑʹΑ) και (Βʹ, ΒʹΒ) είναι παράλληλοι, λέ-
γονται βάσεις του κυλίνδρου και η ακτίνα ΑʹΑ = ΒʹΒ λέγε-
ται ακτίνα του κυλίνδρου.
Ο κύλινδρος θα συμβολίζεται με (ΑʹΒʹ, ΑʹΑ), όπου ΑʹΒʹ 
είναι ο άξονας του κυλίνδρου και ΑʹΑ είναι η ακτίνα του.

Σχήμα 30

Σχήμα 31

ΑΑʹΓ

Μʹ
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Β
Βʹ

Δ
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 13.12 	 Μέτρηση κυλίνδρου
Έστω κύλινδρος (ΑΑʹ, ρ). Αν στη μία βάση του κυλίνδρου 
(σχ.32) εγγράψουμε ένα πολύγωνο και από τις κορυφές του 
πολυγώνου φέρουμε ευθύγραμμα τμήματα παράλληλα και ίσα 
με τον άξονα του κυλίνδρου, τα τμήματα αυτά είναι γενέτει-
ρες του κυλίνδρου, οι οποίες ξεκινάνε από σημεία της μίας 
βάσης, βρίσκονται στην κυρτή επιφάνεια του κυλίνδρου και 
καταλήγουν στην άλλη βάση ως κορυφές ενός πολυγώνου, 
ίσου και παράλληλου στο αρχικό πολύγωνο. Σχηματίζεται έτσι 
ένα ορθό πρίσμα που λέγεται εγγεγραμμένο στον κύλινδρο.
Αν στη μία βάση του κυλίνδρου (ΒΒʹ, ρ), περιγράψουμε 
ένα πολύγωνο (σχ.33) και από τις κορυφές του πολυγώνου 
φέρουμε ευθύγραμμα τμήματα παράλληλα και ίσα με τον 
άξονα του κυλίνδρου ΒΒʹ, σχηματίζεται ένα ορθό πρίσμα, οι 
έδρες του οποίου είναι επίπεδα εφαπτόμενα στον κύλινδρο 
κατά μήκος γενετειρών και οι βάσεις του είναι ίσα πολύ-
γωνα περιγεγραμμένα στις δύο βάσεις. Ένα τέτοιο πρίσμα 
λέγεται περιγεγραμμένο στον κύλινδρο.
► �Ανάπτυγμα του κυλίνδρου

Εγγράφουμε στον κύλινδρο (ΑΑʹ, ρ), ένα κανονικό πρίσμα, 
το οποίο αναπτύσσουμε στο επίπεδο (σχ.32). Το ανάπτυγμα 
του πρίσματος είναι ένα ορθογώνιο με το ένα ζεύγος απέναντι 
πλευρών ίσες με τις γενέτειρες και το άλλο ίσο με την περίμε-
τρο της βάσης του πρίσματος. Αν διπλασιάζουμε συνεχώς τον 
αριθμό των πλευρών του πρίσματος, η περίμετρος της βάσης 
του τείνει στο μήκος του κύκλου. Άρα, στο όριο, το ανάπτυγ-
μα της κυρτής επιφάνειας του κυλίνδρου είναι ορθογώνιο με 
πλευρές τη γενέτειρα και το μήκος του κύκλου της βάσης, 
δηλαδή υ και 2ρπ αντίστοιχα, όπου υ το ύψος, ρ η ακτίνα του 
κυλίνδρου (σχ.34). Το ανάπτυγμα της ολικής επιφάνειας απο-
τελείται από το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΚΛΜΝ που 
περιγράψαμε και από δύο κυκλικούς δίσκους ακτίνας ρ, που 
αντιστοιχούν στις δύο βάσεις του κυλίνδρου (σχ.34).
► �Εμβαδόν επιφάνειας κυλίνδρου

Σύμφωνα με τους συλλογισμούς που κάναμε για την κατα-
σκευή του αναπτύγματος, προκύπτει αμέσως το ακόλουθο 
θεώρημα:

Το εμβαδόν της κυρτής και της ολικής επιφάνειας ενός 
κυλίνδρου ακτίνας ρ και ύψους υ είναι Εκ = 2πρυ και 
Ε0 = 2πρ(υ + ρ) αντίστοιχα.

Θεώρημα Ι

Σχήμα 32
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► �Όγκος κυλίνδρου

Αν εγγράψουμε στον κύλινδρο ένα ορθό κανονικό πρίσμα 
με βάση κανονικό ν-γωνο, ο όγκος του πρίσματος ισούται με 
το εμβαδόν της βάσης επί το ύψος του. Θεωρούμε τώρα ότι 
το ν διπλασιάζεται συνεχώς, ώστε το πλήθος των πλευρών 
της βάσης του πρίσματος να τείνει στο άπειρο, οπότε το 
εμβαδόν της βάσης τείνει στο εμβαδόν του κύκλου. Τότε, 
στο όριο, ο όγκος του κυλίνδρου ισούται με το εμβαδόν του 
κύκλου της βάσης επί το ύψος, δηλαδή:

Ο όγκος κυλίνδρου ύψους υ και ακτίνας ρ ισούται με 
V = πρ 2υ.

Θεώρημα Ιι

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Αν αντί των εγγεγραμμένων πρι-
σμάτων στον κύλινδρο χρησιμο-
ποιούσαμε τα περιγεγραμμένα 
θα βρίσκαμε τους ίδιους ακρι-
βώς τύπους για την επιφάνεια 
και τον όγκο του κυλίνδρου.

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Να υπολογίσετε το εμβαδόν της κυρτής 

και ολικής επιφάνειας και τον όγκο του 
κυλίνδρου που έχει ύψος 1 και ακτίνα 1.

2.	 Το ίδιο για κύλινδρο με ακτίνα 15 και 
ύψος 8.

3.	 Να υπολογίσετε τον όγκο, την κυρτή και 
τη συνολική επιφάνεια κυλίνδρου που έχει 
ύψος διπλάσιο της ακτίνας του.

4.	 Κυλινδρική δεξαμενή έχει ακτίνα 1μ. Να 
υπολογίσετε τη χωρητικότητα σε λίτρα της 
δεξαμενής για κάθε εκατοστό του μέτρου 
ύψος.

5.	 Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας ενός 
κυλίνδρου με ύψος 2 είναι ίσο με το εμβα-
δόν κύκλου ακτίνας 4. Να βρεθεί η ακτίνα 
ρ του κυλίνδρου.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Κύλινδρος έχει όγκο V και ύψος υ. Να 

υπολογίσετε την ολική του επιφάνεια.
2.	 Θεωρούμε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α 

και Μ το μέσο του ΑΒ. Να υπολογίσε-
τε τον όγκο του στερεού που σχηματίζε-
ται από το ορθογώνιο ΜΝΓΒ, (ΜΝ//ΑΔ) 
κατά την περιστροφή του γύρω από την 
πλευρά ΑΔ. Σε ποια θέση πρέπει να είναι 
το Μ, ώστε ο παραγόμενος όγκος να είναι 
το μισό του κυλίνδρου που παράγεται από 
το τετράγωνο;

3.	 Θεωρούμε ορθογώνιο ΑΒΓΔ που περι-
στρέφεται γύρω από άξονα του επιπέδου 
του που δεν το τέμνει και είναι παράλλη-
λος στην πλευρά ΑΒ. Να υπολογίσετε τον 
όγκο και την ολική επιφάνεια που παρά-
γεται από το ορθογώνιο και να αποδείξε-
τε ότι ισούται με το μήκος του κύκλου που 
γράφει το κέντρο Ο του ορθογωνίου επί 
το εμβαδόν και την περίμετρο του ορθο-
γωνίου αντίστοιχα.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση




1.	 Εμβαδόν επιφάνειας κυλίνδρου:
	 κυρτής:	 ΕΚ = 2πρυ,
	 ολικής:	 Ε0 = 2πρ(υ+ρ)
2.	 Όγκος κυλίνδρου:	 V = πρ 2υ.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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Κώνος

 13.13 	 Ορισμός και στοιχεία κώνου

Ορισμοί

Ορθός κώνος ή κώνος εκ περιστροφής ή απλώς κώ-
νος λέγεται το στερεό σχήμα που παράγεται από την 
περιστροφή ενός ορθογώνιου τριγώνου γύρω από μία 
κάθετη πλευρά του.

Θεωρούμε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΚΟΑ, με την ορθή γωνία 
στο Ο (σχ.35), το οποίο περιστρέφεται γύρω από την κάθετη 
πλευρά ΚΟ. Η υποτείνουσα ΚΑ του ορθογώνιου τριγώνου, 
κατά την περιστροφή, διέρχεται από το σταθερό σημείο Κ 
και γράφει μία κυρτή επιφάνεια, ενώ η κάθετη πλευρά ΟΑ 
γράφει έναν κυκλικό δίσκο κέντρου Ο και ακτίνας ΟΑ, που 
βρίσκονται στο επίπεδο που είναι κάθετο στην ΚΟ στο Ο. 
Το στερεό σχήμα που παράγεται με αυτόν τον τρόπο από 
το τρίγωνο ΚΟΑ λέγεται κώνος. Η κυρτή επιφάνεια που 
παράγεται από την υποτείνουσα ΚΑ λέγεται παράπλευρη ή 
κυρτή επιφάνεια του κώνου, η τυχαία θέση της ΚΑ λέγεται 
γενέτειρα ή πλευρά του κώνου. Η κάθετη πλευρά ΚΟ, που 
παραμένει σταθερή κατά την περιστροφή, λέγεται άξονας 
ή ύψος, το σημείο Κ λέγεται κορυφή, ο κύκλος που γράφει 
η κάθετη πλευρά ΟΑ λέγεται βάση και η ακτίνα της βάσης 
λέγεται ακτίνα του κώνου. Είναι προφανές ότι όλες οι γε-
νέτειρες ενός κώνου είναι ίσες. Ο κώνος συμβολίζεται με 
(ΚΟ, ΟΑ), όπου ΚΟ ο άξονας και ΟΑ η ακτίνα της βάσης 
του κώνου.

 13.14 	 Μέτρηση του κώνου

Θεωρούμε έναν κώνο (ΚΟ, ρ) (σχ.36), και ένα πολύγωνο 
εγγεγραμμένο στη βάση του κώνου, π.χ. ένα τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ. Αν ενώσουμε την κορυφή Κ του κώνου με τις κορυ-
φές του πολυγώνου, οι ακμές της πυραμίδας είναι γενέτειρες 
του κώνου. Η πυραμίδα λοιπόν που έχει με τον κώνο κοινή 
κορυφή και η βάση της είναι εγγεγραμμένη στη βάση του 
κώνου λέγεται εγγεγραμμένη στον κώνο.
Αν τώρα θεωρήσουμε ένα πολύγωνο, περιγεγραμμένο στη 
βάση ενός κώνου, π.χ. ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ (σχ.37) και 
συνδέσουμε την κορυφή Κ του κώνου με τις κορυφές του 
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πολυγώνου, προκύπτει μία πυραμίδα που λέγεται περιγε-
γραμμένη στον κώνο. Η πυραμίδα αυτή έχει έδρες που 
εφάπτονται στην κυρτή επιφάνεια του κώνου κατά μήκος 
γενετειρών.

► �Ανάπτυγμα του κώνου

Η κυρτή επιφάνεια ενός κώνου μπορεί να αναπτυχθεί στο 
επίπεδο. Για το σκοπό αυτό εγγράφουμε στον κώνο (ΚΟ, ρ) 
(σχ.38), μία κανονική ν-γωνική πυραμίδα, την οποία στη 
συνέχεια αναπτύσσουμε στο επίπεδο. Το ανάπτυγμα της πα-
ράπλευρης επιφάνειας της κανονικής πυραμίδας αποτελείται 
από ν ίσα ισοσκελή τρίγωνα (σχ.39), τα οποία κατασκευά-
ζουμε το ένα δίπλα στο άλλο ως εγγεγραμμένα τρίγωνα στον 
κύκλο (Κʹ, λ), όπου Κʹ τυχόν σημείο του επιπέδου και λ το 
μήκος της γενέτειρας του κώνου.
Διπλασιάζοντας συνεχώς τον αριθμό ν των κορυφών της εγ-
γεγραμμένης πυραμίδας, τα μήκη των ίσων χορδών ΑΒ, ΒΓ, 
κτλ. γίνονται συνεχώς μικρότερα και η πολυγωνική γραμμή 
ΑʹΒʹ...Αʹ στο ανάπτυγμα τείνει να συμπέσει με το τόξο του 
κύκλου (Κʹ, λ). Στο όριο λοιπόν, το ανάπτυγμα του κώνου 
είναι ένας τομέας του κύκλου (Κʹ, λ), το τόξο του οποίου 
έχει μήκος A͡Aʹ = 2πρ. Αν ονομάσουμε φ τη γωνία ΑʹK̂ʹΑʹ 
του τομέα, μετρημένη σε μοίρες, έχουμε τη σχέση (σχ.40):       

360
2πλ

 =  φ
2πρ

 ⇔ φ =  ρ
λ

 ∙ 360º.

Άρα, το ανάπτυγμα της κυρτής επιφάνειας κώνου με 
πλευρά λ και ακτίνα ρ είναι τομέας κύκλου ακτίνας λ 
που βλέπει τόξο μήκους 2πρ ή σε μοίρες:

φ = 
ρ
λ

 ∙ 360º

► �Εμβαδόν επιφάνειας και όγκος του κώνου

Σύμφωνα με τους συλλογισμούς που κάναμε για την κατα-
σκευή του αναπτύγματος, προκύπτει αμέσως το ακόλουθο 
Θεώρημα.

Το εμβαδόν της κυρτής Εκ και της ολικής Εο επιφάνειας 
ενός κώνου με ακτίνα ρ και γενέτειρα λ, ισούται με:

Εκ = πρλ  και  Ε0 = πρ(ρ + λ).

Θεώρημα ι

 Απόδειξη

Το ανάπτυγμα της κυρτής επιφάνειας του κώνου είναι το-

Κʹ
Αʹ

Εʹλ

Δʹ

ΓʹΒʹ
Αʹ
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μέας κύκλου ακτίνας λ που έχει μήκος τόξου 2πρ. Για το 
εμβαδόν Εκ αυτού του τομέα ισχύει η σχέση:

πλ 2

2πλ
 =  Εκ

2πρ
 ⇔ Εκ = πρλ.

Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας προκύπτει αν στο εμβα-
δόν της παράπλευρης επιφάνειας προσθέσουμε το εμβαδόν 
της βάσης του κώνου, δηλαδή:

Ε0 = πρ 2 + πρλ = πρ (ρ + λ).

Ο όγκος κώνου ακτίνας ρ και ύψους υ ισούται με:

V = πρ 2 υ
3

 .

Θεώρημα ιι

 Απόδειξη

Θεωρούμε κανονική πυραμίδα εγγεγραμμένη στον κώνο, η 

οποία έχει όγκο V =  Β ∙ υ
3

 , όπου Β το εμβαδόν της βάσης 

της. Αν ο αριθμός των πλευρών της πυραμίδας συνεχώς δι-
πλασιάζεται, τότε στο όριο, το εμβαδόν της βάσης της πυ-
ραμίδας είναι το εμβαδόν της βάσης του κώνου και ο όγκος 

του κώνου ισούται με V =  πρ 2υ
3

 .

 13.15 	Κ όλουρος κώνος

Έστω κώνος (ΚΟ, ρ), ο οποίος τέμνει ένα επίπεδο κάθετο 
στον άξονά του στο σημείο Οʹ μεταξύ Κ και Ο (σχ.41). Δη-
μιουργείται έτσι ένας μικρότερος κώνος, με την ίδια κορυφή 
και βάση έναν κύκλο παράλληλο προς τον αρχικό, με μι-
κρότερη ακτίνα, ο οποίος αφαιρείται από τον αρχικό κώνο.

Το σχήμα που απομένει λέγεται κόλουρος κώνος και αποτε-
λείται από το μέρος του κώνου που περιλαμβάνεται μεταξύ 
της βάσης και ενός επιπέδου παράλληλου σε αυτό, μεταξύ 
κορυφής και βάσης. Οι δύο παράλληλοι κύκλοι λέγονται 
βάσεις του κόλουρου κώνου (μικρή και μεγάλη) και το ευ-
θύγραμμο τμήμα ΟΟʹ που συνδέει τα κέντρα των βάσεων 
λέγεται άξονας ή ύψος. Το τμήμα ΑΑʹ λέγεται γενέτειρα ή 
πλευρά.

Για τον όγκο και την επιφάνεια ενός κόλουρου κώνου ισχύ-
ουν τα επόμενα Θεωρήματα.

Κ

Αʹ

Α
ρʹ

λ

ρ Οʹ

Ο

υ

Σχήμα 41

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Αντί των εγγεγραμμένων πυρα-
μίδων μπορούμε να χρησιμοποι-
ήσουμε τις περιγεγραμμένες. Ο 
όγκος του κώνου είναι μικρό-
τερος από τον όγκο των περιγε-
γραμμένων πυραμίδων και με-
γαλύτερος των εγγεγραμμένων.
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•	 Το εμβαδόν της κυρτής Εκ και της ολικής Εο επιφάνειας 
κόλουρου κώνου με ακμή λ και ακτίνες βάσεων ρ και 
ρʹ, ισούται με:
Εκ = πλ (ρ + ρʹ)   και   Ε0 = πλ (ρ + ρʹ) + π (ρ 2 + ρʹ 2).

•	 Ο όγκος κόλουρου κώνου, με ύψος υ και ακτίνες ρ και 
ρʹ, ισούται με: 

V =  πυ
3

 (ρ 2 + ρʹ 2 + ρρʹ).

Θεώρηματα

Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Κώνος έχει ακτίνα 3 και ύψος 4. Να υπο-

λογίσετε τον όγκο, την κυρτή και την ολι-
κή επιφάνεια του κώνου.

2.	 Κώνος έχει ύψος 4 και επιφάνεια 6π. Να 
βρείτε την ακτίνα του κώνου.

3.	 Κατασκευάζεται αποθήκη οικοδομικών 
υλικών σε σχήμα αντεστραμμένου κώνου 
(σιλό), χωρίς κάλυμμα, με ακτίνα βάσης 
ρ και γενέτειρα 2ρ. Να υπολογίσετε το εμ-
βαδόν της λαμαρίνας που χρειάζεται για 
την κατασκευή της και τον όγκο της απο-
θήκης.

4.	 Κώνος παράγεται από την περιστροφή ορ-
θογώνιου και ισοσκελούς τριγώνου γύρω 
από το ύψος του. Αν ρ είναι η ακτίνα της 
βάσης του κώνου, να υπολογίσετε τον 
όγκο και την κυρτή επιφάνεια του κώνου.

5.	 Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας κώνου 
είναι ίσο με το εμβαδόν κύκλου ακτίνας 
α. Να βρείτε την κυρτή επιφάνεια και τον 
όγκο του κώνου, αν έχει ακτίνα ρ.

6.	 Να βρείτε το λόγο του εμβαδού της βάσης 
ενός κώνου προς το εμβαδόν της κυρτής 
επιφάνειάς του, αν έχει ύψος ίσο με τη 
διάμετρο της βάσης του.

7.	 Κώνος και κύλινδρος έχουν ίσες βάσεις 
και ίσα ύψη. Να βρείτε το λόγο των κυρ-
τών επιφανειών τους.

8.	 Να βρείτε τη γωνία του κυκλικού τομέα 
που παριστάνει το ανάπτυγμα του κώνου 
ακτίνας ρ και ύψους υ = υ ρ= 15 .

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Να χωριστεί η κυρτή επιφάνεια κώνου σε 

δύο ισοδύναμα μέρη με επίπεδο κάθετο 
στον άξονα του κώνου. Το ίδιο για τους 
όγκους των κώνων.

2.	 Ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ προεκτείνου-
με την πλευρά ΑΒ κατά ίσο μήκος και 
στο σημείο αυτό φέρουμε ευθεία ξ κάθε-
τη στην ΑΒ. Να υπολογίσετε τον όγκο που 
παράγεται από το ισόπλευρο τρίγωνο, αν 
αυτό περιστραφεί γύρω από την ευθεία ξ.

3.	 Κώνος έχει ακτίνα ρ και γενέτειρα 2ρ. 
Να χωρίσετε τον κώνο με δύο παράλλη-
λα επίπεδα στη βάση σε τρία μέρη, ώστε 
οι κυρτές επιφάνειες που προκύπτουν να 
είναι ισοδύναμες.

4.	 Να αποδείξετε ότι ο όγκος ενός κώνου 
ισούται με το εμβαδόν του ορθογώνιου 
τριγώνου που τον παράγει επί το 1

3
 του 

μήκους του κύκλου της βάσης.
5.	 Να αποδείξετε ότι τα εμβαδά των κυρτών 

επιφανειών δύο κώνων που παράγονται 
από δύο όμοια ορθογώνια τρίγωνα είναι 
ανάλογα προς τα τετράγωνα των ακτίνων 
τους.

6.	 Το εμβαδόν της κυρτής επιφάνειας ενός 
κώνου ισούται με το εμβαδόν κύκλου 
ακτίνας α. Να υπολογίσετε: i) τον όγκο 
του κώνου, αν έχει ακτίνα ρ και ii) τον 
όγκο του κώνου, αν α = 1 και ρ =  2

3
 .

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση
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Σφαίρα

 13.16 	 Ορισμός και στοιχεία σφαίρας

Η σφαίρα, ένα στερεό σχήμα που είναι γνωστό από την επο-
πτεία, μπορεί να οριστεί γεωμετρικά με δύο τρόπους. Κατά 
τον ένα τρόπο, θεωρείται ότι προκύπτει ως επιφάνεια εκ 
περιστροφής, ενώ κατά τον δεύτερο τρόπο ότι είναι γεωμε-
τρικός τόπος σημείων του χώρου. Ακολουθούν και οι δύο 
ορισμοί:

Ορισμοί

	 i)	 Σφαίρα είναι το σχήμα που παράγεται από την 
περιστροφή ενός κύκλου (Ο, ρ) με άξονα περι-
στροφής μία διάμετρό του.

	ii)	 Σφαίρα είναι το σύνολο των σημείων του χώρου 
που απέχουν από ένα σταθερό σημείο Ο σταθερή 
απόσταση ρ.

Το σημείο Ο λέγεται κέντρο (σχ.42) και το τμήμα ΟΒ = ρ 
λέγεται ακτίνα της σφαίρας. Η σφαίρα συμβολίζεται με 
(Ο, ρ), όπου Ο είναι το κέντρο της σφαίρας και ρ η ακτίνα 
της. Κάθε ευθεία που περνάει από το κέντρο Ο της σφαίρας 
τέμνει τη σφαίρα σε δύο σημεία Α και Αʹ, τα οποία λέγονται 
αντιδιαμετρικά σημεία (σχ.43) και το ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΑʹ λέγεται διάμετρος της σφαίρας. Το ευθύγραμμο τμήμα 

1.	 Εμβαδόν επιφάνειας κώνου ακτίνας ρ και γενέτειρας λ:
	 • κυρτής:	 Εκ = πρλ,
	 • ολικής:	 Εο = πρ(ρ + λ).
2.	 Το ανάπτυγμα κώνου ακτίνας ρ και γενέτειρας λ είναι κυκλικός τομέας γωνίας: 

φ =  ρ
λ

 ∙ 360º .

3.	 Όγκος κώνου ύψους υ και ακτίνας ρ: V =  πρ 2υ
3

 .

4.	 Κόλουρος κώνος με ακτίνες ρ, ρʹ, ύψος υ και γενέτειρα λ:
	 • εμβαδόν κυρτής επιφάνειας	 Εκ = πλ(ρ + ρʹ)
	 • εμβαδόν ολικής επιφάνειας	 Εο = πλ(ρ + ρʹ) + π(ρ 2 + ρʹ 2)

	 • όγκος V =  πυ
3

 (ρ2 + ρ2́ + ρρʹ).

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ

Σχήμα 42
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ΑΒ που ενώνει δύο τυχαία σημεία της σφαίρας λέγεται χορ-
δή. Τα σημεία του χώρου που απέχουν από το κέντρο της 
σφαίρας απόσταση μικρότερη από την ακτίνα της σφαίρας 
λέγονται εσωτερικά σημεία της σφαίρας, ενώ εκείνα των 
οποίων η απόσταση από το κέντρο είναι μεγαλύτερη από 
την ακτίνα λέγονται εξωτερικά.
Ως άμεση συνέπεια του ορισμού προκύπτουν οι εξής προ-
τάσεις:

Προτάσεις

•	 Κάθε σφαίρα έχει μόνο ένα κέντρο Ο.
•	 Όλες οι διάμετροι της σφαίρας είναι ίσες.
•	 Κάθε χορδή σφαίρας είναι μικρότερη από τη διάμετρο.
•	 Αν ΑΒ είναι χορδή σφαίρας και Μ το μέσο της χορδής, 

τότε η ΟΜ είναι κάθετη στη χορδή.

Πρόταση

Τέσσερα σημεία του χώρου, που δεν ανήκουν στο ίδιο 
επίπεδο, ορίζουν μοναδική σφαίρα.

 Απόδειξη

Θεωρούμε τα σημεία Α, Β, Γ και Δ, που δεν ανήκουν στο 
ίδιο επίπεδο. Τα σημεία της ευθείας ξ που είναι κάθετη στο 
επίπεδο του τριγώνου ΑΒΓ στο περίκεντρο Κ ισαπέχουν από 
τα Α, Β και Γ (σχ.44). Κατασκευάζουμε τώρα το επίπεδο 
π που είναι μεσοκάθετο στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΔ, που 
τέμνει την ευθεία ξ σε ένα σημείο Ο. Το σημείο Ο ισαπέχει 
και από τα τέσσερα σημεία Α, Β, Γ και Δ. Τέλος, επειδή το 
κέντρο κάθε σφαίρας που περνάει από τα σημεία Α, Β και Γ 
είναι σημείο της ξ και το κέντρο κάθε σφαίρας που περνάει 
από τα Α και Δ είναι σημείο του π, έπεται ότι η σφαίρα αυτή 
είναι μοναδική.

 13.17 	� Θέσεις ευθείας και επιπέδου  
ως προς σφαίρα

► �Σχετική θέση επιπέδου και σφαίρας

Έστω σφαίρα (Ο, ρ), επίπεδο π που απέχει απόσταση 
ΟΚ = δ από το κέντρο Ο της σφαίρας (σχ.45).
	 i)	 Αν δ > ρ (σχ.45α), τότε όλα τα σημεία του επιπέδου 

είναι εξωτερικά σημεία της σφαίρας, επομένως το επί-
πεδο και η σφαίρα δεν έχουν κοινά σημεία.

Α

Β

ξ

Κ Γ

Δ

Ο

π

Σχήμα 44
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	ii)	 Αν δ = ρ (σχ.45β), τότε το σημείο Κ είναι κοινό σημείο 
της σφαίρας και του επιπέδου, ενώ κάθε άλλο σημείο 
του επιπέδου είναι εξωτερικό σημείο της σφαίρας. Τότε 
το επίπεδο λέγεται εφαπτόμενο επίπεδο της σφαίρας 
και το σημείο Κ λέγεται σημείο επαφής.

	iii)	 Αν δ < ρ (σχ.45γ), τότε το σημείο Κ είναι εσωτερικό 
σημείο της σφαίρας. Τότε το επίπεδο τέμνει τη σφαίρα 
και η τομή είναι κύκλος του επιπέδου π με κέντρο το 
σημείο Κ και ακτίνα ρʹρ ρ δ' .= −2 2

		  Όταν το επίπεδο περνάει από το κέντρο της σφαίρας, 
τότε η τομή της σφαίρας με το επίπεδο είναι κύκλος 
που έχει κέντρο Ο και ακτίνα ρ και λέγεται μέγιστος 
κύκλος. Η τομή της σφαίρας με επίπεδο που δεν περνά-
ει από το κέντρο λέγεται μικρός κύκλος της σφαίρας.

► �Σχετική θέση ευθείας και σφαίρας

Θεωρούμε σφαίρα (Ο, ρ) και ευθεία ε που δε διέρχεται από το 
κέντρο Ο. Στο επίπεδο (Ο, ε) γράφουμε τον κύκλο (Ο, ρ), που 
είναι μέγιστος κύκλος της σφαίρας και έστω ΟΚ = δ η από-
σταση του σημείου Ο από την ευθεία ε. Η εύρεση των κοινών 
σημείων της ευθείας και της σφαίρας ανάγεται στην εύρεση 
των κοινών σημείων της ευθείας ε και του κύκλου (Ο, ρ).
	 i)	 Έστω ότι δ < ρ (σχ.46α). Τότε η ευθεία ε τέμνει τον 

κύκλο (Ο, ρ) σε δύο σημεία Μ και Ν. Άρα η ευθεία ε 
τέμνει τη σφαίρα σε δύο σημεία, τα Μ και Ν.

	ii)	 Έστω ότι δ = ρ (σχ.46β). Τότε ο κύκλος (Ο, ρ) που 
βρίσκεται στο επίπεδο (Ο, ε), εφάπτεται στην ευθεία 
ε και το σημείο Κ είναι το μοναδικό κοινό σημείο της 
ευθείας ε και της σφαίρας (Ο, ρ). Στην περίπτωση αυτή 
η ευθεία ε λέγεται εφαπτομένη της σφαίρας και σημείο 
Κ λέγεται σημείο επαφής.

	iii)	 Έστω ότι δ > ρ (σχ.46γ). Ο κύκλος (Ο, ρ) δεν τέμνει την 
ευθεία ε, επομένως η ευθεία και η σφαίρα δεν έχουν 
κοινά σημεία. Αν η ευθεία ε διέρχεται από το Ο, τότε η 
ε τέμνει τη σφαίρα σε δύο αντιδιαμετρικά σημεία.

 13.18 	 Μέτρηση σφαίρας

► �Εμβαδόν και όγκος παραγόμενος από την περιστροφή 
επίπεδης πολυγωνικής γραμμής

Για τον υπολογισμό του εμβαδού της επιφάνειας της σφαί-
ρας και του όγκου της θα χρειαστούμε τα επόμενα θεωρήμα-
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τα που αναφέρονται ως θεωρήματα του Πάππου. Ο Πάππος 
έζησε τον 3ο μ.Χ. αιώνα και εδίδαξε στο Πανεπιστήμιο της 
Αλεξάνδρειας.

Το εμβαδόν της επιφάνειας που παράγεται κατά την πλή-
ρη περιστροφή ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (σχ.47), 
με άξονα περιστροφής ευθεία ξ συνεπίπεδη με το τμήμα, 
που δεν το τέμνει σε εσωτερικό σημείο και δεν είναι κά-
θετη σε αυτό, ισούται με το γινόμενο του κύκλου που 
έχει ακτίνα το τμήμα ΜΝ που είναι κάθετο στο μέσο του 
ευθύγραμμου τμήματος μέχρι τον άξονα, επί το μήκος της 
προβολής ΑʹΒʹ του τμήματος στον άξονα, δηλαδή

εμβ(ΑΒ) = 2π ∙ΜΝ ∙ ΑʹΒʹ.

Θεώρημα ι

Ο όγκος του στερεού που παράγεται κατά την περιστροφή 
τριγώνου ΑΒΓ γύρω από άξονα ξ, που ανήκει στο επίπεδο 
του τριγώνου και διέρχεται από την κορυφή Α, χωρίς να 
το τέμνει σε εσωτερικά σημεία, ισούται με το γινόμενο 
του εμβαδού της επιφάνειας που παράγει η πλευρά ΒΓ 
επί το ένα τρίτο του ύψους που αντιστοιχεί στην κορυφή 
Α του τριγώνου (σχ.48), δηλαδή:

ογκ(ΑΒΓ) =  1
3

 υ ∙εμβ(ΒΓ).

Θεώρημα ιι

► �Εμβαδόν επιφάνειας σφαίρας

Το εμβαδόν της επιφάνειας σφαίρας (Ο, ρ) ισούται με το 
εμβαδόν τεσσάρων μέγιστων κύκλων, δηλαδή:

Ε = 4πρ 2.

Θεώρημα ιιι

 Απόδειξη

Θεωρούμε ότι η σφαίρα (Ο, ρ) παράγεται από την περι-
στροφή ενός μέγιστου κύκλου της, με άξονα μία διάμετρο. 
Στο μέγιστο κύκλο εγγράφουμε ένα κανονικό πολύγωνο με 
άρτιο πλήθος κορυφών, π.χ. ένα εξάγωνο (σχ.49). Κατά την 
περιστροφή γύρω από τη διάμετρο ΑΔ, η πολυγωνική γραμ-
μή ΑΒΓΔ, σύμφωνα με το θεώρημα I του Πάππου, παράγει 
επιφάνεια εμβαδού:

Ε6 = 2πα6(ΑΒʹ + ΒʹΓʹ + ΓʹΔ) = 2πα6 ∙ ΑΔ = 4πρα6 ,
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όπου α6 είναι το απόστημα του κανονικού εξαγώνου.

Διπλασιάζοντας συνεχώς τις πλευρές του εγγεγραμμένου 
πολυγώνου, στο όριο, η πλευρά του εγγεγραμμένου πολυ-
γώνου συνεχώς μειώνεται, το πολύγωνο τείνει στο μέγιστο 
κύκλο και το απόστημα τείνει στην ακτίνα του κύκλου. Στο 
όριο λοιπόν, έχουμε:

Ε = 4πρ ∙ ρ = 4πρ 2.

► �Όγκος σφαίρας

Ο όγκος σφαίρας ακτίνας ρ είναι: V =  4
3

 πρ 3.

Θεώρημα ιv

 Απόδειξη

Εγγράφουμε στον κύκλο που παράγει τη σφαίρα εκ περι-
στροφής ένα κανονικό πολύγωνο με άρτιο πλήθος κορυφών, 
π.χ. ένα εξάγωνο (σχ.49α). Κατά την περιστροφή γύρω από 
τον άξονα ΑΔ, τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΒΓ και ΟΓΔ παράγουν 
όγκο, που σύμφωνα με το Θεώρημα II του Πάππου δίνεται 
από τη σχέση:

V6 =  1
3

 (εμβ(ΑΒ) + εμβ(ΒΓ) + εμβ(ΓΔ)) ∙ α6 = 

 =  1
3

 εμβ(ΑΒΓΔ) ∙ α6

όπου α6 είναι το απόστημα του κανονικού εξαγώνου και 
εμβ(ΑΒ) είναι το εμβαδόν της επιφάνειας που παράγεται 
από το τμήμα ΑΒ κατά την περιστροφή του γύρω από τον 
άξονα ΑΔ. Διπλασιάζοντας συνεχώς τις πλευρές του εγγε-
γραμμένου πολυγώνου, στο όριο, η πλευρά του εγγεγραμ-
μένου πολυγώνου τείνει στο μηδέν, το εμβαδόν της πολυ-
γωνικής γραμμής ΑΒ...Δ τείνει στο εμβαδόν του ημικυκλίου 
ακτίνας ρ, το εμβαδόν που παράγει η πολυγωνική γραμμή 
ΑΒ...Δ τείνει στο εμβαδόν της σφαίρας και το απόστημα 
τείνει στην ακτίνα ρ του κύκλου. Στο όριο, λοιπόν, έχουμε:

V =  1
3

 ∙ 4πρ 2 ∙ ρ =  4
3

 πρ 3.

ΣΧΟΛΙΟ
Ο όγκος και το εμβαδόν της 
επιφάνειας σφαίρας και ο όγκος 
και το εμβαδόν της κυρτής επι-
φάνειας κώνου, κόλουρου κώ-
νου και κυλίνδρου υπολογίστη-
καν για πρώτη φορά από τον 
Αρχιμήδη με διαφορετική μέθο-
δο από αυτήν που χρησιμοποι-
ούμε εδώ, που την αποκαλούσε 
«έφοδο».
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Ασκήσεις Εμπέδωσης
1.	 Σφαίρα ακτίνας 50 τέμνεται από επίπεδο 

που απέχει από το κέντρο απόσταση 20. 
Να υπολογίσετε την ακτίνα της τομής.

2.	 Σφαίρα ακτίνας 40 τέμνεται από επίπεδο 
κατά κύκλο με εμβαδόν 900π. Να βρείτε 
την απόσταση του επιπέδου από το κέ-
ντρο της σφαίρας.

3.	 Διαιρούμε μία ακτίνα σφαίρας (Ο, ρ) σε 
δύο ίσα τμήματα και από το σημείο της 
διαίρεσης φέρουμε επίπεδο κάθετο στην 
ακτίνα. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 
κύκλου της τομής.

4.	 Σφαίρα ακτίνας ρ φωτίζεται από φωτει-
νή πηγή που βρίσκεται σε απόσταση δ>ρ 
από το κέντρο της σφαίρας. Να βρείτε 
την ακτίνα του κύκλου που χωρίζει το 
φωτιζόμενο μέρος της σφαίρας από το 
σκοτεινό.

5.	 Να υπολογίσετε το εμβαδόν σφαίρας 
ακτίνας ρ=10.

6.	 Να βρείτε το λόγο των επιφανειών δύο 
σφαιρών αν ο λόγος των ακτίνων τους 
είναι λ.

7.	 Να υπολογίσετε τον όγκο σφαίρας με 
ακτίνα 3.

8.	 Να υπολογίσετε το λόγο των όγκων δύο 
σφαιρών αν ο λόγος των ακτίνων τους 
είναι λ.

9.	 Δίνονται δύο ομόκεντρες σφαίρες με ακτί-
νες ρ και ρʹ. Φέρουμε επίπεδο εφαπτόμενο 
στη μικρότερη σφαίρα. Να υπολογίσετε το 
εμβαδόν του κύκλου κατά τον οποίο τέ-
μνεται η μεγάλη σφαίρα από επίπεδο που 
εφάπτεται στη μικρή.

10.	Κυλινδρικός λέβητας έχει ύψος ίσο με 
την ακτίνα του ρ και καταλήγει σε δύο 
ημισφαίρια. Να υπολογίσετε το ρ, ώστε 
ο συνολικός όγκος να είναι 63π.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Δίνονται τα στερεά: i) κύλινδρος ακτί-

νας ρ και ύψους 2ρ, ii) κώνος ακτίνας 
ρ και ύψους ρ και iii) σφαίρα ακτίνας ρ. 
Να αποδείξετε ότι (α) ο όγκος της σφαί-
ρας ισούται με τέσσερις όγκους κώνου, 

(β) δύο όγκοι κυλίνδρου είναι τρεις σφαί-
ρες και (γ) δύο ολικές επιφάνειες του κυ-
λίνδρου ισοδυναμούν με τρεις φορές την 
επιφάνεια της σφαίρας.

2.	 Να αποδείξετε ότι αν δύο σφαίρες τέμνο-
νται, η τομή τους είναι κύκλος.

3.	 Να αποδείξετε ότι ο όγκος σφαίρας ακτί-
νας ρ, ο όγκος ισόπλευρου κυλίνδρου πε-
ριγεγραμμένου στη σφαίρα (δηλαδή κυ-
λίνδρου με ακτίνα ρ και ύψος 2ρ) και ο 
όγκος ισοσκελούς κώνου περιγεγραμμέ-
νου στη σφαίρα (δηλαδή κώνου περιγε-
γραμμένου στη σφαίρα που έχει διάμετρο 
βάσης ίση με ακμή) είναι ανάλογοι των 
αριθμών 4, 6 και 9 αντίστοιχα.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Να βρείτε το λόγο του ύψους κυλίνδρου 
προς την ακτίνα σφαίρας αν έχουν ίσες 
ακτίνες και ισοδύναμες κυρτές επιφάνειες.

2.	 Σε σφαίρα ακτίνας ρ εγγράφεται κώνος. 
Να βρείτε την απόσταση της βάσης του 
κώνου από το κέντρο ώστε ο κώνος να 
έχει μέγιστο όγκο. Το ίδιο και για κύλιν-
δρο εγγεγραμμένο σε σφαίρα.

3.	 Να βρείτε το λόγο των εμβαδών και των 
όγκων σφαίρας και του εγγεγραμμένου σε 
αυτήν i) κύβου, ii) κανονικού οκταέδρου.

4.	 Σφαίρα, κύλινδρος και κώνος έχουν ίσες 
ακτίνες και τα ύψη του κώνου και του κυ-
λίνδρου είναι ίσα με τη διάμετρο της σφαί-
ρας. Να υπολογίσετε τους λόγους των κυρ-
τών επιφανειών του κυλίνδρου και του κώ-
νου προς την επιφάνεια της σφαίρας. Το 
ίδιο και για τους όγκους τους.

5.	 Αν Vα, Vβ και Vγ είναι οι όγκοι που παρά-
γονται από ορθογώνιο τρίγωνο αν αυτό 
περιστραφεί γύρω από τις πλευρές α, β 
και γ αντίστοιχα, τότε ισχύει:

	 1
V 2

a
 =  1

V 2
β
 +  1

V 2
γ
 .

	 Να βρεθεί επίσης ο λόγος Vβ

Vγ
.

  Α
ΣΚ

Η
ΣΕ

ΙΣ
 για


 λυση
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Δίνεται τετραγωνική πυραμίδα Κ.ΑΒΓΔ, με βάση τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α, η έδρα ΚΑΔ είναι 
ισόπλευρο τρίγωνο και οι γωνίες ΚΑΒ και ΚΔΓ είναι ορθές.
  i)	 Να αποδειχθεί ότι η δίεδρη γωνία ΑΔ(Κ,Γ) είναι ορθή.
 ii)	� Από το σημείο Α φέρουμε την ΑΒʹ κάθετη στην ακμή ΚΒ και από το Βʹ επίπεδο παράλληλο στο 

ΑΒΓΔ που τέμνει τις ακμές ΚΑ, ΚΓ και ΚΔ στα σημεία Αʹ, Γʹ και Δʹ. Να υπολογισθεί ο όγκος 
της κόλουρης πυραμίδας ΑΒΓΔ-ΑʹΒʹΓʹΔʹ.

iii)	� Να αποδειχθεί ότι η πυραμίδα Κ.ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμη σε σφαίρα και να υπολογισθεί ο όγκος 
και η επιφάνειά της.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

1.	 Η σχετική θέση σφαίρας (Ο, ρ) και επιπέδου π εξαρτάται από την απόσταση δ του 
επιπέδου από το κέντρο Ο ως εξής:

	 • δ > ρ, το επίπεδο και η σφαίρα δεν έχουν κοινά σημεία,
	 • �δ = ρ, το επίπεδο και η σφαίρα έχουν ένα κοινό σημείο. Το επίπεδο εφάπτεται στη 

σφαίρα,

	 • �δ < ρ, το επίπεδο τέμνει τη σφαίρα σε κύκλο με ακτίνα ρ δ2 2−  και κέντρο την 
προβολή του κέντρου της σφαίρας στο επίπεδο.

2.	 Η σχετική θέση σφαίρας (Ο, ρ) και ευθείας ε εξαρτάται από την απόσταση δ του κέ-
ντρου Ο από την ευθεία ως εξής:

	 • δ > ρ, η ευθεία δεν έχει κοινά σημεία με τη σφαίρα.
	 • �δ = ρ, η ευθεία έχει ένα κοινό σημείο με τη σφαίρα, δηλαδή η ευθεία εφάπτεται στη 

σφαίρα.
	 • δ < ρ, η ευθεία τέμνει τη σφαίρα σε δύο σημεία.

3.	 Εμβαδόν επιφάνειας σφαίρας (Ο, ρ):	 Ε = 4πρ 2

4.	 Όγκος σφαίρας (Ο, ρ):	 V =  4
3

 πρ 3 

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ
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 13.19 	Κ ανονικά πολύεδρα

Ένα πολύεδρο λέγεται κανονικό όταν όλες οι έδρες του είναι 
ίσα κανονικά πολύγωνα και όλες οι πολυεδρικές γωνίες του 
είναι ίσες.

Από τον ορισμό αυτό προκύπτει ότι όλες οι ακμές ενός κα-
νονικού πολυέδρου είναι ίσα ευθύγραμμα τμήματα, καθώς 
επίσης και όλες οι επίπεδες γωνίες των εδρών του είναι ίσες. 
Από τα πολύεδρα που εξετάσαμε έως τώρα, κανονικά ήταν 
το κανονικό τετράεδρο και ο κύβος. Στην παράγραφο αυτή 
θα εξετάσουμε όλα τα κανονικά πολύεδρα που μπορούν να 
κατασκευασθούν.

Όπως αναφέραμε στην §13.1, για το πλήθος των κορυφών 
Κ, των ακμών Α και των εδρών Ε ενός πολυέδρου, ισχύει 
το θεώρημα του Euler:

Ε + Κ = Α + 2      (1).

Ένα κανονικό πολύεδρο έχει έδρες που είναι κανονικά πο-
λύγωνα και έστω ν ο αριθμός των πλευρών κάθε έδρας. Οι 
Ε έδρες έχουν συνολικά νΕ πλευρές, οι οποίες ανά δύο ταυ-

1.	 Να βρείτε σημείο του οποίου το άθροι-
σμα των τετραγώνων των αποστάσεών 
του από τις κορυφές ενός τετραέδρου να 
είναι ελάχιστο.

2.	 Η τομή τετραέδρου με επίπεδο παράλληλο 
σε δύο απέναντι ακμές είναι παραλληλό-
γραμμο.

3.	 Δίνονται τρεις ευθείες ε, ζ και ξ ανά δύο 
ασύμβατες, που δεν είναι παράλληλες στο 
ίδιο επίπεδο. Να κατασκευάσετε παραλ-
ληλεπίπεδο που έχει τρεις ακμές του στις 
ευθείες αυτές.

4.	 Το επίπεδο που διχοτομεί μία δίεδρη γω-
νία ενός τετραέδρου χωρίζει την απέναντι 
ακμή σε μέρη ανάλογα των προσκείμενων 
εδρών.

5.	 Σε κάθε τετράεδρο οι τρεις ευθείες που 

συνδέουν τα μέσα των απέναντι ακμών 
διχοτομούνται. Τα τμήματα αυτά λέγο-
νται διδιάμεσοι και το σημείο αυτό λέγε-
ται κέντρο βάρους του τετραέδρου.

6.	 Οι τέσσερις διάμεσοι τετραέδρου, δηλα-
δή τα τμήματα που συνδέουν τις κορυφές 
με τα κέντρα βάρους των απέναντι εδρών, 
διέρχονται από το ίδιο σημείο και τις χω-
ρίζει σε λόγο 1:3.

7.	 Να αποδείξετε ότι οι ευθείες που συνδέ-
ουν τα μέσα των απέναντι ακμών τετρα-
έδρου (διδιάμεσοι) διέρχονται από το κέ-
ντρο βάρους του τετραέδρου.

8.	 Να βρείτε εσωτερικό σημείο τετραέδρου 
τέτοιο ώστε τα τετράεδρα που σχηματίζο-
νται με κορυφή το σημείο αυτό και βάσεις 
τις έδρες του αρχικού τετραέδρου να είναι 
ισοδύναμα.

 γενικεσ
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τίζονται για να δώσουν μία ακμή του πολυέδρου, άρα οι 
ακμές είναι:

Α = 
νΕ
2

             (2).

Επίσης, κάθε έδρα του κανονικού πολυέδρου έχει ν κορυ-
φές και το σύνολο των επίπεδων γωνιών όλων των εδρών 
του είναι νΕ. Θεωρούμε ότι αυτές ενώνονται ανά μ για να 
δώσουν μία στερεά γωνία του κανονικού πολυέδρου, που 
αντιστοιχεί σε κάθε κορυφή του. Επομένως οι κορυφές είναι

Κ = 
νΕ
μ

             (3).

Αντικαθιστώντας τα Α και Κ στην (1) από τις (2) και (3), 
έχουμε

Ε = 
4μ

(2μ + 2ν – μν)
             (4).

Αναζητούμε λοιπόν φυσικούς αριθμούς μ, ν και Ε που να 
ικανοποιούν τη σχέση (4), λαμβάνοντας υπόψη ότι ο πα-
ρονομαστής πρέπει να είναι θετικός αριθμός και οι έδρες 
πρέπει να είναι περισσότερες από τρεις. Οι λύσεις που ικα-
νοποιούν όλες αυτές τις συνθήκες είναι οι εξής:

•	 Για ν = 3 το μ παίρνει τις τιμές μ = 3, 4, 5 και το Ε = 4, 
8, 20 αντίστοιχα, δηλαδή με τρίγωνα σχηματίζεται το 
κανονικό τετράεδρο, οκτάεδρο και εικοσάεδρο.

•	 Για ν = 4 τότε μ = 4 και Ε = 6, δηλαδή με τετράγωνα 
σχηματίζεται μόνο ο κύβος.

•	 Για ν = 5 τότε μ = 3 και Ε = 12, δηλαδή με κανονικά πε-
ντάγωνα σχηματίζεται μόνο το κανονικό δωδεκάεδρο.

Αυτές είναι οι μόνες λύσεις που επιδέχεται η σχέση (4), 
επομένως υπάρχουν μόνο πέντε κανονικά πολύεδρα, που 
λέγονται και Πλατωνικά στερεά. Μελετήθηκαν στην Ακα-
δημία του Πλάτωνα, στη Σχολή του Πυθαγόρα και ο Ευ-
κλείδης ασχολείται με αυτά στο 13ο βιβλίο των Στοιχείων 
όπου αποδεικνύει ότι αυτά είναι ακριβώς πέντε (βλ. σχετικό 
ιστορικό σημείωμα). Στο σχ.50 εικονίζονται τα πέντε κανο-
νικά πολύεδρα και δίπλα το ανάπτυγμά τους. Τα κανονικά 
πολύεδρα είναι εγγράψιμα και περιγράψιμα σε σφαίρα. Δη-
λαδή υπάρχει εσωτερικό σημείο Ο, που είναι κέντρο δύο 
σφαιρών, αυτής που περνάει από όλες τις κορυφές του κανο-
νικού πολυέδρου και αυτής που εφάπτεται όλων των εδρών, 
στα κέντρα τους.
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Στον παρακάτω πίνακα παραθέτουμε τα βασικά στοιχεία 
των κανονικών πολυέδρων. Από τον πίνακα αυτό και το μή-
κος της ακμής α κατασκευάζονται τα αναπτύγματα των κα-
νονικών πολυέδρων, αφού γνωρίζουμε το σχήμα των εδρών, 
το πλήθος των εδρών συνολικά και τον αριθμό των εδρών 
που συνορεύουν σε κάθε κορυφή του πολυέδρου. Από τα 
αναπτύγματα μπορούν να κατασκευασθούν τα πολύεδρα.

ΣΧΟΛΙΟ
Ο κύβος με το οκτάεδρο και το 
δωδεκάεδρο με το εικοσάεδρο 
λέγονται συζυγή κανονικά πολύ-
εδρα, γιατί, όπως παρατηρούμε 
από τον πίνακα, οι αριθμοί των 
εδρών και των κορυφών του 
ενός ισούνται με τους αριθμούς 
των κορυφών και των εδρών 
του άλλου, ενώ το πλήθος των 
ακμών μένει ίδιο. Για πληρότη-
τα λέμε ότι το τετράεδρο είναι 
συζυγές με τον εαυτό του. Μία 
εφαρμογή αυτής της παρατήρη-
σης είναι ότι αν με κορυφές τα 
κέντρα των εδρών ενός κανονι-
κού πολυέδρου κατασκευάσουμε 
άλλο κανονικό πολύεδρο, αυτό 
είναι το συζυγές του. Για πα-
ράδειγμα, τα κέντρα των εδρών 
κύβου είναι κορυφές κανονικού 
οκταέδρου.

Τετράεδρο

Οκτάεδρο

Δωδεκάεδρο

Κύβος

Εικοσάεδρο

Σχήμα 50

Κανονικό πολύεδρο Ε Κ Α Είδος εδρών Ακμές  
ανά κορυφή

Ακτίνα  
περιγεγραμμένης σφαίρας

Τετράεδρο 4 10 6 Τρίγωνα 3
 
R =

α 6
4

Κύβος 6 8 12 Τετράγωνα 3
 
R =

α 3
2

Οκτάεδρο 8 6 12 Τρίγωνα 4 R =
α 2
2  

Δωδεκάεδρο 12 20 30 Πεντάγωνα 3 R = +
α
4
3 5 1( )

 

Εικοσάεδρο 20 12 30 Τρίγωνα 5 R = +
α
4
10 2 5
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Τα κανονικά πολύεδρα

Η ιδέα να διακρίνουμε τα πολύεδρα σε ομάδες 
που παρουσιάζουν κάποια ιδιάζουσα κανονικό-
τητα ανάγεται στην αρχαία Ελλάδα. Πώς ακρι-
βώς και γιατί έγινε αυτή η ομαδοποίηση δεν είναι 
ιστορικά γνωστό. Όλα τα ονομαζόμενα (κυρτά) 
κανονικά πολύεδρα ήταν γνωστά στους αρχαί-
ους Έλληνες γεωμέτρες, και ορισμένα από αυτά 
(κύβος, τετράεδρο, οκτάεδρο) πρέπει να ήταν 
γνωστά και στους Αιγυπτίους.

Τα πολύεδρα αυτά συχνά ονομάζονται και Πλα-
τωνικά ή κοσμικά στερεά. Στη φιλοσοφία του 
Πλάτωνα τα τέσσερα από αυτά συμβολίζουν 
τέσσερα δομικά στοιχεία του σύμπαντος: το τε-
τράεδρο τη φωτιά, ο κύβος τη γη, το εικοσάεδρο 
το νερό και το οκτάεδρο τον αέρα. Το πέμπτο, το 
δωδεκάεδρο, συμβόλιζε τον κόσμο (στα λατινικά 
ονομαζόταν quinta essentia - «πέμπτη ουσία»). 
Η θεωρία της κατασκευής των πέντε κανονικών 
πολυέδρων εκτίθεται στο τέλος των «Στοιχείων», 
Βιβλίο XIII, του Ευκλείδη, όπου οι ακμές τους 
εκφράζονται ως συνάρτηση της ακτίνας της πε-
ριγεγραμμένης σφαίρας με τη βοήθεια της θε-
ωρίας των αρρήτων του Βιβλίου X και αποδει-
κνύεται ότι υπάρχουν ακριβώς πέντε κανονικά 
πολύεδρα. Από αυτά ο κύβος, το τετράεδρο και 
το δωδεκάεδρο πρέπει να μελετήθηκαν από τους 
Πυθαγορείους, ενώ η μελέτη του οκταέδρου και 
του εικοσαέδρου αποδίδεται στο Θεαίτητο. Ο 
Θεαίτητος ήταν μάλλον ο πρώτος που έγραψε 
για τα κανονικά στερεά, ενώ σύμφωνα με μια 
μαρτυρία του Υψικλή, μια δεύτερη πραγματεία 
πάνω στο θέμα αυτό με τίτλο «Σύγκριση των πέ-
ντε κανονικών στερεών» γράφηκε γύρω στο 320 
π.Χ. από τον Αρισταίο. Πιθανόν στην πραγμα-

τεία αυτή να ανάγονται οι κατασκευές των εγ-
γεγραμμένων σε σφαίρα κανονικών πολυέδρων 
που απαντάμε στη «Συναγωγή» του Πάππου. Ο 
Υψικλής μας μεταφέρει επίσης τη μαρτυρία ότι 
ο Απολλώνιος έγραψε μια συγκριτική μελέτη για 
το δωδεκάεδρο και το εικοσάεδρο, η οποία όμως 
δεν διασώθηκε.

Σύμφωνα με μαρτυρία του Πάππου, ο Αρχιμήδης 
στη χαμένη πραγματεία του για τα λεγόμενα ημι-
κανονικά πολύεδρα διακρίνει δεκατρία νέα είδη 
πολυέδρων, οι έδρες των οποίων είναι κανονικά 
πολύγωνα, αλλά διάφορων ειδών, και όλες οι 
κορυφές των οποίων είναι ισοδύναμες, δηλαδή 
έχουν την ίδια διάταξη εδρών γύρω από κάθε κο-
ρυφή. Από αυτά άλλα έχουν δύο είδη πολυγώνων 
και άλλα τρία. Ο αριθμός των εδρών κυμαίνεται 
μεταξύ 8 και 92. Σήμερα τα πολύεδρα αυτά ονο-
μάζονται ημικανονικά ή Αρχιμήδεια στερεά.
To ενδιαφέρον στα κανονικά πολύεδρα αναζωο-
γονήθηκε τον 15ο αι. με τις εργασίες του Πιέρο 
ντελλα Φραντσέσκα (1457) και τη «Θεϊκή ανα-
λογία» του Λουκά Πατσόλι (1509), όπου εξετά-
ζονται Αρχιμήδεια στερεά και τρόποι κατασκευ-
ής τους. Στα κανονικά πολύερα αναφέρονται επί-
σης στο έργο τους ο Φινέος (Orontius Finaeus, 
1550) και ο Ράμος (1569).

Τα πέντε Πλατωνικά στερεά: εικοσάεδρο, οκτάε-
δρο, τετράεδρο, κύβος, δωδεκάεδρο Τα αποκαλούμενα σήμερα Αρχιμήδεια στερεά: 

κυβοκτάεδρο, (ρομβο)κόλουρο εικοσιδωδεκάεδρο, 
(ρομβο)κόλουρο κυβοκτάεδρο, κόλουρος κύβος, κό-
λουρο δωδεκάεδρο, κόλουρο εικοσάεδρο, κόλουρο 
οκτάεδρο, εικοσιδωδεκάεδρο, ρομβοεικοσιδωδε-

κάεδρο, ρομβοκυβοκτάεδρο, πεπλατυσμένος κύβος, 
πεπλατυσμένο δωδεκάεδρο, κόλουρο τετράεδρο.
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 Η αξιωματική μέθοδος                    
Η αξιωματική μέθοδος είναι ένας τρόπος κατασκευής 
μιας επιστημονικής θεωρίας, κατά τον οποίο ορισμέ-
νες προτάσεις (τα λεγόμενα αξιώματα ή αιτήματα) 
λαμβάνονται ως αρχή και από αυτά συνάγονται όλα 
τα θεωρήματα της θεωρίας με μια ακολουθία συλ-
λογισμών που ονομάζεται απόδειξη. Οι κανόνες που 
ακολουθούν οι συλλογισμοί αυτοί είναι αντικείμενο 
της επιστήμης της λογικής. Όλες οι έννοιες που χρησι-
μοποιούνται κατά τη διαδικασία της απόδειξης (εκτός 
από ένα μικρό αριθμό αρχικών εννοιών) εισάγονται με 
ορισμούς, οι οποίοι επεξηγούν το νόημα των εννοιών 
αυτών με βάση γνωστές έννοιες ή άλλες έννοιες που 
έχουν ορισθεί προηγουμένως. Οι επιστήμες που κατα-
σκευάζονται με τη μέθοδο αυτή ονομάζονται αποδει-
κτικές ή παραγωγικές επιστήμες.

Η γένεση της αξιωματικής μεθόδου  
στην κλασσική Ελληνική αρχαιότητα

Η ιδέα της αρχής στην Ελληνική φιλοσοφική 
σκέψη
Η γένεση της αξιωματικής μεθόδου στα μαθηματικά 
είναι φαινόμενο όχι μόνο μαθηματικού χαρακτήρα. 
Μαθηματικές γνώσεις είχαν πολλοί λαοί και μεγάλοι 
πολιτισμοί. Όμως μόνο στην αρχαία Ελλάδα γεννήθη-
κε η ιδέα να κατασκευαστεί η Γεωμετρία ξεκινώντας 
από έναν πεπερασμένο αριθμό αρχικών προτάσεων.
Η ιδέα της ενιαίας αρχής του κόσμου εντοπίζεται ήδη 
στα φιλοσοφικά σχήματα των Ιώνων φιλοσόφων, με 
τα οποία επιχειρούσαν να ερμηνεύσουν τον κόσμο. Ο 
Εμπεδοκλής ανέπτυξε τη θεωρία των στοιχείων, από 
την αλληλεπίδραση των οποίων γεννιέται ο κόσμος. Οι 
αρχαίοι ατομιστές επεχείρησαν επίσης να ερμηνεύσουν 
τον κόσμο ξεκινώντας από κάποιες ελάχιστες αδιαί-
ρετες οντότητες. Έτσι η τάση να εξηγηθεί ο κόσμος 
ξεκινώντας από ένα πεπερασμένο αριθμό αρχικών 
στοιχείων με κάποιους ορθολογικούς κανόνες δέσποζε 
στην πνευματική ατμόσφαιρα της αρχαίας Ελλάδας.
Στους κύκλους των φιλοσόφων της Πλατωνικής Ακα-
δημίας και των Περιπατητικών συζητείται το θέμα των 
αρχών πάνω στις οποίες πρέπει να κατασκευάζεται μια 
αποδεικτική επιστήμη. Σύμφωνα με τη θεωρία της επι-
στήμης του Πλάτωνα, η επιστήμη
1.	 είναι ένα σύνολο απόλυτων αληθειών,
2.	 ξεκινά από κάποιες αρχές, από τις οποίες συνάγο-

νται οι αλήθειες της επιστήμης,

3.	 μελετά ιδεατά αντικείμενα που είναι σταθερά και 
αμετάβλητα στην πορεία του χρόνου. Απόλυτες 
αλήθειες μπορούν να διατυπωθούν μόνο για αντι-
κείμενα αυτού του τύπου.

Τα μαθηματικά, κατά τον Πλάτωνα, επιτυγχάνουν την 
τελειότητα στο βαθμό που οι αρχές τους προκύπτουν 
από τη λεγόμενη Ιδέα του Αγαθού, που στο φιλοσο-
φικό σύστημα του Πλάτωνα παίζει ρόλο καθαρού 
Απολύτου.
Ο Αριστοτέλης, από την άλλη μας άφησε στα «Ανα-
λυτικά Ύστερα» μια αρκετά επεξεργασμένη θεωρία 
αποδεικτικής επιστήμης. Η γενική λογική δομή μιας 
αποδεικτικής επιστήμης αποτελείται από όρους και 
προτάσεις που έχουν τα εξής χαρακτηριστικά:
(I)	 Η αποδεικτική επιστήμη είναι μια ακολουθία 

προτάσεων για τα στοιχεία ενός πεδίου αντικει-
μένων, του γένους (αρχή της ομογένειας).

	 Οι προτάσεις αυτές διαιρούνται σε αναπόδεικτες 
ή αρχικές (αξιώματα, αιτήματα, αρχές, τα πρώτα), 
και αποδείξιμες ή παράγωγες (θεωρήματα).

	 Οι όροι της πρότασης διαιρούνται σε μη οριζό-
μενους ή αρχικούς όρους (αρχές, τα πρώτα), και 
ορίσιμους ή παράγωγους όρους (τα εκ τούτων).

	 Ωστόσο, ο Αριστοτέλης δεν απαιτεί τη ρητή απα-
ρίθμηση όλων των αρχικών προτάσεων και όρων.

(II)	 Από τις αρχικές προτάσεις, τα αξιώματα είναι 
προφανή και αναπόδεικτα, ενώ τα αιτήματα είναι 
υποθέσεις που λαμβάνονται χωρίς απόδειξη, αν 
και δεν είναι πάντοτε προφανείς.

(III)	Οι αρχικοί όροι είναι άμεσα νοητοί και δεν ορί-
ζονται.

(IV)	Από τις αρχικές προτάσεις, τα αξιώματα είναι 
αληθείς και αναγκαίες προτάσεις. Η αλήθεια των 
αιτημάτων όμως δεν είναι λογικά αναγκαία, αλλά 
γίνεται δεκτή χωρίς απόδειξη.

Οι αναζητήσεις πάνω στις αρχές της αποδεικτικής επι-
στήμης στην Ακαδημία του Πλάτωνα και το Λύκειο, 
συνέτειναν πιθανότατα στη δημιουργία ενός ενιαί-
ου συστήματος αρχών, που αποτέλεσε τη βάση των 
«Στοιχείων» του Ευκλείδη.

Το αξιωματικό σύστημα του Ευκλείδη
Η πρωταρχική ανάπτυξη της αξιωματικής μεθόδου 
έχει αφετηρία στα έργα των αρχαίων Ελλήνων γεω-
μετρών. Η πρώτη προσπάθεια να γραφούν «Στοιχεία» 
της Γεωμετρίας ανήκει στον Ιπποκράτη το Χίο. Σύμ-

Παράρτημα A΄
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φωνα με μαρτυρία του Πρόκλου, διάφοροι γεωμέτρες 
επιχείρησαν να γράψουν «Στοιχεία». Στην πορεία της 
κατασκευής των «Στοιχείων» της Γεωμετρίας τέθη-
κε πιθανότατα το θέμα να διευκρινιστεί ποιες είναι 
οι προτάσεις εκείνες από τις οποίες όλες οι άλλες 
προτάσεις προκύπτουν ως συμπέρασμα. Αν και τα 
«Στοιχεία» των γεωμετρών αυτών δε διασώθηκαν, εί-
ναι ωστόσο λογικό να υποθέσουμε ότι η έκθεση της 
Γεωμετρίας διέφερε από έργο σε έργο κι ότι οι αρχικές 
προτάσεις σ’ αυτά δεν ήταν οι ίδιες.

Το Βιβλίο I των «Στοιχείων» αρχίζει με 23 Ορισμούς 
οι οποίοι εισάγουν τις βασικές γεωμετρικές έννοιες 
(σημείο, γραμμή, επιφάνεια, ευθεία, επίπεδο, γωνία, 
σύνορο, σχήμα) και παράγωγες έννοιες με τη βοήθεια 
των οποίων ορίζονται τα βασικά γεωμετρικά σχήματα 
(ορθή, οξεία και αμβλεία γωνία, κύκλος, τρίγωνα, τε-
τράπλευρα, παράλληλες ευθείες). Ωστόσο, ο ορισμός 
της έννοιας π.χ. του σημείου ή της ευθείας που δίνει ο 
Ευκλείδης δε χρησιμοποιείται πουθενά στη συνέχεια 
στις αποδείξεις των «Στοιχείων».

Τα τρία πρώτα Αιτήματα* διασφαλίζουν την εκτέλεση 
γεωμετρικών κατασκευών με κανόνα και διαβήτη. Το 
τέταρτο αίτημα εξασφαλίζει ότι μια ευθεία μπορεί να 
προεκταθεί κατά μονοσήμαντο τρόπο, και το πέμπτο 
αίτημα εξασφαλίζει την ύπαρξη σημείου τομής δύο 
ευθειών υπό τις συνθήκες του αιτήματος.

Οι Κοινές Έννοιες** είναι προτάσεις που περιγράφουν 
γενικές ιδιότητες της ισότητας ή ανισότητας μεγεθών. 
Όλες οι Κοινές Έννοιες εκτός της τέταρτης αφορούν 
όχι μόνο γεωμετρικά μεγέθη, αλλά και αριθμούς. Μό-
νον η τέταρτη έχει κατʹ εξοχήν γεωμετρικό χαρακτή-
ρα. Γι’ αυτό θεωρείται από ορισμένους ιστορικούς 
των μαθηματικών ότι πιθανόν είναι μεταγενέστερη 
παρεμβολή.

Η επιλογή των αιτημάτων και των Κοινών Εννοιών εί-
ναι εν γένει εύστοχη. Όλες σχεδόν οι προτάσεις αυτές 
διατηρήθηκαν στο σύγχρονο αξιωματικό σύστημα της 

Γεωμετρίας. Ωστόσο, δεν είναι επαρκή, από σύγχρονη 
άποψη, για να θεμελιώσουν τα «Στοιχεία» του Ευκλεί-
δη. Απουσιάζουν εντελώς έννοιες όπως του «μεταξύ», 
«από το ίδιο μέρος», «εντός (εκτός) ενός γεωμετρικού 
σχήματος», και πολλές άλλες που ο Ευκλείδης χρη-
σιμοποιεί στη συνέχεια κατά τη διαδικασία των απο-
δείξεων. Όμως αυτό δεν αποτελεί μειονέκτημα από 
την Αριστοτέλεια άποψη της αποδεικτικής επιστήμης, 
αφού δεν επιβάλλεται η πλήρης απαρίθμηση όλων των 
αρχικών προτάσεων, κι επομένως επιτρέπεται η χρήση 
«προφανών», μη ρητά διατυπωμένων υποθέσεων στην 
πορεία της απόδειξης.

Η εφαρμογή της αξιωματικής μεθόδου έδωσε τη δυνα-
τότητα της συστηματοποίησης του σώματος των γεωμε-
τρικών προτάσεων κατά την αρχαιότητα και την αποφυ-
γή λογικών λαθών όπως π.χ. οι φαύλοι κύκλοι. Επίσης 
συνέβαλε στην αποσαφήνιση της λογικής αλληλουχίας 
των εννοιών, πράγμα που προσέδωσε στη Γεωμετρία 
ανυπέρβλητη για την εποχή λογική αυστηρότητα.

Η γένεση της νέας αντίληψης  
της αξιωματικής μεθόδου στα τέλη  
του 19ου αι.

Ο διαχωρισμός της έννοιας του αξιωματικού 
συστήματος από την ερμηνεία του
Με την κατάρρευση του αρχαίου Ελληνικού πολιτι-
σμού τα επιστημονικά κέντρα μετατοπίζονται στην 
Ανατολή και αργότερα στην Ευρώπη. Στη διάρκεια 
όλων αυτών των αιώνων το σύστημα των «Στοιχείων» 
παραμένει το ιδεώδες της μαθηματικής αυστηρότητας 
και το πρότυπο της επιστημονικής μεθόδου. Όμως η 
αξιωματική μέθοδος δε γνώρισε κάποια ιδιαίτερη ανά-
πτυξη μέχρι τα τέλη του 19ου αι. Ούτε υπήρξε κάποια 
σημαντική προσπάθεια βελτίωσης των εγγενών αδυνα-
μιών της. Ο ρόλος της αξιωματικής μεθόδου στα μα-
θηματικά αρχίζει να αλλάζει σημαντικά από τα μέσα 
του 19ου αι. όταν ο Λομπατσέφσκι και ο Μπόλυαϊ 

*	 1. Ἠιτήσθω ἀπὸ παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.
	 2. Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ’ εὐθείας ἐκβαλεῖν.
	 3. Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήματι κύκλον γράφεσθαι.
	 4. Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας  ἴσας ἀλλήλαις εἶναι.
	 5. �Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη γωνίας δύο ὀρθῶν ἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλ-

λομένας τὰς δύο εὐθείας ἐπ’ ἄπειρον συμπίπτειν, ἐφ’ ἃ μέρη εἰσὶν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες.
**	1. Τὰ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα.
	 2. Καὶ ἐὰν ἴσοις ἴσα προστεθῇ, τὰ ὅλα ἐστὶν ἴσα.
	 3. Καὶ ἐὰν ἀπὸ ἴσων ἴσα ἀφαιρεθῇ, τὰ καταλειπόμενά ἐστιν ἴσα.
	 4. Καὶ τὰ ἐφαρμόζοντα ἐπ’ ἄλληλα ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.
	 5. Καὶ τὸ ὅλον τοῦ μέρους μεῖζον [ἐστιν].
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απέδειξαν ότι μπορεί να κατασκευασθεί μια Γεωμε-
τρία με αξιώματα διαφορετικά από τα Ευκλείδεια.

Οι σημαντικότερες ίσως αδυναμίες της Ευκλείδειας 
αξιωματικής μεθόδου σήμερα είναι ότι δεν παρέχει 
ακριβή περιγραφή του τι συνιστά λογική απόδειξη. 
Έτσι στους συλλογισμούς υπεισέρχεται το στοιχείο 
της γεωμετρικής εποπτείας, ιδιαίτερα σε προτάσεις 
που αφορούν τη συνέχεια των γεωμετρικών σχημάτων 
και τη σχετική τους θέση στο χώρο. Επίσης δεν υπάρ-
χει σαφήνεια στον ορισμό των εννοιών. Η εισαγωγή 
των αρχικών εννοιών π.χ. από τον Ευκλείδη γίνεται με 
επεξηγήσεις που δίνουν την εντύπωση προσπάθειας 
ορισμού, αλλά παραμένουν μη λειτουργικοί.

Το πιο σημαντικό όμως χαρακτηριστικό του ιδεώδους 
αυτού είναι ότι η γεωμετρική θεωρία είναι άρρηκτα 
συνδεδεμένη με το μοναδικό της μοντέλο –το φυσικό 
χώρο– και οι βασικές υποθέσεις της θεωρίας κατα-
νοούνται ως οι χαρακτηριστικές ιδιότητες αυτού του 
μοντέλου. Ακόμα και με την ανακάλυψη της Υπερ-
βολικής Γεωμετρίας οι μαθηματικοί δε συνειδητοποί-
ησαν αμέσως τη διαμορφούμενη νέα αντίληψη της 
αξιωματικής μεθόδου, η οποία μας επιτρέπει να θεω-
ρούμε τη Γεωμετρία ως επιστήμη που κατασκευάζεται 
από υποθέσεις που δε συνδέονται κατ’ ανάγκην με το 
μοντέλο του φυσικού χώρου. Η Υπερβολική Γεωμε-
τρία φάνταζε στα μάτια των μαθηματικών του 19ου 
αι. περισσότερο σαν ιδιοφυές παράδοξο στο σώμα της 
μαθηματικής γνώσης, παρά σαν εναλλακτικό σύστημα 
Γεωμετρίας, ισότιμο μάλιστα προς το Ευκλείδειο. Για 
να νομιμοποιηθεί η μη Ευκλείδεια Γεωμετρία χρει-
άστηκε να συνδεθεί με τις συνήθεις αντιλήψεις του 
χώρου στα έργα του Μπελτράμι, του Κλάιν και του 
Πουανκαρέ, να επινοηθούν ερμηνείες (μοντέλα) της 
μη Ευκλείδειας Γεωμετρίας στο πλαίσιο της κλασσι-
κής Γεωμετρίας.

Εκτός όμως από τη Γεωμετρία, τον 19ο αι. εισάγονται 
και μια σειρά νέες έννοιες, όπως οι ιδανικοί αριθμοί 
του Κούμμερ, οι υπερμιγαδικοί αριθμοί και τα γεωμε-
τρικά τους ισοδύναμα, οι πολυδιάστατοι χώροι κτλ., η 
ερμηνεία των οποίων στο πλαίσιο των κλασικών μα-
θηματικών θεωριών γινόταν όλο και πιο πολύπλοκη. 
Εκτός από αυτό οι ερμηνείες αυτές αποδεικνυόταν ότι 
δεν είναι μοναδικές. Αυτό έδειχνε ότι οι θεωρίες αυτές 
πρέπει να εξετάζονται ανεξάρτητα από κάποια συγκε-
κριμένη ερμηνεία.

Έτσι στη διάρκεια του δεύτερου μισού του 19ου αι. 
προτείνονται αξιωματικοί ορισμοί μιας σειράς νέων 
εννοιών. Το 1854 ο Καίλεϋ προτείνει τον αξιωματικό 
ορισμό της αφηρημένης έννοιας της ομάδας (σε μορ-
φή που είναι ορθή μόνο για πεπερασμένες ομάδες), 

το 1870 ο Κρόνεκερ προτείνει ένα σύστημα αξιωμά-
των της θεωρίας πεπερασμένων Αβελιανών ομάδων 
και, εν γένει πολλά έργα μαθηματικών του 19ου αι. 
–του Χ. Χάνκελ (Hermann Hankel, 1839-1873), του 
Χ. Βέμπερ (Heinrich Weber, 1842-1913), του Ντέντε-
κιντ (Richard Dedekind, 1831-1916), και άλλων– είναι 
αφιερωμένα στην αξιωματικοποίηση τμημάτων της 
άλγεβρας.
Το 1882 ο Πας (Pasch Μ.) επιχειρεί την αξιωματικο-
ποίηση της Γεωμετρίας. Στο αξιωματικό σύστημα του 
Πας εμφανίζονται για πρώτη φορά αξιώματα που χα-
ρακτηρίζουν την έννοια του «μεταξύ», και εισάγεται 
η αρχή με τη βοήθεια της οποίας μπορεί ένα επίπεδο 
να διαιρεθεί από μία ευθεία και ο χώρος από ένα επί-
πεδο. Το 1889 ο Πεάνο (Giuseppe Peano, 1858-1932) 
στο έργο του για τα λογικά θεμέλια της Γεωμετρίας 
καταφέρνει να αξιωματικοποιήσει το τμήμα της Γεω-
μετρίας που μελετά τη σχετική θέση σημείων, ευθειών 
και επιπέδων. Το σύστημα του Πεάνο θυμίζει αυτό του 
Πας, όμως ο Πεάνο επιτυγχάνει να αποφύγει συλλογι-
σμούς εποπτικού χαρακτήρα. Στο πλαίσιο της Ιταλικής 
σχολής, οι μαθητές του Πεάνο, Αμοδέο, Φανό (Gino 
Fano, 1871-1952), Ενρίκε (Federigo Enriques, 1871-
1946) και Πιερί (Mario Pieri, 1860-1913), επιτυγχά-
νουν τη θεμελίωση της προβολικής Γεωμετρίας.
Παράλληλα γίνονται μελέτες για την αξιωματικοποί-
ηση της αριθμητικής στα έργα του Χ. Γκράσσμαν 
(Hermann Grassmann, 1809-1877), του Γκ. Κάντορ 
(Georg Cantor, 1845-1918), του Γκ. Φρέγκε (Gottlob 
Frege, 1848-1925) και του Μπ. Ράσσελ (Bertrand 
Russell, 1872-1970). Τα πρώτα πλήρη συστήματα αξι-
ωμάτων της αριθμητικής προτείνονται το 1888 από το 
Ντέντεκιντ και το 1891 από τον Πεάνο.

Το αξιωματικό σύστημα του Χίλμπερτ
Σε όλες αυτές τις έρευνες που αναφέραμε δεσπόζει η 
τάση να διαχωριστεί η μαθηματική θεωρία από την 
ερμηνεία (το μοντέλο) με βάση το οποίο κατασκευ-
άζεται. Η τάση αυτή οδήγησε και στην αξιωματική 
κατασκευή της Γεωμετρίας στο έργο του Ντ. Χίλμπερτ 
«Τα θεμέλια των μαθηματικών», το οποίο αντανακλά 
τη νέα αντίληψη της αξιωματικής μεθόδου. Πώς όμως 
εκδηλώνεται αυτή η τάση στο πεδίο της Γεωμετρίας 
και σε τι συνίσταται η καινοτομία του Χίλμπερτ;
Πριν την ανακάλυψη της Υπερβολικής Γεωμετρίας, 
όταν η Γεωμετρία του Ευκλείδη εθεωρείτο ως η μόνη 
δυνατή Γεωμετρία των σχέσεων του φυσικού χώρου, 
ήταν νόμιμο να επιχειρήσει κανείς να ορίσει τις βασι-
κές γεωμετρικές έννοιες, ερμηνεύοντάς τες με βάση τα 
πραγματικά αρχέτυπα των εννοιών αυτών στο φυσικό 
χώρο. Αυτή ακριβώς ήταν η προσέγγιση του Ευκλεί-
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δη και των μετέπειτα γεωμετρών μέχρι το 19° αι. Ο 
ίδιος ο Ευκλείδης επιχειρεί να ορίσει π.χ. το σημείο 
ως «κάτι το οποίο δεν έχει μέρη», δηλαδή ως οντότητα 
χωρίς εσωτερική δομή ή άτομο. Ο ορισμός αυτός, που 
επιχειρεί να επεξηγήσει τη μαθηματική έννοια κατα-
φεύγοντας σε αρχέτυπα του φυσικού χώρου, κατανοεί-
ται ποικιλοτρόπως από τους σχολιαστές του Ευκλείδη 
και τους μετέπειτα μαθηματικούς.

Όμως μετά την ανακάλυψη των μη Ευκλείδειων γεω-
μετριών έγινε σαφές ότι η προσέγγιση του Ευκλείδη 
κατά τον ορισμό των αρχικών εννοιών είναι αδύνα-
τη. Κάθε δυνατή Γεωμετρία έχει τις δικές της αρχικές 
έννοιες, οι οποίες εξαρτώνται από τα αξιώματα του 
γεωμετρικού συστήματος. Οι ορισμοί των αρχικών 
εννοιών έτσι συνδέονται με το δεδομένο γεωμετρικό 
σύστημα κι όχι πλέον με το φυσικό χώρο.

Αφού λοιπόν δεν είναι δυνατόν να δοθεί ορισμός των 
αρχικών βασικών εννοιών για όλες τις δυνατές γε-
ωμετρίες, οι αρχικές έννοιες έπρεπε να οριστούν ως 
αντικείμενα οποιασδήποτε φύσης που ικανοποιούν τα 
αξιώματα της Γεωμετρίας. Τα αξιώματα αυτά ορίζουν 
έμμεσα τις αρχικές έννοιες. Στο πλαίσιο αυτό τα αξιώ-
ματα παύουν πλέον να θεωρούνται προφανείς αλήθειες 
που δε χρήζουν απόδειξης. Η έννοια του «προφανούς» 
αντικαθίσταται τώρα από την έννοια της «απλότητας» 
του αξιωματικού συστήματος.

Στο σύστημα του Χίλμπερτ τα αρχικά μαθηματικά 
αντικείμενα είναι τριών ειδών: τα «σημεία», οι «ευ-
θείες» και τα «επίπεδα», που συνδέονται μεταξύ τους 
με τις σχέσεις του «ανήκειν», του «μεταξύ» και της 
«ισοδυναμίας». Το σύστημα του Χίλμπερτ εξετάζει τις 
αρχικές αυτές έννοιες και τις σχέσεις τους και οι πέντε 
ομάδες αξιωμάτων που εισάγει συνιστούν έμμεσο ορι-
σμό των αρχικών αντικειμένων και των σχέσεών τους.
(I) Τα αξιώματα συνδέσεως («ανήκειν») ορίζουν τις 

ιδιότητες της αμοιβαίας θέσης μεταξύ σημείων, 
ευθειών και επιπέδων1.

(II)	 Τα αξιώματα διάταξης ορίζουν τις ιδιότητες της 
αμοιβαίας θέσης σημείων πάνω σε μια ευθεία ή 
ένα επίπεδο2.

(III)	Τα αξιώματα ισοδυναμίας ορίζουν την έννοια της 
«ισότητας» δύο τμημάτων ή γωνιών3.

(IV)	Τα αξιώματα συνέχειας4.
(V)	 Το αξίωμα παραλληλίας5 .

Η έννοια της ερμηνείας (μοντέλου)
Ας υποθέσουμε τώρα ότι ένα γεωμετρικό σύστημα 
δίνεται με τη βοήθεια ενός συστήματος αξιωμάτων. 
Τα αντικείμενα που ικανοποιούν τα αξιώματα αυτού 
του γεωμετρικού συστήματος μπορεί να είναι διάφορα. 
Τα διάφορα αυτά αντικείμενα συνιστούν διαφορετικές 
ερμηνείες ή μοντέλα του γεωμετρικού συστήματος.

1.	 Τα αξιώματα αυτά είναι οκτώ:
(Ι1)	 Από οποιαδήποτε δύο σημεία διέρχεται μία μόνο ευθεία.
(Ι2)	 Σε κάθε ευθεία υπάρχουν τουλάχιστον δύο σημεία.
(Ι3)	 Υπάρχουν τουλάχιστον τρία σημεία που δεν κείνται στην ίδια ευθεία.
(Ι4)	 Από οποιαδήποτε τρία σημεία που δεν κείνται στην ίδια ευθεία, διέρχεται ένα μόνο επίπεδο.
(I5)	 Σε οποιοδήποτε επίπεδο υπάρχει πάντοτε ένα σημείο που ανήκει σ’ αυτό.
(Ι6)	 Αν δύο σημεία βρίσκονται σε ένα επίπεδο, τότε και η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία αυτά βρίσκεται σ’ αυτό 

το επίπεδο.
(Ι7)	 Αν δύο επίπεδα έχουν κοινό σημείο, τότε έχουν τουλάχιστον ένα ακόμα κοινό σημείο.
(Ι8)	 Υπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα σημεία που δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο.

2.	 Τα αξιώματα διάταξης είναι τέσσερα:
(II1)	 Από τρία διαφορετικά σημεία μιας ευθείας ένα και μόνον ένα βρίσκεται μεταξύ των δύο άλλων.
(ΙΙ2)	 Για οποιαδήποτε δύο σημεία Α και Γ υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο Β στην ευθεία ΑΓ τέτοιο, ώστε το σημείο Γ 

να βρίσκεται μεταξύ του Α και του Β.
(ΙΙ3)	 Για οποιαδήποτε τρία σημεία μιας ευθείας υπάρχει όχι περισσότερο από ένα σημείο που βρίσκεται μεταξύ των δύο 

άλλων. 
		  Η σχέση του «μεταξύ» για σημεία σε μια ευθεία μας επιτρέπει να ορίσουμε την έννοια του ευθύγραμμου τμήματος.
(II4)	 Έστω Α, Β, Γ τρία σημεία που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία και έστω ε ευθεία στο επίπεδο των Α, Β, Γ που δε 

διέρχεται από κανένα από τα σημεία Α, Β, Γ. Αν η ευθεία ε διέρχεται από ένα σημείο του ευθύγραμμου τμήματος 
ΑΒ, τότε πρέπει να διέρχεται κι από ένα σημείο του τμήματος ΑΓ ή από ένα σημείο του τμήματος ΒΓ (αξίωμα του 
Πας).
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Έστω π.χ. ότι ερμηνεύουμε τα αρχικά αντικείμενα ως 
εξής: ως «σημείο» θεωρούμε οποιαδήποτε σφαίρα 
ακτίνας R, ως «ευθεία» κάθε άπειρο κυκλικό κύλινδρο 
ακτίνας R, και ως «επίπεδο» οποιοδήποτε τμήμα του 
χώρου που περιέχεται μεταξύ δύο επιπέδων που βρί-
σκονται σε απόσταση 2R το ένα από το άλλο. Θα λέμε 
ότι ένα «σημείο» κείται επʹ «ευθείας» αν η αντίστοιχη 
σφαίρα περιέχεται στον κύλινδρο. Η απόσταση μεταξύ 
δύο σημείων μπορεί να ορισθεί ως η απόσταση μεταξύ 
των κέντρων των αντίστοιχων σφαιρών. Με ανάλογο 
τρόπο μπορούν να οριστούν διάφορα «σχήματα». Τότε 
όλα τα αξιώματα (και επομένως και τα θεωρήματα της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας) θα πρέπει να ικανοποιούνται 
στην ερμηνεία (μοντέλο) αυτή.

Με τον παραπάνω τρόπο κατασκευάσαμε ένα μοντέ-
λο του Ευκλείδειου γεωμετρικού συστήματος. Όλες οι 
ιδιότητες και τα θεωρήματα που προκύπτουν από το 
αφηρημένο σύστημα των αξιωμάτων «μεταφέρονται» 
στα συγκεκριμένα αντικείμενα που είναι ερμηνείες 
των βασικών εννοιών του αξιωματικού συστήματος. 
Επομένως, οποιασδήποτε φύσης κι αν είναι τα αντικεί-
μενα αυτά και σε οποιοδήποτε κλάδο της επιστήμης κι 
αν ανήκουν οι ιδιότητές τους μπορούν να θεωρηθούν 
γνωστές εκ των προτέρων, επειδή προκύπτουν από τις 
ιδιότητες του αφηρημένου αξιωματικού συστήματος. 
Έτσι δεν απαιτείται να μελετηθούν τα αντικείμενα 

αυτά ξεχωριστά. Αυτό όμως διευρύνει το πεδίο εφαρ-
μογής της Γεωμετρίας και καθιστά τη σύγχρονη αξι-
ωματική μέθοδο ισχυρότατο επιστημονικό εργαλείο.

Εκτός από τη Γεωμετρία, η μέθοδος του μοντέλου 
χρησιμοποιείται και σε άλλους κλάδους των μαθηματι-
κών, αλλά και σε άλλους κλάδους της επιστήμης. Στην 
άλγεβρα π.χ. γνωρίζουμε ότι το σύνολο των ακεραίων 
είναι μοντέλο της αφηρημένης έννοιας της ομάδας. 
Ένα άλλο μοντέλο της ομάδας είναι το σύνολο των 
ρητών, το οποίο είναι ταυτόχρονα και μοντέλο της 
αφηρημένης έννοιας του σώματος.

Η νέα αντίληψη της αξιωματικής μεθόδου που διαμορ-
φώθηκε στα τέλη του 19ου αι. είναι συνυφασμένη με 
την ιδέα του μοντέλου και συνίσταται στο ότι αντικεί-
μενο μιας αξιωματικής θεωρίας αποτελεί οποιοδήποτε 
μοντέλο (ερμηνεία) της θεωρίας αυτής.

Το πρόβλημα της μη αντιφατικότητας  
της Γεωμετρίας
Η αξιωματικοποίηση της Γεωμετρίας από τον Χίλ-
μπερτ επέτρεψε στον Φ. Κλάιν και τον Α. Πουανκα-
ρέ να αποδείξουν τη σχετική μη αντιφατικότητα της 
Γεωμετρίας Λομπατσέφσκι-Μπόλυαϊ ως προς τη Γε-
ωμετρία του Ευκλείδη. Αυτή η απόδειξη, που βασίζε-
ται στην ιδέα του μοντέλου της αξιωματικής θεωρίας, 
συνίσταται στο να δείξει κανείς έναν τρόπο ερμηνείας 

3.	 Τα αξιώματα αυτά είναι πέντε:
(ΙΙΙ1)	 Αν Α και Β είναι δύο διαφορετικά σημεία στην ευθεία ε και Αʹ είναι ένα σημείο της ίδιας ευθείας ή άλλης ευθείας 

εʹ, τότε μπορεί πάντοτε να βρεθεί σημείο Βʹ που βρίσκεται στο δεδομένο από το σημείο Αʹ μέρος της ευθείας εʹ 
τέτοιο, ώστε το τμήμα ΑΒ να είναι ισοδύναμο (ίσο) με το τμήμα ΑʹΒʹ.

(ΙΙΙ2)	 Αν δύο τμήματα είναι ισοδύναμα προς τρίτο, τότε είναι και μεταξύ τους ισοδύναμα.
(ΙΙΙ3)	 Έστω ΑΒ και ΒΓ δύο τμήματα της ευθείας ε που δεν έχουν κοινό σημείο και έστω επίσης ΑʹΒʹ και ΒʹΓʹ δύο τμήματα 

της ίδιας ευθείας ή άλλης ευθείας εʹ που επίσης δεν έχουν κοινό σημείο. Αν τώρα ΑΒ = ΑʹΒʹ, ΒΓ = ΒʹΓʹ, τότε και 
ΑΓ = ΑʹΓʹ. 

		  Η γωνία ορίζεται ως το σχήμα που αποτελείται από δύο διαφορετικές ημιευθείες με κοινό αρχικό σημείο.
(ΙΙΙ4)	 Από δεδομένη ημιευθεία σε δεδομένο ημιεπίπεδο που ορίζεται από αυτή την ημιευθεία και την προέκτασή της, 

μπορεί να σχηματιστεί μια μοναδική γωνία ισοδύναμη με τη δεδομένη γωνία.
(ΙΙΙ5)	 Αν δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α1Β1Γ1 έχουν ΑΒ = Α1Β1, ΑΓ = Α1Γ1 και ∠Α = ∠Α1, τότε και ∠Β = ∠Β1, ∠Γ = ∠Γ1.

4.	 Τα αξιώματα συνέχειας είναι δύο:
(IV1)	 Έστω ΑΒ και ΓΔ δύο οποιαδήποτε τμήματα. Τότε στην ευθεία ΑΒ υπάρχει πεπερασμένος αριθμός σημείων Α1, 

Α2, ..., Αn, τέτοιων ώστε τα τμήματα ΑΑ1, Α1Α2, ..., Αn-1Αn, να είναι ισοδύναμα με το τμήμα ΓΔ και το σημείο Β να 
βρίσκεται μεταξύ Α και Αn (αξίωμα Ευδόξου-Αρχιμήδη).

(IV2)	 Τα σημεία μιας ευθείας σχηματίζουν σύστημα, το οποίο, τηρουμένης της γραμμικής διάταξης, του πρώτου αξιώ-
ματος ισοδυναμίας και του αξιώματος Ευδόξου-Αρχιμήδη δεν είναι επεκτάσιμο, δηλ. σ’ αυτό το σύστημα σημείων 
δεν είναι δυνατόν να προστεθεί ένα ακόμα σημείο, έτσι ώστε στο επεκτεταμένο σύστημα που αποτελείται από το 
αρχικό σύστημα και το συμπληρωματικό σημείο να ικανοποιούνται τα παραπάνω αξιώματα (αξίωμα γραμμικής 
πληρότητας).

5.	 Έστω ε τυχούσα ευθεία και σημείο Α εκτός αυτής. Στο επίπεδο που ορίζεται από την ευθεία ε και το σημείο Α υπάρχει όχι 
περισσότερο από μία ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α και δεν τέμνει την ευθεία ε.
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των εννοιών και προτάσεων της μη Ευκλείδειας Γε-
ωμετρίας με όρους της Ευκλείδειας (στην περίπτωση 
της μη Ευκλείδειας Γεωμετρίας η μέθοδος απέδειξε 
ότι αν η Ευκλείδεια Γεωμετρία είναι μη αντιφατική, 
τότε και η μη Ευκλείδεια Γεωμετρία είναι επίσης μη 
αντιφατική).
Όσον αφορά τη μη αντιφατικότητα της ίδιας της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας, αυτή ανάγεται στη μη 
αντιφατικότητα της αριθμητικής των φυσικών αριθ-
μών. Ωστόσο, δεν υπάρχει απόλυτη απόδειξη της μη 
αντιφατικότητας της αριθμητικής (αν και υπάρχουν 
αποδείξεις μη αντιφατικότητας υποσυστημάτων της 
αριθμητικής). Έτσι δεχόμαστε ότι μια αξιωματική θε-
ωρία είναι μη αντιφατική αν μπορεί να κατασκευαστεί 
αριθμητικό μοντέλο της θεωρίας αυτής. Τα παραπάνω 
αποκαλύπτουν τον ιδιαίτερο ρόλο της αριθμητικής στο 
πρόβλημα της μη αντιφατικότητας, δεδομένου ότι το 
ανάλογο πρόβλημα για μια σειρά άλλες μαθηματικές 
θεωρίες ανάγεται επίσης στο πρόβλημα της μη αντιφα-
τικότητας της αριθμητικής. Η μέθοδος της απόδειξης 
της σχετικής μη αντιφατικότητας μιας θεωρίας με τη 
βοήθεια της κατασκευής ενός μοντέλου εφαρμόζεται 
σήμερα ευρύτατα στα θεμέλια των μαθηματικών και 
τη μαθηματική λογική για την απόδειξη της σχετικής 
μη αντιφατικότητας διάφορων μαθηματικών και λο-
γικών θεωριών.

Το πρόβλημα της ανεξαρτησίας  
των αξιωμάτων της Γεωμετρίας
Η μέθοδος του μοντέλου μας επιτρέπει επίσης να λύ-
σουμε το πρόβλημα της ανεξαρτησίας των αξιωμάτων. 
Προκειμένου να αποδειχθεί ότι ένα αξίωμα Α της θε-
ωρίας Τ δεν είναι αποδείξιμο από τα υπόλοιπα αξιώ-

ματα της θεωρίας αυτής, αρκεί να κατασκευαστεί ένα 
μοντέλο της θεωρίας Τ, στο οποίο το αξίωμα Α είναι 
ψευδές, ενώ τα υπόλοιπα αξιώματα είναι αληθή.

Η ύπαρξη της μη Ευκλείδειας Γεωμετρίας αποδεικνύ-
ει την ανεξαρτησία του αξιώματος παραλληλίας από 
τα υπόλοιπα αξιώματα της Γεωμετρίας του Ευκλείδη. 
Το σύστημα αξιωμάτων της Υπερβολικής Γεωμετρίας 
είναι ένα σύστημα που λαμβάνεται από το παραπάνω 
αξιωματικό σύστημα της Γεωμετρίας του Ευκλείδη με 
την αλλαγή του αξιώματος παραλληλίας με το παρα-
κάτω αξίωμα:

«Έστω ε τυχούσα ευθεία και σημείο A εκτός αυ-
τής. Στο επίπεδο που ορίζεται από την ευθεία ε 
και το σημείο Α άγονται περισσότερες από μία 
ευθείες που διέρχονται από το σημείο Α και δεν 
τέμνουν την ευθεία ε».

Με ανάλογο τρόπο μπορεί να αποδειχθεί η ανεξαρ-
τησία των αξιωμάτων συνέχειας. Η ανεξαρτησία του 
αξιώματος Ευδόξου-Αρχιμήδη αποδεικνύεται με τη 
βοήθεια της κατασκευής ενός μοντέλου «μη Αρχιμή-
δειας Γεωμετρίας».

Ιδιαίτερο ρόλο έχει το αξίωμα (Ι7), το οποίο στην ου-
σία εξασφαλίζει ότι ο χώρος έχει τρεις διαστάσεις. Η 
ανεξαρτησία αυτού του αξιώματος από τα υπόλοιπα 
αποδεικνύεται, π.χ. με την κατασκευή ενός μοντέλου 
τετραδιάστατoυ Ευκλείδειου χώρου.

Έτσι το πρόβλημα της ανεξαρτησίας των αξιωμάτων 
της Ευκλείδειας Γεωμετρίας οδηγεί στη μελέτη νέων 
«γεωμετρικών χώρων», που διαφέρουν σημαντικά ως 
προς τις ιδιότητές τους από το συνήθη χώρο του Ευ-
κλείδη.
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 Γεωμετρία της σφαίρας                 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στο Παράρτημα αυτό θα παρουσιαστεί μία σύντομη 
εισαγωγή στη Γεωμετρία της σφαίρας, θα μελετήσου-
με δηλαδή, κατʹ αναλογία με τη γεωμετρία του επιπέ-
δου, ιδιότητες σχημάτων στην επιφάνεια της σφαίρας.

2. ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Σε μια σφαίρα κέντρου Ο (σχ.1), υπάρχουν άπειροι 
μέγιστοι κύκλοι, που περνάνε από ένα σημείο της Α. 
Οι μέγιστοι αυτοί κύκλοι ορίζονται ως τομή της σφαί-
ρας με τα επίπεδα που περνάνε από την ακτίνα OA. 
Παρατηρούμε όμως ότι αυτοί οι κύκλοι διέρχονται και 
από ένα δεύτερο σημείο Αʹ, το αντιδιαμετρικό σημείο 
του Α.

Α

Ο Αʹ Α

B
Ο

Σχήμα 1 Σχήμα 2

Δύο σημεία Α και Β μη αντιδιαμετρικά στην επιφάνεια 
της σφαίρας (σχ.2), ορίζουν έναν και μόνο ένα μέγιστο 
κύκλο που περιέχει τα σημεία αυτά. Αποδεικνύεται 
ότι το μικρότερο από τα δύο τόξα του μέγιστου κύ-
κλου είναι η συντομότερη απόσταση μεταξύ των δύο 
αυτών σημείων, μετρημένη πάνω στην επιφάνεια της 
σφαίρας. Κάθε άλλη γραμμή που συνδέει τα δύο αυτά 
σημεία, πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας έχει μήκος 
μεγαλύτερο από αυτό του τόξου ΑΒ. Έχουμε λοιπόν 
τις προτάσεις:
•	 Από κάθε σημείο μιας σφαίρας διέρχονται άπει-

ροι μέγιστοι κύκλοι.
•	 Δύο τυχόντες μέγιστοι κύκλοι τέμνονται σε δύο 

αντιδιαμετρικά σημεία.
•	 Δύο μη αντιδιαμετρικά σημεία σε μία σφαίρα 

ορίζουν ένα μέγιστο κύκλο.
Ονομάζουμε γωνιακή απόσταση ή απόσταση μεταξύ 
δύο σημείων Α και Β μιας σφαίρας το μικρότερο από 
τα δύο τόξα ΑΒ του μέγιστου κύκλου που αυτά ορί-
ζουν. Είναι το ίδιο αν ορίσουμε την απόσταση ως την 
επίκεντρη κυρτή γωνία ΑÔΒ (σχ.2), που ορίζουν τα 
δύο σημεία Α και Β, με το κέντρο Ο της σφαίρας. Το 

τόξο ή η γωνία μπορεί να μετρηθεί σε ορθές, μοίρες ή 
ακτίνια. Εάν τα σημεία είναι αντιδιαμετρικά, τότε τα 
δύο τόξα του μέγιστου κύκλου είναι ίσα μεταξύ τους 
και επιλέγουμε ένα από τα δύο για να μετρήσουμε την 
απόστασή τους. 

Ονομάζουμε γωνία δύο μέγιστων κύκλων τη δίεδρη 
γωνία που σχηματίζουν τα επίπεδα των δύο κύκλων. 
Άξονας ενός μέγιστου κύκλου λέγεται η ευθεία που 
είναι κάθετη στο επίπεδο του κύκλου, στο κέντρο της 
σφαίρας. Πόλοι ενός κύκλου λέγονται τα σημεία το-
μής του άξονα του κύκλου με τη σφαίρα. Οι πόλοι 
είναι προφανώς αντιδιαμετρικά σημεία της σφαίρας. 
Όταν αναφερόμαστε στον πόλο ενός μέγιστου κύκλου 
θα εννοούμε έναν από τους δύο πόλους.

Για τον προσδιορισμό της θέσης ενός σημείου επάνω 
στη σφαίρα, χρησιμοποιείται το εξής σύστημα αναφο-
ράς. Θεωρούμε ένα μέγιστο κύκλο, που τον λέμε ιση-
μερινό, τους παράλληλους μικρούς κύκλους και τους 
πόλους του Β και Ν (σχ.3). Ο ένας πόλος λέγεται βόρει-
ος και ο άλλος νότιος. Οι μέγιστοι κύκλοι που περνάνε 
από τους πόλους Β και Ν λέγονται μεσημβρινοί.

Α

B

M
O

Γ

Ν

Α

Ο
Αʹ

Γ

B

Σχήμα 3 Σχήμα 4

Το σημείο τομής Α του ισημερινού με έναν συγκε-
κριμένο μεσημβρινό θεωρείται αρχή των μετρήσεων. 
Ένα σημείο της σφαίρας Μ βρίσκεται στην τομή ενός 
παραλλήλου και ενός μεσημβρινού (σχ.3). Το τόξο ΓΜ 
από τον ισημερινό μέχρι τον παράλληλο του σημείου 
Μ λέγεται πλάτος, ενώ το τόξο επί του ισημερινού από 
την αρχή Α των μεσημβρινών μέχρι του μεσημβρινού 
ΓΜ του σημείου Μ λέγεται μήκος. Το πλάτος παίρνει 
τιμές από –90° (νότιος πόλος) μέχρι +90° (βόρειος 
πόλος) ενώ το μήκος +180° προς τη μία κατεύθυνση 
του ισημερινού και –180° προς την άλλη. Το σύστημα 
αυτό χρησιμοποιείται στη Γεωγραφία, την Αστρονομία 
και τα Μαθηματικά με διάφορα ονόματα. 

Προτάσεις

•	 Η γωνία δύο μέγιστων κύκλων ισούται με τη γω-
νία των εφαπτομένων των μέγιστων κύκλων σ’ 

Παράρτημα Β΄
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ένα σημείο τομής και έχει μέτρο ίσο με το τόξο 
του μέγιστου κύκλου που έχει ως πόλους τα κοι-
νά σημεία των δύο κύκλων (σχ.4).

•	 Η γωνία δύο μέγιστων κύκλων ισούται με την 
απόσταση των πόλων τους (σχ.4).

•	 Δύο μέγιστοι κύκλοι είναι κάθετοι αν και μόνον αν 
καθένας από αυτούς περιέχει τον πόλο του άλλου.

•	 Από τον πόλο ενός μέγιστου κύκλου άγονται 
άπειρα τόξα, κάθετα στο μέγιστο κύκλο.

3. ΑΤΡΑΚΤΟΙ ΚΑΙ ΟΝΥΧΕΣ
Το μέρος της επιφά-
νειας της σφαίρας που 
περιέχεται μεταξύ δύο 
ημιπεριφερειών μέγι-
στων κύκλων λέγεται 
άτρακτος (σχ.5). Η γω-
νία των ημιπεριφερει-
ών λέγεται γωνία του 
άτρακτου. Σφαιρικός 
όνυχας λέγεται το μέρος 
του όγκου της σφαίρας που περιέχεται μεταξύ των δύο 
ημικυκλίων μέγιστων κύκλων. Βάση του σφαιρικού 
όνυχα λέγεται ο άτρακτος που περιέχεται μεταξύ των 
ημικυκλίων.
Γωνία σφαιρικού όνυχα λέγεται η γωνία της βάσης 
του όνυχα.
Αποδεικνύονται οι εξής προτάσεις:
•	 Δύο άτρακτοι, στην ίδια σφαίρα, με ίσες γωνίες 

είναι ίσοι.
•	 Ο λόγος των εμβαδών δύο ατράκτων στην ίδια 

σφαίρα ισούται με το λόγο των γωνιών τους.

4. ΣΦΑΙΡΙΚΑ ΤΡΙΓΩΝΑ
Σφαιρικό τρίγωνο λέγεται το μέρος της σφαίρας το 
οποίο περικλείεται μεταξύ των τόξων τριών μέγιστων 
κύκλων, με την προϋπόθεση ότι τα τόξα είναι μικρό-
τερα από ημικύκλια.

Παράδειγμα
Το σχήμα ΑΒΓ (σχ.6) 
είναι ένα σφαιρικό τρί-
γωνο. Τα σημεία τομής 
των μέγιστων κύκλων 
Α, Β, Γ λέγονται κορυ-
φές και τα τόξα ΑΒ, ΒΓ, 
ΓΑ λέγονται πλευρές του 
σφαιρικού τριγώνου. Οι 
γωνίες που σχηματίζουν οι τρεις μέγιστοι κύκλοι ανά 
δύο λέγονται γωνίες του σφαιρικού τριγώνου και τις 

συμβολίζουμε συνήθως με τα γράμματα των κορυφών 
Α, Β, Γ. Τις πλευρές του τριγώνου τις συμβολίζουμε 
συνήθως με τα μικρά γράμματα των απέναντι κορυ-
φών, δηλαδή συμβολίζουμε με α, β, γ τις πλευρές ΒΓ, 
ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα.
Πρέπει να τονίσουμε ότι η γεωμετρία στη σφαίρα δεν 
επηρεάζεται από την ακτίνα της, διότι όλα τα μετρού-
μενα μεγέθη, μήκη πλευρών και γωνίες κορυφών, με-
τρώνται με τόξα μέγιστων κύκλων και όχι με μήκη.
Είδη σφαιρικών τριγώνων

Ένα σφαιρικό τρίγωνο χαρακτηρίζεται αναλόγως των 
πλευρών ή των γωνιών του ως εξής:

ως προς τις γωνίες: ως προς τις πλευρές:
(μονο)ορθογώνιο: 
μία γωνία ορθή

(μονο)ορθόπλευρο:  
μία πλευρά ορθή

δισορθογώνιο: 
δύο γωνίες ορθές

δισορθόπλευρο:  
δύο πλευρές ορθές

τρισορθογώνιο: 
τρεις γωνίες ορθές

τρισορθόπλευρο:  
τρεις πλευρές ορθές
ισοσκελές:  
δύο πλευρές ίσες
ισόπλευρο:  
τρεις πλευρές ίσες

Θεωρούμε ως μονάδα μέτρησης γωνιών και πλευ-
ρών την ορθή γωνία και ως μονάδα μέτρησης των 
εμβαδών αυτό του τρισορθογώνιου σφαιρικού τρι-
γώνου, δηλαδή το 

1
8  της σφαίρας. Με αυτές τις μο-

νάδες μέτρησης προκύπτουν οι ακόλουθες προτάσεις:
•	 Το εμβαδόν ενός ατράκτου ισούται με το διπλά-

σιο της γωνίας του. 
Απόδειξη
Θεωρούμε τον άτρακτο ΒΟΑ, σχ.5, με γωνία φ και τον 
ορθογώνιο άτρακτο ΒΟΓ. Ο λόγος των εμβαδών τους 
είναι όπως ο λόγος των γωνιών τους, δηλαδή:

ατρ.ΒΟΑ
ατρ.ΒΟΓ  = 

ΒÔΑ
ΒÔΓ  = φ        (1)

Αλλά ο άτρακτος ΒΟΓ ισούται με δύο τρισορθογώνια 
σφαιρικά τρίγωνα, επομένως, η σχέση (1) γράφεται: 
ατρ(ΒΟΑ) = 2φ.
Σφαιρική υπεροχή ενός τριγώνου ΑΒΓ λέγεται η δια-
φορά (Α + Β + Γ − 2).
•	 Το εμβαδόν ενός σφαιρικού τριγώνου ισούται με 

τη σφαιρική υπεροχή του τριγώνου.

Απόδειξη
Ο άτρακτος που σχηματίζει η γωνία Â του τριγώνου 

φ

Σχήμα 5

Α

Β

Βʹ

Γ

Γʹ

Αʹ

Σχήμα 6
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ΑΒΓ, (σχ.6), χωρίζεται από τη ΒΓ σε δύο τρίγωνα, 
επομένως, για τα εμβαδά τους ισχύει:
ατρ. Â = εμ.(ΑΒΓ) + εμ.(ΑʹΒΓ)	 (1)
Όμοια:
ατρ. B̂ = εμ.(ΑΒΓ) + εμ.(ΑΒʹΓ)	 (2) 
ατρ. Γ̂  = εμ.(ΑΒΓ) + εμ.(ΑΒΓ )́ = εμ.(ΑΒΓ) + εμ.(ΑʹΒ́Γ)   (3) 
Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε:

ατρ. Â + ατρ B̂ + ατρ Γ̂  = ημισφ ΑΒ + 2 εμ.(ΑΒΓ), 
και επειδή η μονάδα είναι η ορθή γωνία, έχουμε:

2Α + 2Β + 2Γ = 4 + 2εμβ.(ΑΒΓ) ⇒ εμ.(ΑΒΓ) =  
Α + Β + Γ − 2.

Σε κάθε σφαιρικό τρίγωνο ισχύουν οι εξής προτά-
σεις:
•	 κάθε πλευρά είναι μικρότερη του αθροίσματος 

των δύο άλλων.
•	 το άθροισμα των τριών πλευρών είναι μικρότερο 

των τεσσάρων ορθών.
•	 το άθροισμα των γωνιών του είναι μεγαλύτερο 

των δύο ορθών.
•	 απέναντι άνισων πλευρών βρίσκονται ομοίως 

άνισες γωνίες.
•	 αν είναι ισοσκελές έχει τις γωνίες που βρίσκονται 

απέναντι των ίσων πλευρών ίσες. Επίσης, η διά-
μεσος είναι ύψος και διχοτόμος.

•	 αν είναι ισόπλευρο είναι και ισογώνιο.
•	 τα κάθετα τόξα μέγιστων κύκλων στα μέσα των 

πλευρών του (μεσοκάθετοι), περνάνε από το ίδιο 
σημείο. Το σημείο αυτό ισαπέχει από τις κορυφές 
του τριγώνου.

•	 τα τόξα μέγιστων κύκλων που διχοτομούν τις γω-
νίες ενός σφαιρικού τριγώνου (διχοτόμοι), περνά-
νε από το ίδιο σημείο. Το σημείο αυτό ισαπέχει 
από τις πλευρές του τριγώνου.

•	 τα τόξα μέγιστων κύκλων που περνάνε από τις 
κορυφές και είναι κάθετα στις απέναντι πλευρές 
(ύψη) περνάνε από το ίδιο σημείο.

•	 ισχύουν τα Θεωρήματα του συνημιτόνου και 
ημιτόνου:

συνα = συνβ συνγ + ημβ ημγ συνΑ
ημα
ημΑ  = 

ημβ
ημΒ  = 

ημγ
ημΓ  .

5. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Η Σφαιρική Γεωμετρία έχει εφαρμογές στην Αστρονο-
μία, Ναυσιπλοΐα, Χαρτογραφία και αλλού.

Στην Αστρονομία, εφαρμόζεται στη μελέτη προβλημά-
των που δεν μας ενδιαφέρει η απόσταση των ουρανίων 
σωμάτων από τη Γη αλλά η θέση τους στον ουράνιο 
θόλο που θεωρείται σφαιρικός με κέντρο το κέντρο 
της Γης.

Η Γη θεωρείται κατά προσέγγιση σφαιρική, επομέ-
νως η σφαιρική γεωμετρία έχει εφαρμογές και στις 
επιστήμες που σχετίζονται με το σχήμα της Γης. Μία 
από αυτές είναι η Ναυσιπλοΐα και χρησιμεύει για να 
γίνονται υπολογισμοί πορείας.

Είναι γνωστό από την αρχαιότητα ότι η επιφάνεια της 
σφαίρας δεν είναι δυνατόν να αναπτυχθεί στο επίπεδο. 
Δηλαδή, δεν μπορούμε να αναπτύξουμε τη σφαίρα στο 
επίπεδο όπως κάναμε με τον κύλινδρο και τον κώνο. 
Εάν προσπαθήσουμε να κάνουμε αυτό το ανάπτυγμα, 
θα τσαλακώσουμε ή θα σκίσουμε την επιφάνεια της 
σφαίρας. Αυτό συμβαίνει διότι η σφαίρα έχει καμπυ-
λότητα που διαφέρει ποιοτικά από αυτήν του κυλίν-
δρου ή του κώνου. Λόγω αυτής της ιδιότητας οι χάρτες 
δεν μπορεί να είναι ακριβείς.

6. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Παρατηρούμε ότι στη γεωμετρία της σφαίρας, το 
άθροισμα των γωνιών ενός σφαιρικού τριγώνου εί-
ναι μεγαλύτερο από δύο ορθές, σε αντίθεση με την 
Ευκλείδεια Γεωμετρία όπου το άθροισμα των γωνιών 
ενός τριγώνου ισούται με δύο ορθές. Η ιδιότητα αυτή 
είναι ισοδύναμη με τη μη ύπαρξη παράλληλων «ευ-
θειών», δηλαδή κάθε δύο μέγιστοι κύκλοι τέμνονται. 
Η γεωμετρία αυτή λέγεται σφαιρική ή Ελλειπτική Γε-
ωμετρία.

Υπάρχουν επίσης γεωμετρίες στις οποίες το άθροισμα 
των γωνιών των τριγώνων τους είναι μικρότερο από 
δύο ορθές, που είναι ισοδύναμο με την ύπαρξη πολλών 
παράλληλων ευθειών που άγονται από σημείο εκτός 
ευθείας. Οι γεωμετρίες αυτές λέγονται Υπερβολικές 
Γεωμετρίες.
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§2.1 - 2.10
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 i) 6 τμήματα,  ii) 10 τμήματα.
2.	 i) 3 σημεία, ii) 3 τμήματα και 

12 ημιευθείες.
3.	 ΑΓ = ΑΒ + ΒΓ =...
4.	 ΑΓ = ΑΜ + ΜΒ + ΒΝ + ΝΓ =...
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Υπολογίστε τα ΑΔ, ΒΓ ως συ-

νάρτηση του ΕΖ.
2.	 Υπολογίστε τα ΓΑ, ΓΒ ως συ-

νάρτηση του ΓΜ.
3.	 α) Να διακρίνετε περιπτώσεις.
	 β) προκύπτει από το α).
Σύνθετα Θέματα
1.	 Να εξετάσετε δύο περιπτώσεις. 

Αν το Α είναι μεταξύ των Β, Γ ή 
όχι.

2.	 6 τροχονόμοι.

§2.11 - 2.16
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Αφαιρούμε την yÔz.

2.	 1
2  ορθής.

3.	 Ορθή γωνία. Μετά από 6 ώρες.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 ΔÔΕ = ΔÔy + yÔE =….
2.	 Υπολογίστε τις ΓÔΑ, ΓÔΒ ως 

συνάρτηση της ΓÔΔ.
3.	 Όμοια με την προηγούμενη 

άσκηση.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Υπολογίστε τις ΑÔΔ, ΒÔΓ ως 

συνάρτηση της xÔy.
2.	 ΔÔΕ = ΒÔΔ – ΒÔΕ = ….

§2.17 - 2.18
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Άπειροι.
2.	 Απλή.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Είναι ΟΑ = ΟΔ και ΟΒ = ΟΓ.
2.	 Η ΟΓ είναι διχοτόμος της ΑÔΒ.

§2.19
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 i) Είναι: P͡Α = P͡M – A͡M και 

P͡Β = P͡M + M͡B.
	 ii) Είναι: Σ͡Α = Σ͡M + M͡A και 

Σ͡B = M͡B – Σ͡M.
2.	 α) (A͡Γ) = 130°, (Γ͡Β) = 50°.
3.	 30° και 60°.
4.	 72°.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 45°.
2.	 35° και 55°.
3.	 ΑÔΒ = 36° κτλ.
Γενικές Ασκήσεις
1.	 Αν Ο μέσο ΑΒ τότε ΕΖ = ΟΖ – 

ΟΕ κτλ.
2.	 Αν Ο μέσο ΒΖ αρκεί ΔΒ = ΖΕ.

3.	 ΑΕ = ΑΒ + 
ΒΔ
2  , ΒΔ = ΒΓ + ΓΔ 

κτλ.
4.	 Αποδείξτε ότι ΑÔx = 180°.
5.	 45°.

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3                

§3.1 - 3.2
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Τα τρίγωνα ABE και ΑΔΓ είναι 

ίσα.
2.	 Τα τρίγωνα ΜΑΚ, ΚΒΛ και 

ΛΓΜ είναι ίσα.
3.	 Συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΒΜ 

και ΑʹΒʹΜʹ όπου Μ, Μʹ τα μέ-
σα των ΒΓ και ΒʹΓʹ αντίστοιχα.

4.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΓΕ 
και ΑΒΖ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Είναι 
	 ΑΚ

Δ
Β = ΔΚ

Δ
Ε και ΑΚ

Δ
Γ = ΔΚ

Δ
Ζ.

2.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 
MΔΒ και ΜΕΓ.

3.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΟΑΓ 
και ΟΒΔ.

§3.3 - 3.4
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 i) Να συγκρίνετε τα τρίγω-

να ΑΒΔ και ΑʹΒʹΔʹ καθώς και 
τα ABE και ΑʹΒʹΕʹ. ii) Να συ-
γκρίνετε τα τρίγωνα ABE και 
ΑʹΒʹΕʹ.

2.	 α) Είναι ΑΔ
Δ

Γ = ΑʹΔ
Δ

ʹΓʹ
	 β) Χρησιμοποιήστε το α).
3.	 Να βρείτε τρεις πλευρές ίσες.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Εφαρμογή του κριτηρίου ΓΠΓ.
2.	 Εφαρμογή των κριτηρίων ΠΓΠ 

και ΠΠΠ.
3.	 Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΓΔ είναι 

ίσα.
Σύνθετα Θέματα
1.	 α) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 

ΑΒΔ και ΑʹΒʹΔʹ.
	 β) ΑΒ

Δ
Μ = ΑʹΒ

Δ
ʹΜʹ.

	 γ) ΑΒ
Δ

Θ = ΑʹΒ
Δ

ʹΘʹ.
2.	 Χαρακτηριστική ιδιότητα μεσο-

καθέτου.
3.	 α) Απλό,
	 β) Αποδείξτε ότι ΕÂΓ = ΑB̂Δ .

§3.5 - 3.6
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΔΒΓ 

και ΕΒΓ, ΒΔ και ΓΕ τα ύψη.
2.	 α) Αν ΚΔ, ΛΕ⊥ΒΓ, να συγκρί-

νετε τα τρίγωνα ΔΒΚ και ΕΓΛ.
	 β) Αν ΚΗ⊥ΑΓ και ΛΖ⊥ΑΒ, να 

συγκρίνετε τα τρίγωνα ΗΑΚ 
και ΖΑΛ.

3.	 Να συγκρίνετε τα δύο ορθογώ-
νια τρίγωνα που προκύπτουν.

4.	 Αν ΑΔ⊥ΒΓ και ΑʹΔʹ⊥ΒʹΓʹ να 
συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΒΔ και 
ΑʹΒʹΔʹ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν ΜΕ⊥ΑΒ και ΜΔ⊥ΑΓ, να 

ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
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συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΜΕ 
και ΑΜΔ.

2.	 Το τρίγωνο με πλευρές υα, μα 
είναι ίσο με το τρίγωνο που 
έχει πλευρές υαʹ, μαʹ.

3.	 Αν ΒΔ⊥ΑΓ, ΒʹΔʹ⊥ΑʹΓʹ, ΓΕ⊥ΑΒ 
και ΓʹΕʹ⊥AʹBʹ αποδείξτε ότι

	 ΒΕ
Δ

Γ = BʹΕ
Δ

ʹΓʹ και ΒΔ
Δ

Γ = ΒʹΔ
Δ

ʹΓʹ.
4.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 

ΑΔΒ και ΕΔΒ και στη συνέ-
χεια τα ΑΒΓ και ΕΒΖ.

5.	 Σε ίσες χορδές αντιστοιχούν 
ίσα τόξα.

Σύνθετα Θέματα
1.	 i) Είναι ΔΒ = ΔΓ και ΔΕ = ΔΖ 

ii) Είναι ΑΕ = ΑΖ και ΓΖʹ = BEʹ.
2.	 Αν γ = γʹ προεκτείνετε τις ΑΓ, 

ΑʹΓʹ κατά τμήματα ΓΔ  =  α, 
ΓʹΔʹ = αʹ αντίστοιχα.

§3.7
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Είναι ο κύκλος (Μ, ΜΑ) χωρίς 

τα σημεία τομής του με την ευ-
θεία ΒΓ.

2.	 Είναι ο κύκλος (Ο, 2R).

§3.8 - 3.9
Ασκήσεις Eμπέδωσης
2.	 Εφαρμογή §3.8.
3.	 Να λάβετε υπόψη την προη-

γούμενη άσκηση.
4.	 Εφαρμογή §3.8.
5.	 Αποδείξτε ότι το συμμετρικό 

κάθε σημείου της γωνίας ως 
προς τη διχοτόμο είναι σημείο 
της γωνίας.

6.	 Ιδιότητες μεσοκαθέτου.

§3.10 - 3.11 - 3.12
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Θεώρημα εξωτερικής γωνίας.
2.	 Είναι ΒÂΓ = ΒΓ̂Α.
3.	 Διακρίνετε περιπτώσεις για τη 

θέση του ίχνους του ύψους στη 
ΒΓ.

4.	 Θεώρημα εξωτερικής γωνίας.
5.	 ΑM̂Β > Γ̂ κτλ.

6.	 Φέρουμε ΔΕ⊥ΒΓ.
7.	 Τα τρίγωνα ΟΒΜ και ΟΓΛ εί-

ναι ίσα.
8.	 Είναι ΒΔ = ΓΔ.
9.	 Εφαρμογή του: B̂ = Γ̂ συνεπά-

γεται β = γ.
10.	Εφαρμογή της τριγωνικής ανι-

σότητας.
Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Από την μα < 
α
2  προκύπτουν 

ΑΜ < ΒΜ και AM < ΜΓ.
2.	 Εφαρμογή §3.12.
3.	 Προεκτείνουμε τη διάμεσο AM 

κατά ίσο τμήμα ΜΑʹ.
4.	 Αν τα Σ, Ο, Μ δεν είναι συνευ-

θειακά, εφαρμόζουμε την τρι-
γωνική ανισότητα στο ΣΟ

Δ
Μ.

5.	 Αν Μ το μέσο της ΑΓ, το ΑΒ
Δ

Μ    
είναι ισοσκελές.

6.	 Παίρνουμε το μέσο του A͡B.
7.	 Εφαρμογή §3.12.
Σύνθετα Θέματα
1.	 i) τριγωνική ανισότητα στα 

τρίγωνα ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟΔ και 
ΔΟΑ.

	 ii) Όταν το O ταυτίζεται με το 
σημείο τομής των διαγωνίων.

2.	 Αποδείξτε ότι ΜÊΒ = ΜB̂Ε.
3.	 Εφαρμόστε την τριγωνική ανι-

σότητα.
4.	 Θεωρήστε τα συμμετρικά του Γ 

ως προς τις πλευρές της γωνίας.

§3.13
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Σύγκριση πλαγίων τμημάτων.
2.	 Σύγκριση πλαγίων τμημάτων.
3.	 Σύγκριση κάθετου και πλάγιου 

τμήματος.

§3.14 - 3.15
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Να συγκρίνετε τα αποστήματα 

των χορδών.
2.	 Ιδιότητες διακεντρικής ευθείας 

ενός σημείου.
3.	 Ισότητα εφαπτόμενων τμημά-

των.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Βρείτε ισοσκελή τρίγωνα.
2.	 Φέρτε τη ΜΟ και αποδείξτε ότι 

ΟM̂Β = ΒM̂Γ.
3.	 Η ΟΡ είναι μεσοκάθετος του 

ΑΒ.

§3.16
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Σχετικές θέσεις δύο κύκλων.
2.	 Εφάπτονται εσωτερικά.
3.	 Εφάπτονται εξωτερικά.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 i) Αποδείξτε ότι
	 PO – 2R < PO < PO + 2R.
	 ii) Το Α είναι μέσο του ΟΓ.
2.	 i) απλό,
	 ii) Ο1Ο2 < Ο1Α + ΑΒ + ΒΟ2,
	 iii) ΑΒ < ΑΟ1 + Ο1Ο2 + Ο2Β.
3.	 Η διακεντρική ευθεία διχοτο-

μεί τη γωνία των εφαπτόμε-
νων τμημάτων.

§3.17 - 3.18
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Διχοτομούμε μια ορθή γωνία.
2.	 Απλή.
3.	 Κατασκευή 3 §3.18.
4.	 Αρχικά κατασκευάζουμε τη με-

σοκάθετο του ΒΓ = α.
5.	 i), ii) Αρχικά κατασκευάζουμε 

μια ορθή γωνία xÂy.
Γενικές Ασκήσεις
1.	 Στη ΓʹΒʹ παίρνουμε σημείο Βʹʹ 

τέτοιο ώστε ΓʹΒʹʹ = ΓΒ.
2.	 Ισότητα τριγώνων.
3.	 Πάνω στον κύκλο παίρνουμε 

σημείο Ε τέτοιο ώστε ΓΕ = ΑΒ.
4.	 Eίναι ΑΒ

Δ
Ε = ΒΓ

Δ
Ζ κτλ.

5.	 Φέρουμε τη διχοτόμο ΑΔ και 
παίρνουμε το μέσο Ε της ΑΓ.

6.	 Φέρουμε τη διχοτόμο ΒΔ και 
παίρνουμε το μέσο Μ της ΒΓ.

7.	 Προεκτείνουμε τις διαμέσους 
AM και ΑʹΜʹ κατά ίσα τμήματα.

8.	 Ιδιότητα μεσοκαθέτου.
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§4.1 - 4.5
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Αποδείξτε ότι Δ̂ = Ê.
2.	 Αποδείξτε ότι Ô1 = Â1.
3.	 Αποδείξτε ότι Â1 = B̂1.
4.	 Βρείτε δύο κατάλληλες γωνίες 

ίσες.
5.	 Όμοια με την προηγούμενη 

άσκηση.
6.	 Είναι ΟΜ⊥ΑΒ, ....
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 ΑΜ⊥ΒΓ οπότε ΑΜ//Γx.
2.	 Αποδείξτε ότι ΑΒ = ΑΕ.
3.	 Αποδείξτε ότι ΑΔ = ΑΒ.
4.	 ΔΕ = ΔΙ + ΙΕ = ...
5.	 ΒΓ = ΒΔ + ΔΕ + ΔΓ = ....
Σύνθετα Θέματα
1.	 Αποδείξτε ότι ΕΖ//ΒΓ και 

ΜΚ//ΒΓ.
2.	 Φέρουμε ΓZ//Ax//By.
3.	 ΔΕ = ΙαΕ – ΙαΔ.
4.	 α) απλό
	 β) ΒΕ + ΓΖ = ΒΑ + ΑΓ = σταθερό.
	 γ) Προεκτείνουμε την ΕΜ κα-

τά ίσο τμήμα.

§4.6 - 4.8
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 α) B̂ = 60°, Γ̂ = 30°
	 β) B̂ = 36°, Γ̂ = 54°.
2.	 Â = 36° οπότε ΒÎΓ = 108°.
3.	 B̂ = Γ̂ = 36°.
4.	 Οξείες γωνίες με κάθετες πλευ-

ρές.
5.	 Δ̂ = 36°.
6.	 ω = 45°, φ = 55°.
7.	 v = 7.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 B̂εξ = Â + Γ̂ οπότε…. B̂ = Γ̂.
2.	 Παρατηρήστε ότι είναι εξωτε-

ρικές γωνίες τριγώνου.
3.	 ΔÂΕ + ΑÊΔ = 90°, ΑÊΔ εξωτε-

ρική στο τρίγ. ΑΕΓ.

4.	 ΑÊΒ + 
Â
2  + 

B̂
2  = 180° κτλ.

5.	 Υπολογίστε την Â από τρίγ. 
ΑΒΓ και την ΕΔ̂Γ από τρίγ. 
ΔΕΓ.

6.	 Αποδείξτε ότι Ẑ = Ê .
7.	 Αποδείξτε ότι Ẑ = Ĥ.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Αν η ΔΕ τέμνει την ΒΓ στο Κ 

αποδείξτε ότι το τρίγ. ΒΔΚ εί-
ναι ορθογώνιο.

2.	 Παρατηρήστε ότι το τρίγ. ABE 
είναι ισοσκελές.

3.	 Αρκεί ΔÂΒ + Â + ΓÂΕ = 180°.
4.	 α) Αποδείξτε ότι ΔB̂Γ = Ê
	 β) Προκύπτει από τα τρίγ. ΒΔΓ 

και ΔΓΕ.
5.	 i) απλό
	 ii) ΖÂΗ = ΖÂΔ + ΓÂΗ , κτλ.
6.	 Αν η διχοτόμος της Β τέμνει 

την ΔΓ στο Ε, από τρίγ. ΔΖΕ...
7.	 Αποδείξτε ότι α//β.
Γενικές Ασκήσεις
1.	 Υπολογίστε τις ΒΔ̂Γ και ΓÊΑ 

ως συνάρτηση των Â, B̂, Γ̂. Εί-
ναι B̂ + Γ̂ = 120° (Â = 60°).

2.	 Παίρνουμε το μέσο Ζ του ΕΓ.
3.	 Φέρουμε ΔΗ⊥ΑΒ και ΔΚ⊥ΑΓ.
4.	 Είναι B̂ + Δ̂ = 180°
	 (αφού Â = Γ̂ = 90°).
5.	 i) Είναι B̂ > Γ̂ (ΑΒ < ΑΓ) .
	 ii) προεκτείνουμε την AM κα-

τά ίσο τμήμα 

	 iii) BÂE = EÂΓ = 
Â
2  οπότε 

από i) και ii) ….
6.	 Έχουμε τρία ισοσκελή τρίγω-

να.
7.	 Παρατηρήστε τα ίσα εφαπτόμε-

να τμήματα που σχηματίζονται.

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5                   

§5.1 - 5.2
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Τρίγ. ΑΔΕ ισοσκελές.
2.	 Οι διαγώνιοι διχοτομούνται.
3.	 i) ΑΕ//=ΓΖ .
	 ii) Τα παραλληλόγραμμα έχουν 

μια κοινή διαγώνιο.

4.	 Τρίγ. ΑΕΔ ισοσκελές.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 ΜΕ = ΑΔ και τρίγ. ΜΔΒ ισο-

σκελές.
2.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 

ABE και ΔΖΓ.
3.	 Φέρουμε την ΑΓ.
4.	 Τα ΑΖΒΓ και ΑΒΓΗ είναι πα-

ραλληλόγραμμα.
5.	 Γράφουμε κύκλο (Ο, λ), όπου Ο 

τυχαίο σημείο της μιας ευθείας.
Σύνθετα Θέματα
1.	 i) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 

ΑΕΚ και ΓΗΖ
	 ii) Τα παραλληλόγραμμα, ανά 

δύο έχουν μια κοινή διαγώνιο.
2.	 Αποδείξτε ότι ΓΖ, ΓΕ διχοτό-

μοι.
3.	 Αρκεί Γ̂ + ΒΓ̂Ε + ΔΓ̂Ζ = 180°.
4.	 Φέρουμε από το Δ παράλληλη 

στην ΑΒ.
5.	 Αν ΓΔ η θέση της γέφυρας φέ-

ρουμε ΒΕ//=ΓΔ.

§5.3 - 5.5
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 ΑΕ//=ΓΖ.

2.	 ΖΕ = 
ΒΔ
2  = ΑΓ.

3.	 Να λάβετε υπόψη σας την εφαρ-
μογή της §4.4.

4.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 
ΑΔΕ και ΔΓΖ.

5.	 Να βρείτε τις ιδιότητες των 
διαγωνίων του.

6.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 
ΑΚΝ, ΒΚΛ, ΜΓΛ και MAN.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Το ΔΕΒΖ είναι παραλληλό-

γραμμο και η ΒΔ διχοτόμος.
2.	 i) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 

ΑΒΖ και ΑΔΕ
	 ii) Με άθροισμα γωνιών σε κα-

τάλληλο τρίγωνο.
3.	 Φέρουμε την ΕΖ.
4.	 Αν ΚΛ⊥ΕΖ, φέρουμε ΕΗ⊥ΔΓ 

και ΚΜ⊥ΒΓ.
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Σύνθετα Θέματα
1.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 

ΜΕΔ και ΜΖΓ.
2.	 Αρκεί γων. ΒΖΓ = γων. ΖΒΓ.
3.	 i) Το άθροισμα ισούται με το 

ύψος ΒΗ (σταθερό).
	 ii) Από το τυχαίο σημείο Μ φέ-

ρουμε παράλληλη στη ΒΓ και 
εφαρμόζουμε το i).

§5.6 - 5.9
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Τα Δ, Ε είναι μέσα των ΑΒ, ΑΓ.
2.	 Τα Δ, Η και Ζ, Ε είναι μέσα 

πλευρών.
3.	 Οι ΕΜ, ΔΜ είναι διάμεσα ορ-

θογωνίων τριγώνων.
4.	 Τα Ε, Ζ είναι μέσα πλευρών 

και ΑΓ = 
ΒΓ
2 .

5.	 Να λάβετε υπόψη σας την ιδι-
ότητα του βαρύκεντρου.

6.	 Το Ε είναι ορθόκεντρο του τρι-
γώνου ΒΓΔ.

7.	 Το ΑΓΕΖ είναι παραλληλό-
γραμμο και ΑΓ = 

ΒΓ
2  .

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 i) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 

ΔΕΖ και ΑΕΖ
	 ii) Η ΔΜ διάμεσος και τα Ε, Ζ 

μέσα πλευρών.
2.	 Φέρουμε την ΔΒ.
3.	 Είναι ΜÂΔ + ΔM̂Α = 90° και 

B̂ + Γ̂ = 90°.
4.	 Να αποδείξετε ότι το ΔΕΒΖ εί-

ναι παραλληλόγραμμο.
5.	 Φέρουμε την ΑΓ. Τα Κ, Η είναι 

βαρύκεντρα τριγώνων.
6.	 Παίρνουμε το μέσο Ζ του ΑΓ.
7.	 i) Να αποδείξετε ότι το ΒΕΓΔ 

είναι παραλληλόγραμμο.
	 ii) Το Η είναι βαρύκεντρο του 

τριγώνου ΒΔΓ.

8.	 Είναι ΜΔ = ΑΔ και ΜΔ = 
ΔΒ
2 .

9.	 Αν Μ το σημείο τομής των ΕΗ 
και ΚΖ, αρκεί M̂ = 90°.

10.	Ο δρόμος συνδέει τα μέσα των 
αποστάσεων.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Είναι EZ\\ΑΒ και ΔΕ = ΕΓ.
2.	 Φέρουμε τη διάμεσο AM, οπό-

τε ΑM̂Γ = 30°.

3.	 Είναι ΖΗ//= 
ΚΓ
2  και Κ βαρύκε-

ντρο.
4.	 Παρατηρήστε ότι B̂ = 2Ê = 2Γ̂.
5.	 Προεκτείνουμε την BE που τέ-

μνει την ΑΓ στο Ζ.
6.	 Είναι ΒΜ\\ΕΓ και Η ορθόκε-

ντρο του τριγώνου ΑΒΜ.
7.	 i) Απλό ii) Αν Ο το μέσο του 

ΑΒ, αρκεί ΟΚ//ΒΓ.
8.	 i) Απλό. ii) Με άθροισμα γωνι-

ών σε κατάλληλο τρίγωνο. iii) 
Αν Κ το σημείο τομής των AM 
και ΔΖ αρκεί ΒΚ//ΕΖ.

§5.10 - 5.11
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Η ΕΖ διάμεσος τραπεζίου και 

Η, Θ μέσα πλευρών τριγώνου.
2.	 ΔΕ//ΒΓ και B̂ = Γ̂.
3.	 ΕΗ = ΘΖ και Ε, Ζ, Η, Θ μέσα 

πλευρών τριγώνου.

4.	 ΚΕ = 
ΑΔ
2  και ΚΛ//ΔΓ.

5.	 Να συγκρίνετε τα τρίγωνα 
ΑΔΕ και ΒΖΓ.

6.	 Η ΜΔ είναι διάμεσος του τρα-
πεζίου ΒΒʹΓʹΓ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αρκεί ΗΖ = ΒΖ.
2.	 Το Ζ είναι σημείο της μεσοκα-

θέτου και το ΖΗΒΓ ισοσκελές 
τραπέζιο.

3.	 Φέρουμε ΒΕ⊥ΔΓ, οπότε 
	 ΕB̂Γ = 30°.
4.	 Παίρνουμε το μέσο Ε της ΑΔ.

5.	 Αρκεί ΜΕ = 
ΒΓ
2 .

6.	 Είναι ΔΗ = 
ΑΒ
2  και Δ, Ε, Ζ, 

μέσα πλευρών τριγώνου.
7.	 Να λάβετε υπόψη σας το πόρι-

σμα.
8.	 Όμοια με την προηγούμενη 

άσκηση. Για να είναι ορθογώ-
νιο πρέπει ΑΓ = ΒΔ.

9.	 Η ΖΗ είναι διάμεσος του τρα-
πεζίου ΕΒΓΔ.

10.	Βρείτε κατάλληλα τραπέζια με 
διάμεσο την ΚΚʹ.

Σύνθετα Θέματα

1.	 Αν η διχοτόμος της Â τέμνει 
την ΒΓ στο Ε αρκεί ΔΕ διχοτό-
μος της Δ̂.

2.	 Φέρουμε ΜΕ⊥ΑΔ.
3.	 Αν Κ το κέντρο του ΑΒΓΔ φέ-

ρουμε ΚΚʹ⊥ε.
4.	 Η ΖΗ είναι διάμεσος του 

τραπεζίου ΔΕΓΑ, οπότε .... 
B̂ = 30°.

5.	 i) Αποδείξτε ότι το ΑΒΜΕ εί-
ναι ισοσκελές τραπέζιο ii) Η 
προέκταση της ΑΕ τέμνει την 
ΔΓ στο Ζ.

Γενικές Ασκήσεις

1.	 Αν ΑΒ < ΑΓ είναι

	 ΑΔ = 
ΑΒ
2  < 

ΑΓ
2  και

	 ΑΕ = 
ΑΓ
2  > 

ΑΒ
2 .

2.	 Παίρνουμε το μέσο Μ του ΔΕ.
3.	 α) Τα τρίγωνα ΑΒʹΒ και ΑΕʹΕ 

είναι ισοσκελή β) Αποδείξτε 
ότι ΒʹΕʹ = ΓΕʹ.

4.	 α) απλό β) Αρκεί ΗÊΖ = ΖÊΓ 
γ) ΗΕ = 

ΑΒ
2  = ΖΓ δ) Από το γ) 

προκύπτει ότι Γ̂ = 2ΖÊΓ.
5.	 Παίρνουμε το μέσο Δ του ΒΚ 

και φέρνουμε ΔʹΔ⊥ε.
6.	 α) απλό β) Το Η είναι ορθόκε-

ντρο του τριγ. ΑΔΖ.
7.	 Παρατηρήστε ότι

	 ΜΛ// = 
ΒΗ
2  και ΜΚ// = 

ΕΓ
2 .

8.	 α) Το Μ είναι το μέσο του ΟΓ 
και το Ζ βαρύκεντρο του τριγ. 
ΒΟΓ.

	 β) Να λάβετε υπόψη σας το α).
9.	 i) Φέρουμε ΟΚ διάμεσο στο 

τρίγ. ΟΑΒ. Αρκεί να τέμνει την 
ΔΓ στο μέσο Λ.

10.	Φέρουμε από τα Δ και Ε κά-
θετες στις ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ, ΒΓ 
αντίστοιχα.
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6               

§6.1 - 6.4
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Για το 1ο σχήμα είναι x = 40° 

και y = 2x = 80°.
	 Για το 2ο σχήμα είναι x = 50° 

και y = 180° – x – 35° = 105°.
2.	 Είναι B͡E = 120° (Εφαρμογή 

§6.3).
3.	 Είναι x = 40° (γωνία χορδής 

και εφαπτ.). Επίσης
	 2y + B͡Γ = 180° οπότε y = 140°. 

Για το 2ο σχήμα, είναι 
	 y – x = l20°. Από Γ̂  =  ΓB̂Δ 

προκύπτει x + y = 260° οπότε 
x = 70° και y = 190°.

4.	 Eίναι: Δ͡Γ = 95° και B͡Ε = 45°.
5.	 Είναι ΒÔΓ = ΖÂ = 140° και 

ΟB̂Γ = ΟΓ̂Β = 20°.
	 Επίσης 
	 ΜB̂Γ = ΜΓ̂Β = 

1
2  70° = 35° 

οπότε ΒM̂Γ = 110°.
6.	 Είναι y εξωτερική γωνία τριγώ-

νου. Σωστή η α).
7.	 Βλέπε «τόξο που δέχεται γνω-

στή γωνία».
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Έστω Μ το μέσο του A͡B. Για 

το ευθύ αποδείξτε ότι η εφα-
πτομένη στο Μ και η ΑΒ τε-
μνόμενες από την MB, σχημα-
τίζουν δύο εντός εναλλάξ γω-
νίες ίσες. Για το αντίστροφο 
αποδείξτε ότι ΜÂΒ = ΜB̂Α .

2.	 Αποδείξτε ότι
	 ΑB̂Γ + ΑB̂Δ = 1⌊.
3.	 Αν η MP τέμνει την ΑΔ στο Ν, 

δείξτε ότι: ΝP̂Δ + ΡΔ̂Α = 1⌊.
4.	 Είναι η τομή δύο κατάλληλων 

τόξων.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Φέρτε την κοινή εσωτερική (ή 

εξωτερική) εφαπτομένη και 
δείξτε ότι B̂ = Γ̂ .

2.	 Έστω Ζ, Η τα δεύτερα κοινά ση-
μεία των ΑΒ, ΑΓ με το μικρότε-
ρο κύκλο. Αρκεί Δ μέσο Z͡H.

3.	 Αποδείξτε ότι ΑΔ̂Ρ = ΔÂΡ.

§6.5 - 6.6
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Ιδιότητες εγγεγραμμένων τε-

τραπλεύρων.
	 B̂ = 120°, Γ̂ = 60° και Δ̂ = 80°.
2.	 Αρκεί Â = 90° .
3.	 Αποδείξτε μια γωνία ορθή.
4.	 Εφαρμογή 1 §6.6.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Φέρτε την κοινή χορδή ΑΒ και 

αποδείξτε ότι: Γ̂ = Δ̂εξ.
2.	 Αποδείξτε ότι οι ευθείες ε, ΔΕ 

τεμνόμενες από την ΑΓ σχημα-
τίζουν δύο εντός εναλλάξ γωνί-
ες ίσες.

3.	 Αν τα ύψη ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ τέμνο-
νται στο Η, παρατηρήστε ότι 
τα τετράπλευρα ΒΖΗΔ, ΔΗΕΓ 
και ΒΖΕΓ είναι εγγράψιμα.

4.	 Αποδείξτε ότι K̂ + M̂ = 180°. 
Γι’ αυτό λάβετε υπόψη ότι τα 
τρίγωνα ΚΑΔ και ΜΒΓ είναι 
ισοσκελή (ΚΛΜΝ είναι το τε-
τράπλευρο που σχηματίζεται).

Σύνθετα Θέματα
1.	 Αποδείξτε ότι ΕÂΟ + ΑÊΔ = 

90° ή φέρτε την εφαπτόμενη 
στο Α.

2.	 Αρκεί ΕΔ̂Ο = ΟÊΔ. Παρατηρή-
στε ότι ΟΒΔΜ και ΟΜΓΕ εί-
ναι εγγράψιμα.

3.	 Αν Δ, Ε, Ζ είναι οι προβολές 
ενός σημείου Μ του περιγ/νου 
κύκλου στις ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ αντί-
στοιχα, αποδείξτε ότι:

	 ΖÊΜ + ΜÊΔ = 180° (παρατη-
ρήστε ότι τα ΜΖΑΕ, ΜΕΔΓ εί-
ναι εγγράψιμα).

4.	 Αποδείξτε ότι τα τρίγωνα ΒΔΖ 
και ΓΔΕ είναι ίσα.

§6.7
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 i) Μεσοπαράλληλη ii) Κύκλος 

με κέντρο το κέντρο της γης.
2.	 i) Ο κύκλος (Ο, R–ρ) ii) Ο κύ-

κλος (Α, ρ).

3.	 Η θέση του θησαυρού είναι κοι-
νό σημείο της μεσοκαθέτου του 
ΑΒ και του κύκλου (Δ, 4m).

4.	 Αν (O, R) είναι ο δοσμένος κύ-
κλος ο γ.τ είναι ο κύκλος (Ο, 
R/2).

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν Ο το μέσο του ΒΓ είναι

	 ΑΟ = 
ΒΓ
2  = σταθ. οπότε ο γ.τ. 

του Α είναι ο κύκλος 






Ο,  











ΒΓ
2

.

2.	 Αν Μ η προβολή του Α πάνω 
σε ευθεία ε, που διέρχεται από 
το Β, τότε ΑM̂Β = 1⌊.

3.	 Είναι ΟΜ = ΜΑ.
4.	 i) Είναι: ΒΓ = 2ΑΜ = 2μ, ii) Το 

τρίγωνο ΑΔΜ κατασκευάζεται.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Το Μ είναι και μέσο του ΑΡ.
2.	 i) Το Α είναι τομή δύο γ.τ.
	 ii) Από το Α φέρουμε ΑΚ//ΒΝ 

οπότε Β μέσο ΚΓ.
3.	 Το ΑΒΔ κατασκευάζεται, οπό-

τε το Γ είναι στην τομή δύο γ.τ.
Γενικές Ασκήσεις
1.	 i) Αρκεί ΔÂΕ = 180°,
	 ii) Αποδείξτε ότι δύο απέναντι 

γωνίες είναι παραπληρωματικές,
	 iii) Είναι ΔM̂Ε = 90°.

2.	 Ο κύκλος 







Κ,  










δ
2

, 

	 όπου δ = ΑΓ – ΑΒ και Κ το μέ-
σο της ΒΓ.

3.	 Προεκτείνουμε εκατέρωθεν τη 
ΒΓ.

4.	 Το Β ανήκει σε κύκλο ακτίνας 
R
2  .

5.	 Αρκεί Ê + Ĥ = 180°.

6.	 Βρείτε κατάλληλα εγγράψιμα 
τετράπλευρα.

7.	 Μια εξωτερική γωνία ισούται 
με την απέναντι εσωτερική.

8.	 i) Η1Μ1Μ2Μ3 ισοσκελές τραπέ-
ζιο.

	 ii) Αποδείξτε ότι δύο απέναντι 
γωνίες είναι παραπληρωματι-
κές.
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	 iii) Προκύπτει με συνδυασμό 
των i) και ii).

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7              

§7.1 - 7.6
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Â =80°, B̂ = 60°, Γ̂ = 40°.
2.	 ω = 45°.
3.	 α = 30 cm, β = 20 cm, γ = 15cm.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Â=100°, B̂ = 60°, Γ̂ = 20°.
2.	 Να λάβετε υπόψη σας τις ιδιό-

τητες των αναλογιών.

3.	  MA
MB = 

3
4  ⇔ 

MA
MA+MB =

	 = 
3

3+4  ⇔ ...

§7.7
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Θεώρημα Θαλή.
2.	 i) Θεώρημα Θαλή (ΖΓ\\ΑΔ),
	 ii) Θεώρημα Θαλή (ΑΔ\\ΒΖ 

και ΑΒ\\ΔΗ).
3.	 Θεώρημα Θαλή (ΑΒ\\ΓΔ και 

ΒΕ\\ΑΓ).
4.	 Θεώρημα Θαλή και ΒΜ = ΜΓ.

5.	 Αρκεί 
ΑΖ
ΖΒ  = 

ΑΗ
ΗΔ .

6.	 Αρκεί 
ΑΖ
ΖΒ  = 

ΑΗ
ΗΓ .

7.	 Αρκεί 
ΜΔ
ΜΒ = 

ΜΕ
ΜΓ.

8.	 Αρκεί 
ΖΔ
ΖΕ  = 

ΗΔ
ΗΕ .

9.	 h = 8m.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Να εξετάσετε 2 περιπτώσεις. Το 

Γ μεταξύ Ο και Β ή Ο και Α.

2.	 Αρκεί 
x

3μ  = 
y

2μ  = 
ω
4μ , όπου 

μ αυθαίρετο τμήμα.

3.	 Αρκεί 
ΑΖ
ΖΒ  = 

ΑΗ
ΗΓ .

4.	 Θεώρημα Θαλή (ΔΖ\\ΒΓ) και 
ιδιότητες αναλογιών.

5.	 Θεώρημα Θαλή (ΔΕ\\ΒΓ).

6.	 i) Αρκεί ΑΚ = 2ΜΚ.

	 ii) Αρκεί 
ME
EΓ  = 

ΜΚ
ΑΚ .

7.	 Αρκεί 
ΔΕ
ΔΓ  = 

ΖΓ
ΔΓ .

Σύνθετα Θέματα
1.	 Φέρουμε ΔΖ\\ΒΓ.
2.	 Φέρουμε ΑΕ\\ΒΓ.
3.	 Θεώρημα Θαλή (BE\\OA και 

BZ\\OA).
4.	 Φέρουμε ΔΗ\\ΒΖ. Από θεώρη-

μα Θαλή προκύπτει ότι 

	
ΑΖ
ΖΓ  = 

κ ∙ λ
λ + 1 .

5.	 Να αποδείξετε ότι 
ΚΓ
ΚΒ  = 

ΜΓ
ΜΔ .

§7.8 - 7.9
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Θεώρημα διχοτόμου στα τρίγ. 

ΑΒΜ και ΑΜΓ.
2.	 ΔΕ = ΔΒ + ΕΒ = ….
3.	 Παρατηρήστε ότι ΜΕ εξωτερι-

κή διχοτόμος του τριγ. ΑΜΓ.

4.	 Αρκεί 
ΑΔ
ΔΒ  = 

ΑΕ
ΕΓ .

5.	 Θεώρημα διχοτόμου για τις 
ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ.

6.	 Αποδείξτε ότι BE διχοτόμος 
της ΒΔ̂Γ.

7.	 Παρατηρήστε ότι ΟΓ, ΟΔ διχο-
τόμοι.

8.	 Είναι ΔΒ < ΔΓ και ΒΓ = 42m 
(ΑΔ διχοτόμος του τριγώνου 
ΑΒΓ).

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Παρατηρήστε ότι OA εξωτερι-

κή διχοτόμος του τριγ. ΟΒΔ.
2.	 Θεώρημα Θαλή (ΑΔ\\ΕΜ) και 

ΑΔ διχοτόμος.
3.	 i) Η BI διχοτόμος στο τρίγ. 

ΑΒΔ και ΒΔ = 
αγ

β + γ

	 ii) Αρκεί 
ΑΙ
ΙΔ  = 

ΑΚ
ΚΜ

	 iii) Προκύπτει από το ii).
4.	 Θεώρημα διχοτόμου και τριγω-

νική ανισότητα.
5.	 i) Θεώρημα διχοτόμου στο τρί-

γωνο ΟΔΓ και Θαλή ii) όμοια.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Αποδείξτε ότι ΑΚ, ΑΛ διχοτό-

μοι στο τρίγ. ΕΑΖ.
2.	 Θεώρημα διχοτόμου. Για το 

αντίστροφο αν η διχοτόμος της 
Â τέμνει την ΒΔ στο Ε αρκεί 
ΓΕ διχοτόμος της Γ̂.

3.	 Φέρουμε τη διχοτόμο ΜΔ του 
τριγ. ΑΜΒ, που τέμνει τον κύ-
κλο στο Ε.

4.	 Αν η ΔΖ τέμνει τη ΒΓ στο Κ 
αρκεί 

HK
ΗΔ  = 

ΚΓ
ΔΓ .

5.	 Η άγνωστη κορυφή ανήκει σε 
ευθεία και κύκλο.

Γενικές Ασκήσεις
1.	 Να λάβετε υπόψη σας ότι 

ΚΔ\\ΑΒ\\ΛΕ.
2.	 Φέρουμε Αx\\ΒΓ. Να λάβετε 

υπόψη σας την ιδιότητα του 
βαρυκέντρου.

3.	 i) Φέρουμε ΓΉ\\ΑΒ ii) Εφαρ-
μόζουμε το i) για το τρίγ. ΑΒΔ 
και την ευθεία ΖΓ.

4.	 Θεώρημα Θαλή (ΑΔ\\ΒΖ) και 
διχοτόμου (ΑΖ διχοτόμος).

5.	 Αποδείξτε ότι οι ΕΜ και ΖΜ 
είναι διχοτόμοι.

6.	 i) Να εκφράσετε τα τμήματα ως 
συνάρτηση των ΟΑ, ΟΓ, ΟΔ.

	 ii) Όμοια με το i).
7.	 Αν η ΒΔ τέμνει την ΑΓ στο Ζ, 

το Ζ προσδιορίζεται.
8.	 Αν η παράλληλη από το Α προς 

την Οx τέμνει την Oy στο Δ, 
το Δ προσδιορίζεται (και στις 
τρεις περιπτώσεις).

9.	 Φέρουμε τα αποστήματα των 
χορδών.

10.	Να λάβετε υπόψη σας, ότι το 
άθροισμα δυο αντίστροφων θε-
τικών αριθμών είναι μεγαλύτε-
ρο ή ίσο του δύο.

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8            
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΓ ≈ ΔΕΓ.
2.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΓ ≈ ΑΔΕ.
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3.	 Το τρίγωνο που προκύπτει εί-
ναι όμοιο με το αρχικό (πλευ-
ρές ανάλογες).

4.	 Παρατηρήστε ότι σχηματίζονται 
δύο όμοια ορθογώνια τρίγωνα.

5.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΔ ≈ΑΔΓ 
και ΑΒΔ ≈ΑΒΓ.

6.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΔ ≈ ΑΕΓ.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Παρατηρήστε ότι σχηματίζο-

νται δύο όμοια ορθογώνια τρί-
γωνα.

2.	 Αποδείξτε ότι έχουν ίσες γωνί-
ες και ανάλογες πλευρές.

3.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΑ1 ≈ ΑΒΑ2.
4.	 Παρατηρήστε ότι ΗΑΕ ≈ ΗΒΔ 

και ΗΒΖ ≈ ΗΕΓ.
5.	 Παρατηρήστε ότι ΜΔΖ ≈ ΜΔʹΖʹ.
6.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΔ ≈ ΔΑΓ.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Φέρτε παράλληλες ώστε να δη-

μιουργηθούν δύο παραλληλό-
γραμμα και δύο τρίγωνα.

2.	 Παρατηρήστε ότι σχηματίζεται 
εγγράψιμο τετράπλευρο.

3.	 Εφαρμόστε θεώρημα διχο-
τόμων και παρατηρήστε ότι  
ΑΒΔ ≈ ΑΔΓ.

4.	 Αποδείξτε ότι ΑΔΒ ≈ ΑΔΓ.
5.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΔ ≈ ΑΕΓ 

και ABE ≈ ΒΔΕ.
Γενικές Ασκήσεις
1.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΤ ≈ ΑΓΤ.
2.	 Παρατηρήστε ότι ΑΒΔ ≈ ΑΒΕ, 

ΑΔΓ ≈ ΑΕΓ.
3.	 Παρατηρήστε ότι ΒΔΕ≈ΓΔΖ, 

ΑΒΕ ≈ ΑΓΖ.
4.	 Χρησιμοποιήστε το θεώρημα 

Θαλή στις παραλληλίες που 
προκύπτουν από τα κάθετα 
τμήματα.

5.	 i) Χρησιμοποιήστε την Εφαρ-
μογή 4. 

	 ii) Θεωρήστε το αντιδιαμετρι-
κό σημείο του Μ. 

	 iii) Χρησιμοποιήστε τα i), ii).
6.	 Θεωρήστε σημείο Ε της ΑΓ, 

ώστε: ΕΔ̂Γ = ΑΔ̂Β.

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9            

§9.1 - 9.2
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Εφαρμόστε το Πυθαγόρειο θε-

ώρημα.
2.	 Παρατηρήστε ότι Γ̂ = 30°.
3.	 Να συγκρίνετε τα ΑΔ και ΓΔ.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Εφαρμόστε το Πυθαγόρειο θε-

ώρημα.
2.	 Παρατηρήστε ότι ΑΓΒ = 

ΑΔΒ = 1⌊. ΑΓ̂Β = ΑΔ̂Β = 1⌊.
3.	 Σχηματίστε τη ΒΔ και εργα-

σθείτε στα τρίγωνα ΕΒΔ και 
ΕΓΔ.

4.	 i) Χρησιμοποιήστε το Πυθαγό-
ρειο στα ΑΒΔ και ΑʹΒʹΔʹ.

5.	 Εφαρμόστε το Πυθαγόρειο Θε-
ώρημα και παρατηρήστε ότι 
β = γ.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Εργαστείτε στα τρίγωνα ΔΑΒ 

και ΔΑΓ.
2.	 i) Θεωρήστε ΛΔ⊥ΚΒ
	 ii) Χρησιμοποιήστε το i).
3.	 Αποδείξτε ότι το ΑΒΚΔ είναι 

ορθογώνιο. ii) Εφαρμόστε το 
Πυθαγόρειο.

4.	 Χρησιμοποιήστε ότι μα = 
α
2  .

5.	 Θεωρήστε τις προβολές των Γ 
και Δ στην ΑΒ.

6.	 Παρατηρήστε ότι ΔΑΒ ≈ ΑΒΓ 
και ΔΑΓ ≈ ΑΒΓ.

§9.4
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Εξετάστε ποια είναι η μεγαλύ-

τερη γωνία.
2.	 Χρησιμοποιήστε την Εφαρμο-

γή 1.
3.	 Εφαρμόστε το θεώρημα οξείας 

γωνίας ή το νόμο των συνημι-
τόνων.

4.	 Παρατηρήστε ότι Â = 60°.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Εφαρμόστε γενικευμένο Πυθα-

γόρειο ως προς τη B̂.
	 (Παρατηρήστε ότι B̂ > 90°).
2.	 Εργασθείτε στα τρίγωνα ΑΓΔ 

και ΒΔΓ για τις Γ̂, Δ̂.
3.	 Εφαρμόστε το θεώρημα οξείας 

γωνίας για τις B̂, Γ̂.
4.	 Εφαρμογή του γενικευμένου 

Πυθαγορείου.
5.	 Φέρτε κάθετες από τα Δ και Ε 

στη ΒΓ.
6.	 Χρησιμοποιήστε την τριγωνική 

ανισότητα και υψώστε στο τε-
τράγωνο.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Χρησιμοποιήστε ότι Â = 30°.
2.	 Εργασθείτε στα τρίγωνα ΑΜΓ 

και ΒΜΔ.
3.	 Χρησιμοποιήστε Πυθαγόρειο.

§9.5
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Χρησιμοποιήστε 1ο και 2ο θε-

ώρημα Διαμέσων.
2.	 Χρησιμοποιήστε το 1ο θεώρη-

μα Διαμέσων.
3.	 Χρησιμοποιήστε το 1ο θεώρη-

μα Διαμέσων.
4.	 Χρησιμοποιήστε τους τύπους 

των Διαμέσων.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Χρησιμοποιήστε γενικευμένο 

Πυθαγόρειο Θεώρημα και το 
1ο θεώρημα Διαμέσων.

2.	 Χρησιμοποιήστε το 2° θεώρη-
μα Διαμέσων.

3.	 i) Χρησιμοποιήστε την τομή 
των διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ .

	 ii) Χρησιμοποιήστε το i).
4.	 Χρησιμοποιήστε διαδοχικά το 

1ο θεώρημα Διαμέσων.
5.	 Φέρτε τη διάμεσο AM.
6.	 Χρησιμοποιήστε το 1ο θεώρη-

μα Διαμέσων.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Φέρτε κατάλληλες παράλληλες 

από το μέσο μιας πλευράς.
2.	 Εργασθείτε με το μέσο του ΜΝ.
3.	 Εφαρμόστε το 1ο θεώρημα 
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Διαμέσων στα τρίγωνα ΜΑΒ 
και ΜΓΔ.

4.	 Εφαρμόστε το 1ο θεώρημα Δια
μέσων στα τρίγωνα ΜΑΓ και 
ΜΒΔ.

5.	 Εφαρμόστε το 1ο θεώρημα Δια
μέσων στα τρίγωνα ΡΑΓ και 
ΓΑΔ.

§9.7
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Υπολογίστε το γινόμενο ΑΒ∙ΑΓ.
2.	 Παρατηρήστε ότι

	 ΜΕ = 
ΒΔ
2 , ΝΕ = 

ΔΓ
2  .

3.	 Εφαρμόστε το θεώρημα Τε-
μνουσών.

4.	 Εφαρμόστε το θεώρημα Τε-
μνουσών.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 i) Πυθαγόρειο Θεώρημα 
	 ii) Θεώρημα Τεμνουσών.
2.	 Θεώρημα διχοτόμου και τέ-

μνουσας - εφαπτομένης.
3.	 i) Θεώρημα Τεμνουσών, 
	 ii) Εφαρμόστε το 1ο θεώρημα 

Διαμέσων.
4.	 Παρατηρήστε ότι το ΓΝΗΜ εί-

ναι εγγράψιμο. όπου Η το ση-
μείο τομής των ΑΒ και ΟΜ.

5.	 Παρατηρήστε ότι ΒΔΜΗ εγ-
γράψιμο.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Παρατηρήστε ότι ΔΕΓ ≈ ΑΕΓ.
2.	 Χρησιμοποιήστε το θεώρημα 

Διαμέσων και υπολογίστε τη μα.
3.	 Χρησιμοποιήστε το θεώρημα 

Διαμέσων.
4.	 Εφαρμόστε το θεώρημα Τε-

μνουσών για τις ΒΕΑ και ΓΖΑ.
Γενικές Ασκήσεις
1.	 i) Εφαρμόστε το Πυθαγόρειο 

ii) Με απαγωγή σε άτοπο.
2.	 Εφαρμόστε το θεώρημα Τε-

μνουσών και όμοια τρίγωνα.
3.	 Υπολογίστε όλους τους όρους 

ως συνάρτηση των πλευρών 
του τριγώνου.

4.	 Θεωρήστε το ύψος και εφαρ-
μόστε το θεώρημα οξείας και 
αμβλείας γωνίας.

5.	 i) ΘΜ=α/2, όπου Θ βαρύκε-
ντρο, ii) αν ΒΚ ύψος το ΔΗΚΓ 
είναι εγγράψιμο.

6.	 Εφαρμόστε το γενικευμένο Πυ-
θαγόρειο θεώρημα και το θεώ-
ρημα Διαμέσων.

7.	 Εφαρμόστε το 1ο θεώρημα 
Διαμέσων.

	 (ΑΒ2 + ΑΓ2 = 4R2 = σταθερό).
8.	 Αποδείξτε ότι ισχύει το Πυθα-

γόρειο στο τρίγωνο ΕΔΗ.

ΚEΦAΛAΙΟ 10              

§10.1 - 10.3
Ασκήσεις Eμπέδωσης

1.	 (ΑΒΓΔ) = 16 τ.μ., (ΔΑΖ) = ( )∆ΑΖ = 4 3 .
	 Αν ZI⊥AB τότε ΖΙ = 2 οπό-

τε (ΑΒΖ) = 4τ.μ. = (ΔΓΖ) και  
( )ΒΖΓ = −8 4 3 .

2.	 Εφαρμόστε τον τύπο 

	 Ε = 
1
2  α ∙ υα . Σωστό το Γ.

3.	 α) υβ = 3 3  μ.μ.

	 β) ( )ΑΒΓ =12 3  τ.μ.
	 γ) Βρίσκουμε πρώτα το ΒΓ.
4.	 Αν α, β οι διαστάσεις του ορ-

θογωνίου, έχουμε: α + β = 7 
και α2 + β2 = 25 και προκύπτει 
Ε = 12τ.μ.

5.	 α) (ΑΒΓΔ) = 50τ.μ.
	 β) (ΑΕΖΒ) = (ΕΖΓΔ) = 25τ.μ.
6.	 Φέρουμε ΔΗ⊥ΒΓ και βρί-

σκουμε ότι ΔΓ=13, οπότε το 
εμβαδόν της λωρίδας είναι 
3 ∙ 13 = 39 τ.μ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Φέρουμε ΑΗ, ΔΖ⊥ΒΓ και εφαρ-

μόζουμε τον τύπο Ε = 
1
2  α ∙ υα.

2.	 i) Εφαρμογή 3 §10.3.

	 ii) Είναι (ΑΒΔ) = 
1
2  (ΑΒΓ) = 

(ΒΕΓ) και (ΑΔΓ) = (ΒΕΓ).
3.	 i) Εφαρμόστε την εφ. 3 §10.3 

στα τρίγωνα ΑΒ
Δ

Γ και ΣΒ
Δ

Γ.
	 ii) Χρησιμοποιήστε το i). Για 

το υπόλοιπο χρησιμοποιήστε 
πάλι το i) για Σ = Θ.

4.	 Φέρουμε από το Μ παράλληλο 
προς τη ΔΓ.

5.	 Επίσης από το Μ φέρουμε πα-
ράλληλο προς τη ΔΓ.

6.	 i) Φέρουμε EH⊥AΘ και εφαρ-
μόζουμε θεώρημα οξείας γωνί-
ας στο τρίγωνο ΑΕΘ και βρί-
σκουμε ΕΘ = 3

	 ii) Διαπιστώνουμε ότι 
	 ΕΘ2 + ΑΕ2 = ΑΘ2

	 iii) ( )ΑΒΓ =
3
2

 τ.μ. = (ΕΑΘ) 

οπότε ( )ΒΓΖΘΕ∆ = +5 3 .
7.	 Φέρουμε ΒΜ, ΔΛ⊥ΑΓ και εί-

ναι (ΑΒΓΔ) = (ΑΒΓ) + (ΑΓΔ).
8.	 58m και 76m.
Σύνθετα Θέματα
1.	 i) ΘΙ, ΑΔ διάμεσοι στα ΙΘ

Δ
Δ, 

ΑΘ
Δ

Γ αντίστοιχα
	 ii) (ΙΘΔ) = 2(ΑΔΓ)
	 iii) Χρησιμοποιήστε το ii).
2.	 Διαδοχική εφαρμογή της εφαρ. 

3 της §10.3.
3.	 i) Αποδείξτε ότι
	 ΒÂΚ + AB̂K = 90°

	 ii) Από το ΑΒ
Δ

Ζ βρίσκουμε 

πρώτα ΑΖ = 
5α
4  και ακολού-

θως ΑΚ = 
4α
5  . Επίσης βρί-

σκουμε ότι ΑΗ =
α
4
17  και 

ΚΗ = 
13
20 α

	 iii) (ΑΚΗΔ) = 
77
200 α2 τ.μ.

4.	 i) Από το Ο φέρουμε κάθετες 
στις ΑΒ, ΓΔ και εφαρμόζουμε 
τον τύπο Ε = 

1
2  α ∙ υα

	 ii) Από το i) είναι 
	 (ΑΒΓ) – (ΟΑΒ) = (ΟΓΔ).
5.	 Αν δ1, δ2 τα μήκη των διαγωνί-

ων, είναι: α2 = 
1
4  (δ2

1 + δ2
2 ) και 

στη συνέχεια χρησιμοποιήστε 
την x2 + y2 ≥ 2xy, x,y∈ℜ.
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§10.4
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Να βρείτε το εμβαδόν του 

(ΑΒΓ) με τον τύπο του Ήρωνα.
2.	 Φέρουμε ΔΖ||ΑΒ και με τον 

τύπο του Ήρωνα βρίσκουμε 
(ΔΖΓ) = 84 τ.μ. και αν ΔΗ⊥ΒΓ 
είναι ΔΗ = 12 οπότε (ΑΒΓΔ) = 
216 τ.μ.

3.	 ( )ΑΒΓ = 7 3

4.	 i) E = 24   ii) υα = 
24
5

	 iii) Ε = τρ, οπότε ρ = 2.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Χρησιμοποιούμε τους τύπους
	 βγ = α ∙ υα , Ε = 

1
2  α ∙ υα και 

Ε = 
αβγ
4R  .

2.	 i) Από τη δοθείσα με τύπο 
Ήρωνα καταλήγουμε στην 
α2 < β2 + γ2  ii) και iii) όπως το i).

3.	 Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑʹΒʹΓʹ 
έχουν τον ίδιο περιγεγραμμένο 
κύκλο.

4.	 Με Α < 90°, ΑΗ = β συνΑ και 
ΑΖ = γ συνΑ οπότε…..

	 Όμοια για Â > 90°.
5.	 Χρησιμοποιούμε τους τύπους 

Ε = τ ∙ ρ και Ε = 
1
2  α ∙ υα.

Σύνθετα Θέματα

1.	 i) Είναι  
1

(ΟΚΜ) + 
1

(ΟΚN) =

	 = 
(OMN)

(ΟΚΜ)(ΟΚΝ)
	 ii) Οι ευθείες ΒΚΒʹ και ΓΚΓʹ 

είναι τέμνουσες των πλευρών 
της Â οπότε από το i)…..

2.	 (ΑΒΓ) = (ΑΒΙα) + (ΑΓΙα) – (ΒΓΙα).
3.	 Παρατηρήστε ότι
	 (ΑΒΓΔ) = (ΑΒΔ) + (ΒΓΔ) και 

εφαρμόστε τον τύπο Ε = 
αβγ
4R  .

§10.5

1.	 Εφαρμογή του τύπου 
Ε
Εʹ  = 

υα

υαʹ
 

οπότε (ΑʹΒʹΓʹ) = 20 τ.μ.
2.	 (ΒΜΓ) = 5τ.μ.
3.	 Θεώρημα III της §10.5. Είναι 

(ΑΔΖ) = 10τ.μ.

4.	 Θεώρημα I της §10.5 και είναι 
(ΒΕΖΓ) = 48τ.μ.

5.	 Εφαρμογή του θεωρήματος III 
§10.5.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 i) Τα τρίγωνα ΡΒ

Δ
Γ και ΑΒ

Δ
Γ 

έχουν κοινή βάση ΒΓ.
	 ii) Εφαρμόζουμε το i).

	 iii) 
ΡΑ
ΑΔ = 

ΑΔ – ΡΔ
ΑΔ  = 1 – 

ΡΔ
ΑΔ

2.	 Θεώρημα III της §10.5.
3.	 Αποδείξτε πρώτα ότι
	 ΑÔΓ + ΔÔΒ = 2 ⌊.
4.	 Γράψτε την αποδεικτέα σε 

μορφή αναλογίας.
5.	 Είναι ΜÂΖ + ΒÂΔ = 2 ⌊ άρα 

θεώρημα III §10.5.
6.	 Θεώρημα I §10.5.
Σύνθετα Θέματα
1.	 ΑÔΒ + ΑÔΔ = 2 ⌊ οπότε θεώ-

ρημα III §10.5.
	 i) Είναι (ΑΒΓ) = (ΒΔΓ)
	 ii) Απλό
	 iii) E = 2E1 + E2 + E4 ,
	 x y xy+ ≥ 2 ,    x,y ≥ 0.

2.	 i) Απλό      ii) 
Ε1

Ε  = 









ΔΕ
ΒΓ











2

.

3.	 i) (ΔΕΖ) = (ΑΒΓ) – (ΑΖΕ) – 
(ΒΖΔ) – (ΔΓΕ)

	 ii) x y xy+ ≥ 2 ,  x,y ≥ 0.
4.	 Αν KM και ΛΝ οι ζητούμενες 

ευθείες τα τρίγωνα ΑΚΜ και 
ΑΒΓ έχουν κοινή γωνία Α. Το 
ίδιο για τα τρίγωνα ΑΛΝ και 
ΑΒΓ.

§10.6
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Η πλευρά x του τετραγώνου 

ικανοποιεί την x2 = αβ.
2.	 Αν x η πλευρά του ζητούμενου 

τετραγώνου τότε x2 = α2 + β2.
3.	 Πρόβλημα 1 §10.6.
4.	 Πρόβλημα 1 §10.6.
Γενικές Ασκήσεις
1.	 i) Τα τρίγωνα έχουν ίσα ύψη 

και την ίδια βάση 
	 iii) Εφαρμογή 3 §10.1.

2.	 i) Σύγκριση εμβαδών,

	 ii) Αρκεί 
λ

λ2 + 4  ≤ 1
4 .

3.	 Βρείτε με δύο τρόπους το λόγο 
(ΑΒΔ)
(ΑΓΔ) .

4.	 i) Θεώρημα III §10.5 ii) τα τρί-
γωνα ΒΔΕ και ΔΕΓ έχουν το 
ίδιο ύψος από την κορυφή Ε, 
iii) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΓ 
έχουν κοινή τη γωνία Γ.

5.	 i) Απλό, ii) Τα τρίγωνα ΑΒΓ 
και ΔΕΓ έχουν τη γωνία Γ κοι-
νή, iii) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και 
ΔΕΓ είναι όμοια.

6.	  i) Απλό, ii) ΜΚ διάμεσος στο 
ΑΜ

Δ
Δ και ΜΛ διάμεσος στο 

ΒΜ
Δ

Γ.
7.	 i) Αν d = 

γ
ν  εκφράστε ως συ-

νάρτηση του d τα εμβαδά του 
τριγώνου και των τραπεζίων 
που σχηματίζονται.

	 ii) Το εμβαδόν του τριγώνου 
και των τραπεζίων δίνουν το 
εμβαδόν του (ΑΒΓ).

8.	  Είναι (ΑΒΜΖΗΔ) = (ΑΒΓΔ) +
	  + (ΔΕΖΗ) – (ΔΕΜΓ) = 54.
9.	 Είναι ΑΓ2 – ΑΒ2 = 17 οπότε 

ΑΓ = 9 και ΑΒ = 8, ΑΒ2 = 64, 
ΑΔ2 = 100.

10.	Τα τρίγωνα ΑΔΕ, ΑΖΗ και 
ΑΒΓ είναι όμοια μεταξύ τους 
και γράφουμε το ημικύκλιο 
διαμέτρου ΑΓ.

11.	i) Όπως άσκηση 1 (αποδεικτι-
κές) §10.5, ii) προκύπτει από 
το i).

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11         

§11.1 - 11.2
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Είναι:
	 φ5 = 108°, φ6 = 120°, 
	 φ10 = 144° και φ12 = 150°, 
	 ω5 = 72° , ω6 = 60°, ω10 = 36° 

και ω12 = 30°.
2.	 Σωστή η δ.
3.	 §11.1.
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4.	 Λύστε τις εξισώσεις.
5.	 Λύστε την ανίσωση φν < 90° 

ως προς ν.
6.	 Θεώρημα I §11.2.
7.	 i) A͡E = Δ͡Γ
	 ii) ΖÂΕ = ΖÂΓ + ΓÂΕ = 90°
	 iii) Αξιοποιήστε το i)
	 iv) Ξεκινήστε με την ομοιό-

τητα των τριγώνων ΑΒΓ και 
ΒΗΓ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Είναι φλ + φμ + φν = 360°.
2.	 Αποδείξτε ότι έχει πλευρές και 

γωνίες ίσες.
3.	 Εφαρμόστε το 2° θεώρημα δια

μέσων στο ΑB̂Γ.
4.	 Αν ΑΒ = λν και Μ το μέσο του 

A͡Β το ΟAMΒ έχει κάθετες 
διαγωνίους.

5.	 Τα πολύγωνα είναι όμοια.
6.	 Τα πολύγωνα είναι όμοια.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Βρείτε για ποια ν υπάρχει θε-

τικός ακέραιος κ τέτοιος ώστε 
κφν = 360°.

2.	 Αν Α1Α2...Αν το κανονικό ν-γω-
νο είναι:.

	 (ΣΑ1Α2) + (ΣΑ2Α3) +...+ (ΣΑνΑ1) 
= (Α1Α2 ... Αν).

3.	 Συγκρίνετε τα τρίγωνα ΑΓΜ 
και ΑΓΔ.

§11.3
Ασκήσεις Eμπέδωσης

1.	 Ε3
23 3

4
= R ,   Ε4 = 2R2

 ,

	 Ε6
23 3

2
= R .

2.	 Είναι λv = R,  E cmν =150 3 2  
(ν = 6).

3.	 Είναι αν = 4 2,  ν = 4
	 Ε4 = 128cm2.
4.	 ΑΒ = λ6 = R,   ΒΓ = λ4 = Rαν = 4 2, 

κτλ. ( ) ( )ΑΒΓ∆ = +
R2

2
2 3 .

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Το άθροισμα των γωνιών είναι 

(2ν-4) ορθές, οπότε ν = 6, R = 2.

2.	 Το ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές τρα-
πέζιο και ΑΒ = λ6, ΔΓ = λ3, 
ΑΓ = ΒΔ = λ4.

3.	 Εφαρμογή 3 §11.3. Είναι:

	 λ12 2 3= −R  και

	 α12
1
2

2 3= +R .

4.	 Αν ΑΒ  =  λ6 και Γ το μέσο 
του A͡Β είναι ΑΓ = λ12 και το 
ΟΑΓΒ έχει κάθετες διαγωνί-
ους.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Εφαρμόστε το 1ο θεώρημα Δι-

αμέσων.
2.	 Υπολογίστε το γινόμενο
	 ΑΒ ∙ ΑΓ.
3.	 Παρατηρήστε ότι ΑΓ = 2R.

§11.4
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Εφαρμόστε τον τύπο του μή-

κους κύκλου.

2.	 L cm=10 3 .
3.	 l = π cm.
4.	 Απλή.
5.	 ΑΒ = λ4 και ΒΓ = λ3.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αν Κ το κέντρο του κύ-

κλου (Κ) παρατηρήστε ότι: 
ΑK̂Δ = 2ΑÔΓ.

2.	 Σχέσεις ακτίνων και διακέ-
ντρου.

3.	 Χρησιμοποιούμε τους τύπους

	 E = τρ,  Ε = 
αβγ
4R  και τον τύπο 

του Ήρωνα.
Σύνθετα Θέματα
1.	 Αν Κ, Λ τα μέσα των OA, OB 

αντίστοιχα και (Μ, x) ο κύκλος 
που εφάπτεται στα τρία ημικύ-
κλια είναι: OM = R – x,

	 OK = 
R
2 , KM = 

R
2  + x και το 

ΟΚΜ είναι ορθογώνιο οπότε 
x = 

R
3  .

2.	 Παρόμοια με την 1. Η ακτίνα 
του κύκλου (Κ) είναι 

R
4 .

3.	 6 2 61 6, + + π .

§11.6 - 11.8
Ασκήσεις Eμπέδωσης

1.	 Ε = π 
R2

4  .

2.	 R = 12        Ε=144π cm2.

3.	 lB͡Γ =  
πα60
180  = 

πα
3  ,

	 Ε = −
1
2

3 2( )π α .

4.	 Παρόμοια με την εφαρμογή 1 
§11.7.

5.	 Η περίμετρος είναι πR και το 

εμβαδόν R
2

2
2 3( )− π .

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Είναι ΟB̂Γ = 30°, lA͡Γ = 
πR
3 .

	 Περίμετρος = + +R( )1 3
3
π

	 Εμβαδόν = −
R2

6
3 3( )π .

2.	 Αρκεί να βρούμε το εμβαδόν 
ενός από τα μη γραμμοσκια-
σμένα μικτόγραμμα τρίγωνα. 
Το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

	 Ε = + −
α

π
2

6
6 3 3( ) .

3.	 Αν Α, Β είναι τα κοινά σημεία 
των κύκλων (Κ, R) και (Λ, R) 
με δ = R 2  αποδείξτε πρώτα 
ότι το ΑΚΒΛ είναι τετράγωνο.

4.	 Ε = 
π
8  (ΑΒ2 – ΑΓ2 – ΓΒ2), 

	 ΑΒ = ΑΓ + ΓΒ.
5.	 Αν (Κ, κ) ο εγγεγρ. στον το-

μέα κύκλος τότε: OK = R – κ 
ΚΓ  =  κ, όπου ΚΓ⊥ΟΑ και 
ΑÔΚ = 30°. Είναι κ = 

R
3 .

Σύνθετα Θέματα

1.	 i) Α ΓB  = 180° άρα AΓ = 2R.

	 ii) 
( ) ,ABΓ

Ε
=
3
2π

	 iii) Το κυκλικό τμήμα με 
χορδή την ΑΒ έχει εμβαδόν 
R2

12
2 3 3( )π −  και το κυκλικό 

τμήμα με χορδή τη ΒΓ έχει εμ-

βαδόν R
2

12
4 3 3( ).π −
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2.	 Το ζητούμενο εμβαδόν είναι 
Ε = (π – 1)R2.

3.	 Βρίσκουμε πρώτα ότι
	 ΚÂΛ = 120° (Α κοινό σημείο 

των κύκλων).
4.	 Εφαρμογή 1 §11.7.

Γενικές Ασκήσεις
1.	 ii) Τα πολύγωνα είναι όμοια,

	 iii) L = 
3
2  πR.

2.	 α) Διαφορά εμβαδών δύο κυ-
κλικών τομέων. β) Χρησιμο-
ποιούμε ων = 

360
ν .

3.	 Αποδείξτε ότι το άθροισμα των 
γωνιών των τομέων είναι 4 ορ-
θές.

4.	 Η ακτίνα του κάθε κύκλου είναι 
α
4  και το ζητούμενο εμβαδόν 

	 (4 – π) 
α2

16  .

5.	 ii) ρ = −10 2 2( ).

6.	 Η ακτίνα καθενός από τους 
τέσσερις κύκλους είναι

	 x = −25 3 2 2( ).
7.	 Γωνία δύο τεμνουσών του κύ-

κλου. Βρίσκουμε ωmin = 12°.
8.	 i) AM2 = ΑΓ ∙ ΑΔ και 
	 ΑΣ2 = ΑΓ ∙ ΑΒ
	 ii) Το τεταρτοκύκλιο A͡M, του 

κύκλου με διάμετρο το ΑΔ
	 iii) Το μήκος του διαγραφόμε-

νου τόξου είναι 
1
2  πΑΒ.

9.	 i) ε1 = (ΟA͡Γ) – (ΟΑΓ),
	 ε2 = (ΟA͡Β) – (ΟΑΒ) και η ΟΑ 

είναι διάμεσος του τριγώνου 
ΑΒΓ, ii) Πάρτε και έναν άλ-
λο εγγεγραμμένο κύκλο και 
συγκρίνετε τις ακτίνες τους, 
iii) α) Οι ακτίνες ρ1, ρ2 των μέ-
γιστων εγγεγραμμένων κύκλων 
στα κυκλικά τμήματα χορδών 
ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα είναι:

	 ρ1 = 
1
2  (R – 

γ
2 ),  ρ2 = 

1
2  (R – 

β
2 )

	 β) ρ1 = 
R
4   και  ρ2

2 3
4

=
− R.

10.	i) Απλό 

	 ii) Χρησιμοποιήστε το i), iii) Το 
ΟΒΒʹΟʹ είναι παρ/μο, iv) Προ-
σθέτουμε και αφαιρούμε διαδο-
χικά από τα μέλη της iii) τα εμ-
βαδά του μικτόγραμμου τριγ. 
ΑΒΓ και του κυκλικού τμήμα-
τος χορδής ΓΒʹ αντίστοιχα.

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12          

§12.3
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Η ζητουμένη ευθεία είναι η το-

μή των δύο επιπέδων που ορί-
ζει το σημείο Ο με καθεμία 
από τις ασύμβατες ευθείες.

2.	 Φέρουμε το τυχαίο επίπεδο που 
περιέχει τη μία ευθεία και τέ-
μνει τις άλλες δύο στα σημεία 
Α και Β αντίστοιχα. Η ευθεία 
ΑΒ είναι η ζητούμενη.

3.	 Το επίπεδο (Α, εʹ) τέμνει τον 
κύκλο (Κ) σε δύο, ένα ή κα-
νένα σημείο. Επομένως υπάρ-
χουν δύο, μία ή καμία τέτοια 
ευθεία.

4.	 Τα επίπεδα (Μ,Χ,Χʹ) και 
(Μ,Ψ,Ψʹ) έχουν δύο κοινά ση-
μεία. Το Μ και το Ο. Άρα η 
κοινή ευθεία είναι η ΜΟ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Τέμνουμε το επίπεδο με το επί-

πεδο του κύκλου.
2.	 Χρησιμοποιούμε τις προτά-

σεις: i) δύο επίπεδα τέμνονται 
σε ευθεία αν έχουν ένα κοινό 
σημείο και ii) μία ευθεία που 
έχει δύο σημεία της σε επίπεδο 
τότε ανήκει σ’ αυτό.

3.	 Με απαγωγή σε άτοπο.
4.	 Η ζητούμενη ευθεία ορίζεται 

από τα σημεία τομής των ε3 και 
ε4 με το επίπεδο (ε1, ε2).

5.	 Αν οι ευθείες τομής του ενός 
με τα δύο άλλα τέμνονται, τό-
τε αυτό είναι κοινό σημείο και 
των τριών επιπέδων. Αν είναι 
παράλληλες, τότε και η τρίτη 
είναι παράλληλη σε αυτές.

§12.4
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Από το Ο φέρουμε τις παράλ-

ληλες των ασύμβατων και αυτές 
ορίζουν το ζητούμενο επίπεδο.

2.	 Τέμνουμε την ευθεία ξ με το 
επίπεδο το παράλληλο στο π 
που περνάει από το Α και ενώ-
νουμε αυτό το σημείο με το Α.

3.	 Φέρουμε επίπεδο παράλληλο 
στο π που τέμνει τις ασύμβα-
τες σε δύο σημεία. Αυτά ορί-
ζουν μία από τις ευθείες που 
ικανοποιούν το πρόβλημα.

4.	 Τότε η ευθεία είναι παράλληλη 
και στα δύο επίπεδα, διότι είναι 
παράλληλη μια ευθεία του κα-
θενός.

5.	 Αποδεικνύεται με απαγωγή σε 
άτοπο ότι η κοινή ευθεία δεν 
μπορεί να τέμνει τις ε και εʹ.

6.	 Φέρουμε τυχαίο επίπεδο από 
την ξ που τέμνει το π και χρη-
σιμοποιούμε τον ορισμό της 
παραλληλίας ευθείας και επι-
πέδου.

7.	 Φέρουμε από το Ο ευθεία πα-
ράλληλη στην ε. Κάθε επίπεδο 
που περιέχει αυτήν και όχι την 
ε είναι λύση του προβλήματος.

8.	 Φέρουμε την παράλληλη στην 
κοινή ευθεία των δύο επιπέδων.

9.	 Το ζητούμενο επίπεδο ορίζεται 
από δύο ευθείες παράλληλες 
στις δοσμένες, που διέρχονται 
από το Ο. Αν οι δοσμένες είναι 
παράλληλες, βρίσκουμε δύο 
τεμνόμενες ευθείες του επιπέ-
δου τους και αναγόμαστε στην 
πρώτη περίπτωση.

10.	Κατασκευάζουμε τα επίπε-
δα (ε1, ξ1) και (ε2, ξ2), όπου ξ1, 
ξ2//ε τέμνουσες των ε1 και ε2 
αντίστοιχα.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Αποδεικνύουμε ότι δύο απένα-

ντι πλευρές του σχηματιζόμε-
νου τετραπλεύρου είναι παράλ-
ληλες και ίσες.
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2.	 Τα επίπεδα αυτά περνάνε από 
δύο παράλληλες ευθείες, άρα η 
τομή είναι παράλληλη σ’ αυτές.

3.	 Καθιστούμε τα τμήματα αυτά 
διαγωνίους παραλληλογράμμου 
και προκύπτει το ζητούμενο.

4.	 Γίνεται χρήση του ορθού του 
θεωρήματος του Θαλή.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Ανά δύο οι παράλληλες πλευ-

ρές των τριγώνων ορίζουν τρία 
επίπεδα που είτε θα τέμνονται 
σε ένα σημείο ή θα τέμνονται 
ανά δύο σε τρεις ευθείες πα-
ράλληλες.

2.	 Τα σημεία Α1, Β1 και Γ1 είναι 
σημεία της κοινής ευθείας των 
δύο επιπέδων των τριγώνων. 
Ανά δύο οι πλευρές των τριγώ-
νων ορίζουν τρία επίπεδα που 
περνάνε από το ίδιο σημείο ή 
τέμνονται ανά δύο σε τρεις ευ-
θείες παράλληλες (προηγούμε-
νη άσκηση).

3.	 Είναι ευθεία παράλληλη στην ε.

§12.5
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Υπάρχει ευθεία του π παράλ-

ληλη στην ε.
2.	 Εφαρμογή του θεωρήματος 

των τριών καθέτων.
3.	 Το ζητούμενο επίπεδο είναι αυ-

τό που ορίζεται από μία ευθεία 
και την κοινή κάθετό τους.

4.	 Είναι η ευθεία η παράλληλη σε 
μία κάθετη της ε.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Εφαρμογή του θεωρήματος 

των τριών καθέτων.
2.	 Εφαρμογή του θεωρήματος 

των τριών καθέτων.
3.	 Εφαρμογή του i) θεωρήματος 

των τριών καθέτων.
	 ii) Τα ΣΓ και ΣΝ είναι τα ύψη 

των ορθογώνιων τριγώνων 
ΣΑΜ και ΣΑΒ, επομένως ισχύ-
ουν οι σχέσεις αυτές.

	 iii) Από τις προηγούμενες σχέ-

σεις και επειδή έχουν μία κοι-
νή γωνία, είναι όμοια.

	 iv) Από τα όμοια τρίγωνα, επει-
δή το ένα είναι ορθογώνιο θα 
είναι και το άλλο.

	 v) Η ΣΓ είναι κάθετη στην ΓΝ 
και ορθογώνια στην ΑΓ.

	 vi) Εφαρμογή του θεωρήματος 
των τριών καθέτων ii).

	 vii) Είναι κύκλος διαμέτρου ΑΓ 
στο επίπεδο που περνάει από το 
Γ και είναι κάθετο στην ΣΓ.

§12.6

Ασκήσεις Eμπέδωσης

1.	 Είναι η τομή του μεσοκάθετου 
επιπέδου στο τμήμα που ορί-
ζουν τα δύο σημεία με το δο-
σμένο επίπεδο.

2.	 Είναι η τομή του μεσοκάθετου 
επιπέδου στο ΑΒ με την ευ-
θεία.

3.	 Η ζητούμενη κάθετη είναι η 
ευθεία του π που είναι κάθετη 
στην προβολή της ε στο π.

4.	 O γ.τ. είναι κύκλος σε επίπε-
δο κάθετο στην ε, με διάμετρο 
ΑΒ, όπου Β η προβολή του Α 
στην ε.

5.	 Ο γ.τ. είναι κύκλος του π με 
διάμετρο ΟΟʹ, όπου Οʹ η προ-
βολή του O στο π.

6.	 O γ.τ. είναι η ευθεία η κάθετη 
στην ε από το Οʹ, την προβολή 
του Ο στο π.

7.	 Ο γ.τ. είναι η κάθετη ευθεία 
στο επίπεδο του τριγώνου, που 
περνάει από το περίκεντρο.

8.	 Ο γ.τ. είναι το κοινό σημείο 
των μεσοκάθετων επιπέδων στα 
τμήματα που ορίζουν τα τέσσε-
ρα δοσμένα σημεία ανά δύο.

9.	 O γ.τ. είναι τα επίπεδα τα πα-
ράλληλα στο π, σε απόσταση λ, 
κείμενα εκατέρωθεν του π.

10.	Είναι το επίπεδο το παράλληλο 
στο (Α, Β, Γ), που περνάει από 
το Μ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Ο γ.τ. είναι το επίπεδο το πα-

ράλληλο στις δύο ασύμβατες, 
που διαιρεί την απόσταση των 
ασύμβατων σε λόγο λ.

2.	 Χρησιμοποιούμε την προηγού-
μενη άσκηση. Η ζητούμενη ευ-
θεία ε3 ορίζεται ως η τέμνουσα 
των δύο ασύμβατων ε1 και ε2 
που περνάει από το σημείο το-
μής της ε3 με το επίπεδο το πα-
ράλληλο στις ε1 και ε2 το οποίο 
χωρίζει την απόστασή τους σε 
λόγο λ.

3.	 Το ζητούμενο σημείο είναι το 
σημείο τομής των δύο κύκλων 
(Αʹ, ρ) και (Βʹ, ρʹ), όπου Αʹ και 
Βʹ οι προβολές των Α και Β στο 
π και

	 ρ µ= − ′2 2ΑΑ  και

	 ′ = − ′ρ ν2 2ΒΒ .
Σύνθετα Θέματα
1.	 Ο γ.τ. είναι κύκλος του π με κέ-

ντρο την προβολή Οʹ του μέ-
σου Ο του ΑΒ και 

	 ακτίνα ρ = − ′ΑΒ
ΟΟ

2
2

4
.

2.	 Προβάλλουμε το Α στο π και 
ενώνουμε την προβολή Αʹ με 
το κέντρο του κύκλου. Τα άκρα 
της διαμέτρου είναι τα ζητού-
μενα σημεία.

3.	 Το επίπεδο ορίζεται από το μέ-
σον Ο του ΑΒ και την ευθεία ε.

4.	 Ο γ.τ. είναι επίπεδο κάθετο 
στην ΑΒ στο σημείο Μʹ για 

το οποίο ισχύει ΟΜʹ = 
Α2

2ΑΒ , 

όπου Ο το μέσον του ΑΒ.
5.	 Θεωρούμε επίπεδο κάθετο 

στην ΓΔ που περιέχει την ΑΒ 
και χρησιμοποιούμε το Πυθα-
γόρειο Θεώρημα.

6.	 Εφαρμογή της άσκησης 5.
7.	 Τα μεσοκάθετα επίπεδα στα 

ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ τέμνονται σε ένα 
σημείο Ο που ανήκει και στα 
μεσοκάθετα επίπεδα των υπο-
λοίπων.
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8.	 Το σταθερό σημείο είναι το ση-
μείο τομής του π με την ευθεία 
ξ που είναι κάθετη στο επίπεδο 
(Ο, ε) στο Ο.

§12.7
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Κάθε επίπεδο που περιέχει την 

κάθετη ΟΟʹ στο επίπεδο π ικα-
νοποιεί το πρόβλημα.

2.	 Οι έδρες σ και π περιέχουν την 
ακμή ε που είναι κάθετη στο π.

3.	 Γίνεται χρήση των γ.τ. i) του 
μεσοκάθετου επιπέδου στο 
τμήμα ΒΓ και ii) κύκλου με 
κέντρο το μέσο Μ του ΒΓ και 
ακτίνα το μισό του ΒΓ.

4.	 Φέρουμε από το Ο ευθεία πα-
ράλληλη στην ε και ευθεία κά-
θετη στο σ. Αυτές οι δύο ευθεί-
ες ορίζουν το επίπεδο π.

5.	 Από τυχαίο σημείο της ε φέ-
ρουμε ευθεία κάθετη στο π. Η 
ε και η κάθετη ορίζουν το ζη-
τούμενο επίπεδο.

§12.8
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Εάν ε⊥π τότε κάθε επίπεδο 

που περιέχει την π είναι κάθε-
το. Εάν η ε είναι πλάγια στο π, 
τότε το επίπεδο (ε, εʹ) είναι κά-
θετο στο π, όπου εʹ η προβολή 
της ε στο π.

2.	 Εφαρμογή του Θεωρήματος 
του Θαλή στο επίπεδο που 
ορίζει η ευθεία με την προβο-
λή της.

3.	 Εφαρμογή της προηγούμενης 
άσκησης.

4.	 Οι παράλληλες ευθείες και οι 
προβάλλουσες δύο σημεία που 
βρίσκονται ένα στην καθεμία, 
ορίζουν επίπεδα παράλληλα, 
που τεμνόμενα από τρίτο δίνουν 
τομές ευθείες παράλληλες.

5.	 Τα ζεύγη των απέναντι πλευ-
ρών προβάλλονται ως παράλ-
ληλες ευθείες.

6.	 Κατασκευάζουμε στο επίπεδο 

της προβολής τρίγωνο ΑΒ0Γ 
ίσο με το ΑΒΓ και συγκρίνου-
με αυτό με την προβολή ΑΒʹΓ, 
όπου Β η ορθή γωνία και Α, Γ 
οι τομείς των πλευρών της με 
το επίπεδο.

7.	 Απλή εφαρμογή του Πυθαγό-
ρειου θεωρήματος.

8.	 Από τον ορισμό του συνημιτό-
νου γωνίας έχουμε:

	 i) AB =
3
2

      ii) AB =
2
2

    

	 iii) AB = 
1
2.

9.	 Φέρουμε την κάθετη στο επί-
πεδο π στο Α, η οποία μαζί με 
την ε ορίζουν επίπεδο, πάνω 
στο οποίο κατασκευάζουμε ευ-
θεία που σχηματίζει γωνία 60ο 
με την ε.

10.	Εφαρμόζουμε το θεώρημα του 
Θαλή της γεωμετρίας του επι-
πέδου.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Συγκρίνουμε τις γωνίες που 

σχηματίζουν η κάθετη και η 
πλάγια με τις προβολές τους.

2.	 Παρατηρούμε ότι τα επίπεδα 
αυτά έχουν κοινό το έκκεντρο 
του τριγώνου.

3.	 Το μέσο μιας διαγωνίου με τις 
δύο άλλες κορυφές συνιστούν 
ισοσκελές τρίγωνο, άρα η διά-
μεσος είναι και ύψος. Το ίδιο 
και για το μέσο της άλλης δια
γωνίου και προκύπτει το ζη-
τούμενο.

4.	 Αν Γʹ η προβολή του Γ στο 
ζητούμενο επίπεδο και ΓΔ το 
ύψος του τριγώνου ΑΒΓ, τό-
τε το τρίγωνο ΓΓʹΔ είναι ορθο-
γώνιο στο Γʹ και έχει δύο γνω-
στές πλευρές την ΓΔ και την 
ΓʹΔ άρα κατασκευάζεται.

5.	 Από το σημείο τομής Γ του 
τμήματος ΑΒ με το διχοτόμο 
επίπεδο φέρουμε επίπεδο κά-
θετο στην ακμή της διέδρου 
και προβάλλουμε σε αυτό τα 
σημεία Α και Β.

6.	 Αν ΑΔ είναι το ύψος του τριγώ-
νου ΑΒΓ και ΑʹΔ το ύψος του 
ΑʹΒΓ θα έχουμε ότι τα εμβαδά 
των δύο τριγώνων είναι όπως ο 
λόγος των υψών τους. Αλλά τα 
ύψη είναι γνωστά.

Γενικές Ασκήσεις
1.	 Ο γ.τ. είναι τα επίπεδα που δι-

χοτομούν τις δύο παραπληρω-
ματικές δίεδρες γωνίες που 
έχουν τη γωνία των ε και ξ ως 
αντίστοιχη επίπεδη.

2.	 Θεωρούμε την ορθή γωνία των 
ξ και εʹ (όπου εʹ//ε), που προ-
βάλλεται στο άλλο επίπεδο ως 
ορθή. Επειδή η εʹ προβάλλεται 
ως παράλληλη στην ε, η ξ προ-
βάλλεται ως κάθετη σε αυτή.

3.	 Οι ευθείες οι παράλληλες στο 
π που τέμνουν τις ε και ξ έχουν 
προβολές στο π ευθείες που 
περνάνε από το μέσο του τμή-
ματος που ορίζουν τα ίχνη των 
ευθειών ε και ξ. Άρα οι ευθείες 
που συναντούν τις ε και ξ τέ-
μνονται από την κάθετη στο 
επίπεδο π στο σημείο αυτό.

4.	 Προβάλλουμε τα ίχνη της τέ-
μνουσας στις δύο έδρες και 
στην ακμή της δίεδρης και 
σχηματίζονται δύο ζεύγη ίσων 
τριγώνων.

5.	 Προβάλλουμε τα σημεία στις 
έδρες και την ακμή της δίε-
δρης και προκύπτουν δύο τρί-
γωνα ίσα.

6.	 Θεωρούμε ότι οι προβολές δε 
συμπίπτουν και χρησιμοποιώ-
ντας το Θεώρημα των τριών 
καθέτων οδηγούμαστε σε άτο-
πο.

7.	 Τα μέσα των διαγωνίων ΑΓ και 
ΒΔ του στρεβλού τετραπλεύ-
ρου ΑΒΓΔ προβάλλονται στο 
κέντρο του παραλληλογράμμου 
και επομένως αυτά ορίζουν τη 
διεύθυνση των παραλλήλων.

8.	 Εφαρμόζουμε το Θεώρημα του 
Θαλή για τα MMʹ, ΝΝʹ και την 
κοινή κάθετο των ασύμβατων.
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13                    

§13.1 - 4
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Το ύψος είναι κάθετο ενώ η ακ-

μή είναι πλάγια ως προς τα επί-
πεδα της βάσης.

2.	 Οι κάθετες τομές ορθού πρί-
σματος και οι βάσεις είναι πα-
ράλληλα σχήματα.

3.	 Οι ακμές ενός πρίσματος και οι 
προβολές τους στα επίπεδα των 
βάσεων σχηματίζουν ίσα ορθο-
γώνια τρίγωνα.

4.	 Ε = +








α2 3 3

2
, V =

3
4

3α .

5.	 Ε3 3 3
2

= +





ρ

ρ
υ

	 Ε4 4 2= +( )ρ ρ υ

	 Ε6 3 2 3= +( )ρ υ ρ

	  V3
23 3

4
= ρ υ

	 V4 = 2ρ2υ,  V6
23 3

2
= ρ υ .

6.	 Εφαρμόζουμε το Θεώρημα 
του Θαλή για τα επίπεδα των 
εδρών, στα οποία βρίσκονται τα 
άκρα του τμήματος και το με-
σοπαράλληλο επίπεδο σε αυτά.

7.	 Ε = 6α2 και α = 6 μ.
8.	 δ = 4 29 , Ε = 832, V = 1536
9.	 Ε = 6α2 = 3β2 = 2δ2, όπου 
	 α = ακμή, β = διαγώνιος βάσης 

και δ = διαγώνιος κύβου.
10.	Ακμή α = 5, όγκος V = 150.
Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Συμπληρώνουμε το πρίσμα σε 

παραλληλεπίπεδο.
2.	 Εκφράζουμε το εμβαδόν της 

κάθετης τομής ως συνάρτηση 
της ακτίνας του εγγεγραμμένου 
κύκλου και της περιμέτρου.

3.	 Ο όγκος πρίσματος εκφράζεται 
ως γινόμενο μιας κάθετης το-
μής επί την ακμή και το εμβα-
δόν με την περίμετρο της κάθε-

της τομής επί την ακμή.
4.	 Καθιστούμε το ευθύγραμμο τμή-

μα διαγώνιο σε ορθογώνιο πα-
ραλληλεπίπεδο με τρεις ακμές 
δια του Α και τρεις δια του Γʹ.

5.	 Καθιστούμε το τμήμα ΑΓʹ δια
γώνιο σε ορθογώνιο παραλ-
ληλεπίπεδο και προβάλλουμε 
στις τρεις έδρες του που περ-
νάνε από το Α.

6.	 i) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια 
τρίγωνα που έχουν ως πλευρές 
τη διαγώνιο και την ακμή του 
κύβου, ii) Υπολογίζουμε το λό-
γο της υποτείνουσας προς την 
προβολή της ακμής σε αυτήν.

7.	 Τέμνουμε το παραλληλεπίπεδο 
με το διαγώνιο επίπεδο ΒΒʹΔʹΔ 
και ανάγεται σε γνωστό πρό-
βλημα της γεωμετρίας του επι-
πέδου.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Παρατηρούμε ότι οι πλευρές 

του τριγώνου είναι διαγώνιοι 
των εδρών.

2.	 Η τομή του επιπέδου (Αʹ, Β, Δ) 
με τη διαγώνιο είναι το κέντρο 
ισόπλευρου τριγώνου και τα 
ύψη σχηματίζουν τις αντίστοι-
χες των διέδρων.

3.	 Το επίπεδο που περνάει από τα 
σημεία Κ, Λ και Ν τέμνει τις 
ακμές ΓʹΔʹ, ΔʹΑʹ και ΑΑʹ σε 
σημεία που αποδεικνύουμε ότι 
είναι μέσα, οπότε οι πλευρές 
του σχηματιζόμενου εξαγώνου 
είναι ίσες. Επίσης και οι γωνί-
ες είναι ίσες.

4.	 Εφαρμόζουμε γνωστή πρότα-
ση της γεωμετρίας του επιπέ-
δου σύμφωνα με την οποία το 
άθροισμα των τετραγώνων των 
διαγωνίων παραλληλογράμμου 
ισούται με το άθροισμα των τε-
τραγώνων των τεσσάρων πλευ-
ρών του.

§13.5 - 9
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Το ύψος κανονικής πυραμίδας, 

το απόστημα και το μισό της 
πλευράς της βάσης σχηματί-
ζουν ορθογώνιο τρίγωνο. Επί-
σης, το ύψος, το απόστημα της 
βάσης και το απόστημα της πυ-
ραμίδας συνιστούν επίσης ορ-
θογώνιο τρίγωνο.

2.	 Η αντίστοιχη της δίεδρης με 
έδρες τη βάση και μία από τις 
έδρες κανονικής πυραμίδας 
έχει αντίστοιχη τη γωνία που 
σχηματίζουν το απόστημα της 
πυραμίδας και το απόστημα 
της βάσης.

3.	 Εφαρμόζουμε τους τύπους.
4.	 Απλή εφαρμογή των τύπων.
5.	 Επ = 87.561 τ.μ, 
	 V = 2.664.792 κ.μ.

6.	 Ε0
2 7= µ , V =

µ3

6
.

7.	 i) 1
3

,   (ii) 6
4
.

8.	 3 6.

9.	 V =
7 3
16

2α υ

	 V = +
9
4

3
4

2
2

2α α .

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Στηριζόμενοι στο ότι ο όγκος 

μιας πυραμίδας δεν αλλάζει αν 
η κορυφή της πυραμίδας κινη-
θεί σε επίπεδο παράλληλο στη 
βάση της, μετακινούμε μία κο-
ρυφή του τετραέδρου παράλ-
ληλα σε μία απέναντι ακμή 
του τετραέδρου, ώστε να γίνει 
σημείο της απέναντι έδρας του 
παραλληλεπιπέδου.

2.	 Προβάλλουμε δύο κορυφές 
στις απέναντι έδρες και στην 
ακμή που ορίζουν οι άλλες δύο 
κορυφές και σχηματίζονται δύο 
όμοια ορθογώνια τρίγωνα. Από 
τους λόγους των πλευρών τους 
προκύπτει το ζητούμενο.

3.	 Θεωρούμε ως βάση ένα τρίγω-
νο που έχει τη μετακινούμενη 
ακμή ως πλευρά. Το εμβαδόν 
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της βάσης είναι σταθερό διό-
τι έχει σταθερό μήκος βάσης 
και ύψος. Επίσης, το ύψος της 
πυραμίδας δεν αλλάζει διότι η 
απέναντι κορυφή προβάλλεται 
σε σταθερό επίπεδο.

4.	 Θεωρούμε το λόγο του ενός 
τετραέδρου ως προς ένα βοη-
θητικό που έχουν κοινό ύψος, 
και το λόγο του βοηθητικού 
ως προς τον όγκο του δεύτε-
ρου που έχουν επίσης κοινό 
ύψος και πολλαπλασιάζοντας 
τις σχέσεις προκύπτει το ζη-
τούμενο.

5.	 Εφαρμόζουμε την προηγούμε-
νη άσκηση δύο φορές και προ-
κύπτει το ζητούμενο.

6.	 Εφαρμόζουμε την άσκηση 5.
7.	 Υπολογίζουμε το ύψος της βά-

σης και από αυτό το απόστη-
μα. Επειδή η γωνία της ακμής 
και του ύψους της βάσης εί-
ναι πλευρές ορθογώνιου τρι-
γώνου, υπολογίζεται το ύψος 
και από αυτό ο όγκος είναι 

V =
3
12

2α .

Σύνθετα Θέματα
1.	 Αν ΑΒ είναι η κάθετη σε επίπε-

δο, στο σημείο Β, προβάλλου-
με τις κορυφές Δ και Γ στο επί-
πεδο αυτό και προκύπτει ότι ο 
αρχικός όγκος του τετραέδρου 
ισούται με τον όγκο του τετρα-
έδρου που έχει κορυφές τα Α, 
Β και τις προβολές στο επίπε-
δο των δύο άλλων.

2.	 Η κάθετη τομή ενός πρίσματος, 
από σημείο Μ εσωτερικό του 
πρίσματος, περιέχει τις απο-
στάσεις του Μ από τις έδρες 
και σχηματίζεται ισόπλευρο 
τρίγωνο στο οποίο το άθροι-
σμα των αποστάσεων του ση-
μείου Μ από τις πλευρές του 
τριγώνου είναι σταθερό.

3.	 Τα μέσα τριών ακμών που περ-
νάνε από την ίδια κορυφή του 
κύβου, μαζί με την κορυφή 

αυτή σχηματίζουν ένα τετρά-
εδρο, με ακμές βάσης ίσες με 
το μισό της διαγωνίου τετρα-
γώνου πλευράς α. Υπολογίζου-
με το ύψος της βάσης, το εμβα-
δόν της βάσης, το ύψος του τε-
τραέδρου και εν τέλει τον όγκο 
του, το οκταπλάσιο του οποίου 
αφαιρείται από τον όγκο του 
κύβου.

§13.10 - 12
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Απλή εφαρμογή των τύπων.
2.	 Εφαρμόζουμε τους τύπους.
3.	 Εφαρμογή των τύπων.
4.	 Υπολογίζουμε τον όγκο κυλίν-

δρου ενός εκατοστού ύψους, 
που έχει την ίδια βάση.

5.	 Εξισώνουμε το εμβαδόν της 
ολικής επιφάνειας με το εμβα-
δόν του κύκλου ακτίνας 4 και 
υπολογίζουμε την ακτίνα του 
κυλίνδρου.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Από τους τύπους του όγκου και 

του εμβαδού της ολικής επιφά-
νειας απαλείφουμε την ακτίνα ρ.

2.	 Υπολογίζουμε τον όγκο των 
δύο κυλίνδρων που σχηματί-
ζονται. Θέτουμε x την απόστα-
ση του Μ από το Α και διπλα-
σιάζοντας τον όγκο του μικρού 
κυλίνδρου βρίσκουμε τον όγκο 
του μεγάλου.

3.	 Υπολογίζουμε τη διαφορά των 
δύο κυλίνδρων που σχηματί-
ζονται κατά την περιστροφή 
του ορθογωνίου και βρίσκου-
με τον ζητούμενο όγκο. Αθροί-
ζουμε τα εμβαδά, λαμβάνοντας 
υπόψη τόσο τις κυρτές επιφά-
νειες των δύο κυλίνδρων, όσο 
και τους δύο κυκλικούς δακτυ-
λίους που αποτελούν τις βάσεις 
των κυλίνδρων.

§13.13 - 15
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Υπολογίζουμε τη γενέτειρα 

του κώνου από το ύψος και την 
ακτίνα και εφαρμόζουμε τους 
τύπους.

2.	 Απαλείφουμε τη γενέτειρα με-
ταξύ του τύπου της κυρτής 
επιφάνειας και της σχέσης που 
συνδέει την ακτίνα, το ύψος 
και την ακμή και προσδιορί-
ζουμε την ακτίνα του κώνου.

3.	 Από το ορθογώνιο τρίγωνο με 
υποτείνουσα τη γενέτειρα και 
κάθετη πλευρά την ακτίνα βρί-
σκουμε το ύψος του κώνου. 
Μετά, με εφαρμογή των τύ-
πων, υπολογίζουμε τα ζητού-
μενα.

4.	 Από το ορθογώνιο και ισοσκε-
λές τρίγωνο που παράγεται ο 
κώνος προκύπτει το ύψος και 
η γενέτειρα του κώνου. Με αυ-
τά υπολογίζουμε τον όγκο και 
την επιφάνεια.

5.	 Υπολογίζουμε την ακμή λ και 
στη συνέχεια το ύψος υ. Κατό-
πιν αντικαθιστούμε στους τύ-
πους του όγκου και του εμβα-
δού.

6.	 Υπολογίζουμε το λ και μετά το 
λόγο των εμβαδών που είναι 

5.
7.	 Υπολογίζουμε το λόγο των δύο 

επιφανειών αφού υπολογίσου-
με την ακμή από το ύψος και 
την ακτίνα.

8.	 Απλή εφαρμογή των τύπων.

Αποδεικτικές Ασκήσεις

1.	 Χωρίζουμε τον κώνο με επίπε-
δο παράλληλο στη βάση. Τότε, 
ο μικρός κώνος που αποτέμνε-
ται είναι το μισό του αρχικού.

2.	 Ο όγκος που παράγεται κατά 
την περιστροφή του τριγώνου 
ΑΒΓ ισούται με τον όγκο του 
AMΚ μείον ογκ(ΓΛΚ) μείον 
όγκ.(ΒΓΜΠ).

3.	 Αν φέρουμε δύο επίπεδα πα-
ράλληλα στη βάση που να χω-
ρίζουν την κυρτή επιφάνεια 
του κώνου σε τρία ίσα μέρη, ο 
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μικρός κώνος που δημιουργεί-
ται θα είναι το 

1
3 του αρχικού. 

Επίσης ο μικρός κώνος μαζί με 
το μεσαίο κόλουρο κώνο απο-
τελούν τα 

2
3 του αρχικού κώ-

νου.
4.	 Απλή εφαρμογή του τύπου.
5.	 Χρησιμοποιούμε την ομοιότη-

τα των δύο τριγώνων.
6.	 Χρησιμοποιούμε τους τύπους 

του κώνου.

§13.16 - 18
Ασκήσεις Eμπέδωσης
1.	 Η ακτίνα της σφαίρας, η ακτίνα 

του κύκλου τομής και η από-
σταση του επιπέδου από το κέ-
ντρο συνιστούν ορθογώνιο τρί-
γωνο.

2.	 Από το εμβαδόν της τομής 
υπολογίζουμε την ακτίνα της 
τομής και στη συνέχεια υπο-
λογίζουμε την απόσταση δ του 
επιπέδου από το κέντρο.

3.	 Υπολογίζουμε την ακτίνα του 
κύκλου της τομής και μετά βρί-
σκουμε το εμβαδόν της.

4.	 Η ζητούμενη ακτίνα είναι ύψος 
ορθογώνιου τριγώνου που ορί-
ζεται από το κέντρο της σφαί-
ρας, το φωτεινό σημείο και ένα 
σημείο του κύκλου.

5.	 Απλή εφαρμογή του τύπου, 
Ε = 400π.

6.	 Αν ρ και ρʹ είναι οι ακτίνες των 
σφαιρών, ο λόγος των επιφα-
νειών τους είναι το τετράγωνο 
του λόγου των ακτινών τους.

7.	 Εφαρμόζουμε τον τύπο του 
όγκου της σφαίρας, V = 36π.

8.	 Ο λόγος των όγκων δύο σφαι-
ρών είναι ίσος με τον κύβο του 
λόγου των ακτινών τους.

9.	 Ε = π(ρ2 – ρʹ2).
10.	Ο συνολικός όγκος του σχήμα-

τος αποτελείται από τον όγκο 
ενός κυλίνδρου ακτίνας ρ και 
ύψους ρ και τον όγκο μιας 
σφαίρας ακτίνας ρ.

Αποδεικτικές Ασκήσεις
1.	 Υπολογίζουμε τους όγκους 

των τριών στερεών από τους 
τύπους και αποδεικνύουμε τις 
σχέσεις του προβλήματος.

2.	 Αν Μ τυχόν σημείο της το-
μής και Κ και Λ τα κέντρα της 
σφαίρας, το επίπεδο (Κ, Λ, Μ) 
τέμνει τις σφαίρες κατά μέγι-
στους κύκλους και το τρίγωνο 
ΚΛΜ έχει γνωστά μήκη πλευ-
ρών. Επομένως η προβολή του 
Μ στην ΚΛ είναι σταθερό ση-
μείο και επειδή οι σφαίρες εί-
ναι σχήματα εκ περιστροφής, 
το Μ είναι σημείο κύκλου.

3.	 Υπολογίζουμε τους όγκους των 
τριών στερεών και παίρνουμε 
τους λόγους του κυλίνδρου 
προς τη σφαίρα και του κώνου 
προς τη σφαίρα.

Σύνθετα Θέματα
1.	 Εξισώνουμε τα εμβαδά των 

δύο επιφανειών και βρίσκουμε 
ότι το ύψος είναι διπλάσιο της 
ακτίνας.

2.	 Αν δ είναι η απόσταση της βά-
σης του κώνου ή του κυλίν-
δρου από το κέντρο της σφαί-
ρας εκφράζουμε τους όγκους 
σε συνάρτηση του δ και μη-
δενίζοντας την παράγωγο ως 
προς δ βρίσκουμε πότε ο όγκος 
γίνεται μέγιστος.

3.	 Ο κύβος έχει διαγώνιο ίση με 
τη διάμετρο της σφαίρας. Το 
οκτάεδρο αποτελείται από δύο 
τετραγωνικές πυραμίδες, με 
βάσεις εγγεγραμμένες σε μέγι-
στο κύκλο της σφαίρας.

4.	 Από τα δοσμένα μεγέθη υπο-
λογίζουμε τα εμβαδά και τους 
όγκους των στερεών.

5.	 Εφαρμόζουμε το Θεώρημα II, 
§13.18 για τον υπολογισμό 
των τριών όγκων. Η ζητούμενη 
σχέση αποδεικνύεται αντικαθι-
στώντας τους υπολογισθέντες 
όγκους και τις προβολές των 
κάθετων πλευρών στην υπο-

τείνουσα κατά τα γνωστά από 
τη γεωμετρία του επιπέδου.

Γενικές Ασκήσεις

1.	 Σχηματίζουμε το άθροισμα 
των τετραγώνων των αποστά-
σεων του τυχαίου σημείου Μ 
από τις κορυφές του τετραέ-
δρου και εφαρμόζουμε το Θε-
ώρημα των διαμέσων στα διά-
φορα τρίγωνα που σχηματίζο-
νται. Καταλήγουμε σε μία σχέ-
ση που περιέχει σταθερά τμή-
ματα εκτός από ένα, το οποίο 
όταν μηδενιστεί καθιστά την 
ποσότητα ελάχιστη.

2.	 Το επίπεδο πρέπει να βρίσκεται 
μεταξύ των δύο απέναντι ακ-
μών για να τέμνει τις υπόλοι-
πες τέσσερις. Οι πλευρές του 
τετραπλεύρου που σχηματίζε-
ται από την τομή είναι ανά δύο 
παράλληλες στις ακμές στις 
οποίες είναι παράλληλο το επί-
πεδο. Άρα το τετράπλευρο εί-
ναι παραλληλόγραμμο.

3.	 Από την ευθεία ε φέρουμε επί-
πεδο παράλληλο στη ζ που τέ-
μνει την ξ σ’ ένα σημείο. Από 
αυτό το σημείο φέρουμε επί-
πεδο που να περιέχει την ξ και 
να είναι παράλληλο στην ε, 
που την τέμνει σε κάποιο ση-
μείο και από αυτό το σημείο 
φέρουμε επίπεδο που να περι-
έχει τη ζ και να είναι παράλλη-
λο στην ξ. Τέλος, συμπληρώ-
νουμε το παραλληλεπίπεδο με 
άλλα τρία επίπεδα παράλληλα 
σ’ αυτά που κατασκευάσαμε.

4.	 Υπολογίζουμε το λόγο των 
όγκων των δύο τετραέδρων 
στα οποία χωρίζεται το αρχικό 
τετράεδρο από το διχοτόμο επί-
πεδο με δύο τρόπους και εξισώ-
νουμε τα αποτελέσματα. Κατά 
τον πρώτο τρόπο θεωρούμε ότι 
έχουν ως βάσεις τα δύο τρίγωνα 
στα οποία χωρίζεται μία έδρα, 
οπότε έχουν κοινό ύψος. Στη 
δεύτερη περίπτωση εκφράζου-
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με τον όγκο με βάσεις τις έδρες 
που είναι εκατέρωθεν του διχο-
τόμου επιπέδου, αλλά και πάλι 
έχουν κοινό ύψος.

5.	 Ανά δύο τα τμήματα αυτά δι-
χοτομούνται διότι είναι διαγώ-
νιοι παραλληλογράμμων. Επο-
μένως τα τρία τμήματα διχοτο-
μούνται σ’ ένα σημείο.

6.	 Θεωρούμε δύο από τις διαμέ-
σους. Αυτές είναι συνεπίπε-
δες διότι ανήκουν στο επίπεδο 
που περνάει από μία ακμή και 
από το μέσο της απέναντι ακ-
μής. Επειδή τα κέντρα βάρους 
των εδρών χωρίζουν τις διαμέ-

σους σε λόγο 1:2, η ευθεία που 
συνδέει τα κέντρα βάρους εί-
ναι παράλληλη στην απέναντι 
ακμή. Επομένως, στο διάμε-
σο επίπεδο σχηματίζονται δύο 
όμοια τρίγωνα και από τις ανα-
λογίες τους προκύπτει ο ζητού-
μενος λόγος.

7.	 Θεωρούμε τη διάμεσο ΝΠ 
που κείται στο διάμεσο επίπε-
δο ΑΒΝ. Η διάμεσος τέμνει τη 
διάμεσο ΑΛ έστω σε σημείο 
Μʹ. Από το Π φέρουμε ευθεία 
παράλληλη στη διάμεσο ΑΛ 
και σχηματίζονται όμοια τρί-
γωνα, που από τις αναλογίες 

των πλευρών τους προκύπτει 
ότι το σημείο Μʹ χωρίζει τη δι-
άμεσο σε λόγο 3:1, άρα είναι 
το σημείο τομής των διαμέσων.

8.	 Θεωρούμε δύο από τα τετρά-
εδρα που χωρίζεται το αρχικό. 
Αυτά έχουν κοινή βάση και 
επειδή θα είναι ισοδύναμα θα 
έχουν ίσα ύψη. Άρα το σημείο 
Μ είναι σε τέτοια θέση ώστε 
να περιέχει μία ακμή και να 
τέμνει την απέναντι στο μέσο 
της. Αλλά αυτό συμβαίνει για 
κάθε ζεύγος τετραέδρων. Άρα, 
το Μ είναι το κέντρο βάρους 
του τετραέδρου.
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πυραμίδα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301
Ίχνος ευθείας σε επίπεδο .. . . . . . 260

Κ
Κανονικό πολύγωνο .. . . . . . . . . . . . . 230
Κανονική πυραμίδα .. . . . . . . . . . . . . . 298
Κανονικό τετράεδρο .. . . . . . . . . . . . . 298
Κάθετα επίπεδα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
Κάθετη ευθεία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Κάθετες πλευρές .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Κάθετη ευθεία σε επίπεδο .. . . . 267
Κάθετη τομή πρίσματος .. . . . . . . 288
Κανόνας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Κατακορυφήν γωνίες .. . . . . . . . . . . . . . 26
Κατακορυφήν δίεδρες .. . . . . . . . . . 276
Κατασκευή .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Κεντρική γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
Κέντρο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
Κέντρο παραλληλογράμμου .. 103
Κέντρο συμμετρίας .. . . . . . . . . . . . . . . . 20
Κεντρική συμμετρία .. . . . . . . . . . . . . . . 56
Κέντρο σφαίρας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
Κλειστή τεθλασμένη  
γραμμή .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Κοινή εφαπτομένη  
δύο κύκλων .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
Κοινή χορδή .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
Κοινό μέτρο ευθύγραμμων 
τμημάτων .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
Κόλουρη πυραμίδα .. . . . . . . . . . . . . . 301
Κόλουρος κώνος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
Κορυφή .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Κορυφή πολυέδρου .. . . . . . . . . . . . . . 287
Κορυφή πυραμίδας . . . . . . . . . . . . . . . 297
Κορυφή τρίεδρης .. . . . . . . . . . . . . . . . . 286
Κύκλος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Κύβος (κανονικό εξάεδρο) .. . . 289
Κυκλικό τμήμα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244
Κυκλικός δίσκος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
Κυκλικός τομέας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
Κύλινδρος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304
Κύρια στοιχεία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Κυρτή γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Κυρτή δίεδρη γωνία .. . . . . . . . . . . . . 275
Κυρτή τεθλασμένη γραμμή .. . . . 36
Κυρτό πολύεδρο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
Κυρτό πρίσμα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Κώνος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

Λ
Λόγος ευθύγραμμων 
τμημάτων .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
Λόγος ομοιότητας .. . . . . . . . . . . . . . . . 172

Μ
Μέγεθος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
Μέγιστος κύκλος σφαίρας .. . . . 313
Μέση ανάλογος .. . . . . . . . . . . . .150, 188
Μεσοκάθετο επίπεδο .. . . . . . . . . . . . 272
Μεσοκάθετος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
Μεσοπαράλληλος . . . . . . . . . . . . . . . . . .111
Μεσοπαράλληλο επίπεδο .. . . . . 273
Μέσο τόξου .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
Μέσο τμήματος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Μέτρο γωνίας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Μέτρο τόξου .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
Μέτρο ή μήκος τμήματος .. . . . . 151
Μη κυρτή γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Μη κυρτή τεθλασμένη 
γραμμή .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Μηδενική γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Μήκος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Μικρός κύκλος σφαίρας .. . . . . . . 313
Μοίρα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Ο
Ομόκεντροι κύκλοι .. . . . . . . . . . . . . . . . 32
Οξεία γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Οξεία δίεδρη .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
Οξυγώνιο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Ορθογώνιο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40, 105
Ορθογώνιοι κύκλοι . . . . . . . . . . . . . . . 131
Όμοια σχήματα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
Ορθή γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Ορθή δίεδρη .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
Ορθή προβολή (προβολή) 
σχήματος σε επίπεδο .. . . . . . . . . . . . 272
Ορθογώνιες (ασυμβάτως  
κάθετες) ευθείες .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
Ορθογώνιο  
παραλληλεπίπεδο .. . . . . . . . . . . . . . . . . 289
Ορθόκεντρο τριγώνου .. . . . . . . . . . 113
Ορθό παραλληλεπίπεδο .. . . . . . . . 289
Ορθό πρίσμα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288

Π
Παρεγγεγραμμένος κύκλος . . . . . 86
Παράκεντρο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
Παράλληλα επίπεδα .. . . . . . . . . . . . . 260
Παράλληλες ευθείες .. . . . . . . . . 17, 80
Παράλληλη ευθεία  
σε επίπεδο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
Παραλληλεπίπεδο .. . . . . . . . . . . . . . . . 289
Παραλληλόγραμμο .. . . . . . . . . . . . . . . 102
Παράπλευρες ακμές 
πρίσματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Παράπλευρες ακμές 
πυραμίδας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
Παράπλευρες έδρες 
πρίσματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Παράπλευρη (κυρτή)  
επιφάνεια κυλίνδρου .. . . . . . . . . . . . 304
Παράπλευρη επιφάνεια 
πρίσματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291
Παράπλευρη επιφάνεια 
πυραμίδας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
Παράπλευρη επιφάνεια 
κώνου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307
Παραπληρωματικές γωνίες .. . . . . 26
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Παραπληρωματικές δίεδρες.. . 277
Πεντάγωνο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Περιγεγραμμένος κύκλος .85, 135
Περίμετρος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Περίκεντρο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
Περιγεγραμμένο 
τετράπλευρο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
Περιγράψιμο τετράπλευρο .. . . 137
Περίκεντρο τριγώνου .. . . . . . . . . . . 100
Πλάγια ευθεία σε επίπεδο . . . . . 267
Πλάγιο πρίσμα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Πολύγωνο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Πολυεδρική γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . 286
Πολυγωνικό χωρίο - 
επιφάνεια .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
Πόρισμα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
Πρισματική επιφάνεια .. . . . . . . . . . 288
Πρίσμα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Προβολή .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41, 184
Πυραμίδα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296

Ρ
Ρόμβος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105, 106

Σ
Σημεία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10, 16
Σημείο τομής (ίχνος)  
ευθείας και επιπέδου .. . . . . . . . . . . . 260
Σκαληνό τρίγωνο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Συζυγή αρμονικά .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
Συμπληρωματικές γωνίες .. . . . . . . 25
Σύμμετρα ευθύγραμμα 
τμήματα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
Συμμετρικό σημείο .. . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Συνεπίπεδα σχήματα .. . . . . . . . . . . . 257
Συνεχής αναλογία .. . . . . . . . . . . . . . . . 150
Σφαίρα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
Σχήμα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Τ
Τεθλασμένη .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Τέμνουσα κύκλου .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Τέταρτη ανάλογος .. . . . . . . . . . . . . . . . 150
Τεταρτοκύκλιο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
Τετράγωνο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105, 107
Τετράεδρο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298
Τετράπλευρο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Τετραγωνισμός .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

Τομή πρίσματος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Τόξο κύκλου .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
Τραπέζιο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
Τρίεδρη γωνία .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
Τριγωνική ανισότητα .. . . . . . . . . . . . . 60
Τρίγωνο .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Υ
Υποτείνουσα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Ύψος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41, 47
Ύψος πρίσματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288
Ύψος κυλίνδρου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304
Ύψος πυραμίδας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
Ύψος κώνου .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

Φ
Φορέας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Χ
Χορδή τόξου .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
Χορδή σφαίρας .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
Χρυσή τομή .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
Χώρος .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Α
Αβικέννα (Avicenna) 

Βλ. Ιμπν Σίνα 
Αγάνης (Āghānis, περ. 5ος-6ος αι.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
αλ-Αμπχαρί ή αλ-Αμπαχρί (Athīr al-Dīn  

al-Abharī, πέθανε το 1263).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Αλφόνσο του Βαλλαντολίντ (Alfonso of 

Valladolid, 1270-1346).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
Αμοδέο Φ. (Amodeo F.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325
Αμπού Καμίλ (Abū Kāmil Shuja ibn Aslam ibn 

Muhammad ibn Shuja, περ. 850-930).. . . . . . . . . . . . .  206
Αμπούλ-Ουάφα (Mohammad Abū al-Wafā’ 

al-Būzjānī, 940-997/8).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
Απόλλων.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
Απολλώνιος ο Περγαίος (περ. 262-190 π.Χ.).. . . . . . . . 321
Αρισταίος (περ. 370-300 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
Αριστοτέλης ο Σταγειρίτης 

(384-322 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96, 323
Αρχιμήδης ο Συρακούσιος  

(περ. 287-212 π.Χ.) .. . 168, 229, 233, 240, 252, 321
Αρχύτας ο Ταραντίνος (περ. 400-360 π.Χ.).. . . . . . . . . 250

Β
Βάντσελ Πιερ Λοράν (Wantzell Pierre Laurent, 

1814-1848).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251-2
Βέμπερ Χέινριχ (Weber Heinrich, 1842-1913.. . . . . . 325
Βιέτ Φρανσουά (Viète François, 1540-1603).. . . . 251-2
Βιτέλο (Vitelo, περ. 1225-1280).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Γ
Γερσωνίδης (Gersonides ή Levi ben Gerson, 

1288-1344).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
Γκαλουά Εβαρίστ (Galois Évariste, 1811-1832).. . 252
Γκούριεφ Σιμεόν Ε. (Gur’ ev S.E. 1764?-1813)......98
Γκρισογκόνο Φεντερίκ Μπ. (Grisogono  

Federik Β., 1472-1538).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

Δ
Διόδωρος (1ος αι. π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Διοκλής (περ. 240-180 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

Ε
Εμπεδοκλής (περ. 492-432 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323
Ερατοσθένης ο Κυρηναίος (περ. 276-194 π.Χ.).. . . 250

Ερμίτ Σαρλ (Charles Hermite, 1822-1901).. . . . . . . . . . 252
Εύδοξος ο Κνίδιος (περ. 408-355 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . 168
Ευκλείδης (περ. 325-265 π.Χ.).. . . . 96, 98, 124, 167-8, 

	 .......................................206-7, 233, 250, 321-8
Ευτόκιος ο Ασκαλωνίτης (περ. 480-540 μ.Χ.).. . . . . 250

Ζ
Ζιράρ Αλμπέρ (Girard Albert, 1595-1632).. . . . . . . . . . 207

Η
Ήρων ο Αλεξανδρινός (περ. 10-75 μ.Χ.).. . . . . 124, 206

Θ
Θαμπίτ Ιμπν Κούρρα (Al-Sabi Thābit ibn 

Qurra al-Harrani, 826-901).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96-7, 251
Θεαίτητος (περ. 415-368 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190, 321
Θεόδωρος ο Κυρηναίος (465-398 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . 190

I
Ιμπν αλ Χαϊθάμ (Abu Ali al-Hasan ibn al 

Haytham, περ. 965-1039).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
Ιμπν Σίνα (Abu Ali al-Husain ibn Abdallah  

ibn Sīnā, 980-1037).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Ιππίας ο Ηλείος (460-400 π.Χ.).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
Ιπποκράτης ο Χίος  

(περ. 470-410 π.Χ.) .. . . . . . . . . . 240, 245, 250, 252, 323

Κ
Καμπανός του Νοβάρα (Johannes Campanus 

of Novara, ακμ. περ. 1260).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
Κάντορ Γκέοργκ (Cantor Georg, 1845-1918).. . . . . . 325
Καρντάνο Ιερώνυμος (Cardano Hieronimo, 

1501-1576).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252
αλ-Κασί (Ghiyath al-Din Jamshid Mas’ud 

Al-Kashī, περ. 1380-1429).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
Κατάλντι Πιέτρο A. (Cataldi Ρ.Α., 1548-1626).. . . . . . 98
Κέπλερ Ιωάννης (Kepler Johann, 1571-1630).. . . . . 207
Αλ-Κιντί (Abu Yusuf Yaqub ibn Ishaq 

al-Sabbah al-Kindi, περ. 801-873).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Κλάβιος Χριστόφορος (Clavius 

(Schlüssel), 1537-1612).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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